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图 论 基 础 及 应 用 


北方 交通 大 学 ” 医 文 济 主编 


内 容 简介 

本 书 系统 地 介绍 了 图 论 的 基本 理论 和 在 若 于 工程 技术 方面 的 应 用 。 

全 书 共 十 图 章 ， 前 七 章 为 图 论 基 础 部 分 ， 后 七 章 为 图 论 应 用 部 分 。 其 中 ， 第 十 
一 章 图 论 算法 和 计算 机 程序 可 作为 计算 工具 使 用 。 应 用 部 分 偏重 于 电网 络 、 开 关 网 
络 和 交通 网 络 这 三 方面 。 每 章 后 附 有 若干 习题 ， 以 次 练习。 本 书 适 用 于 铁路 行车 自 
动 深 制 、 通 信 、 计 算 机 科学 和 返 输 各 专业 ， 可 以 作为 铁路 高 等 院 校 和 一 般 高 等 工科 
院 校 相应 专业 的 研究 生 课 或 大 学 高 年 级 选修 课 的 戴 材 或 参考 书 。 对 于 图 论 有 兴趣 的 
工程 技术 人 员 亦 可 作为 自学 参考 书 。 
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图 论 是 一 门 研究 事物 之 间 相 互 关系 或 联系 的 学 科 ， 它 用 一 组 点 来 代表 事物 ， 用 一 组 边 
来 代表 不 同事 物 之 问 的 关系 ， 形 成 一 个 抽象 图 形 来 研究 点 与 边 之 问 的 特 福 。 这 门 学 科 的 开创 
要 追 滴 到 1736 年 ， 到 现在 已 有 二 青 多 年 历史 。 近 二 、 三 十 年 来 ， 尤 其 在 高 速 电子 计算 机 果 世 
后 ， 它 有 较 快 的 发 展 。 这 是 因为 电子 计算 机 的 发 展 和 应 用 ， 为 研究 庞大 复杂 的 系统 提供 了 可 
能 竹 。 现 在 图 论 的 应 用 范围 很 广 ， 不 但 能 点 用 于 自然 科学 ， 也 能 应 用 于 社会 科学 。 

为 了 使 图 论 这 一 理论 能 够 应 用 到 铁路 企业 名 方面 的 研究 中 ， 编 者 于 1978~1979 年 编写 了 
一 本 《< 图 论 基础 及 应 用 》 作 为 讲义 ， 在 北方 交通 大 学 进行 讲授 。 讲 义 内 容 主要 取材 于 本 书 参 
考 文献 中 第 一 、 第 二 两 本 书 。 讲 义 共 分 十 五 章 ， 前 七 章 为 图 论 基 础 部 分 ， 后 八 章 为 图 论 应用 
部 分 。 应 用 部 分 偏重 于 电网 络 、 开 关 网 络 和 交通 网 络 这 三 方面 。 

通过 几 次 讲课 ， 纺 者 根据 同学 们 的 反映 和 积累 的 新 资料 ， 对 原来 的 讲义 作 了 部 分 增 肌 。 
现在 全 书 共 分 十 四 章 ， 前 七 章 仍 为 图 论 基 础 部 分 ， 后 七 章 为 攻 论 应 用 部 分 ， 面 第 十 一 章 图 论 
算法 和 计算 机 程序 作为 内 用 时 章 共 疝 必需 工具 。 

本 书 编写 的 目的 是 为 了 适应 铁路 行 奈 自动 控制 、 通 信 、 计 算 机 科学 和 运输 各 专业 和 一 般 
高 芍 工 科 院 被 下 应 专业 的 研究 生 作 教 村 或 参考 书 用 。 每 章 后 附 有 若干 习题 ， 以 资 系 习 。 全 书 
肉 容 较 多 ， 各 专业 可 以 根据 需要 利 研究 方向 删除 某 些 章节 ， 或 增加 某 些 适合 研究 方向 的 内 
容 ， 开设 一 门 五 、 灰 十 学 时 的 研究 生 课 。 本 书 前 七 章 图 论 基 础 部 分 可 以 作为 大 学 高 年 级 学 生 
的 选修 谋 。 

本 书 除 第 八 、 九 贾 章 由 许 珠 而 教授 改写 外 ， 其 余部 分 均 由 医 文 喧 司 摘编 写 。 第 十 四 章 中 
“ 接 虑 开关 电路 中 迁 回 电路 的 诊断 ”的 部 分 内 容 由 汪 焕 敏 齐 师 提供 素材 。 

林 书 承蒙 中 国 科学 技术 大 学 研究 生 院 的 左 增 教授 审阅 ， 提 出 了 许多 宝贵 意见 ， 在 此 说 至 
衷心 的 感谢 。 

由 于 编者 的 水 平 有 限 ， 书 中 可 能 存在 若干 错误 和 霹 点 ， 请 读者 不 音 批 评 指正 。 
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1983 年 3 月 于 北方 交通 大 学 电信 系 
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在 普鲁士 的 哥 尼斯 保有 一 条 河 ， 河 中 有 两 个 岛 4 和 昌 ， 为 了 遍 4 和 与 两 旁 的 陆地 C 和 
刀 相 连通 ， 岛 与 陆地 、 久 与 岛 之 间 建 有 2，54，c，d，。， 了 和 4 七 座 桥 ， 如 习 1 一 1 所 
示 。 

有 人 曾 提 出 了 这 样 一 个 问题 ， 一 个 人 能 否 一 次 走 遍 两 岛 、 两 旁 陆地 和 7 座 桥 ， 而 每 座 桥 
又 只 能 经 过 一 次 呢 ? 1736 年 瑞士 数学 家 欧 拉 回答 了 这 个 问题 。 他 提出 了 一 篇 论文 ， 讨 论 了 哥 
中 斯 堡 桥 的 问题 ， 文 章 的 结论 是 一 个 人 不 可 能 一 次 走 刀 责 岛 ， 两 旁 陆地 和 7 座 桥 ， 而 等 座 桥 
又 只 能 经 过 一 次 。 这 是 图 论 方面 已 知 的 最 早 的 文章 ， 人 们 认为 图 论 贞 此 发 端 。 这 个 问题 其 实 
就 是 能 和 否 每 条 边 不 重复 不 遗漏 多 一 笔画 出 一 个 贸 形 的 问题 。 至 于 为 他 么 不 可 能 呢 ? 我 们 将 在 
第 二 章 中 讲 到 。 


图 1 一 1 加 1 一 2 


1847 年 克 希 薪 夫 应 用 图 论 的 方法 来 分 析 电 网 络 ， 英 定 了 现代 网 络 理论 的 基础 ， 这 就 是 电 
工 原理 中 的 克 希 荷 夫 电 流 定律 和 克 希 荷 夫 电压 定律 。 在 1857 年 ， 凯 荣 在 试 算 愧 和 矶 化 氨 的 出 
分 异性 体 时 ， 发 现 了 “ 树 ” 的 福 念 。 在 这 疏 时 间 里 ， 对 图 论 的 发 展 另 有 两 个 里 程 碑 。 一 个 是 
问 虽 斯 约 于 1840 年 提出 一 个 “四 色 推 测 ” ， 这 个 问题 是 说 一 帆 地 图 只 要 用 + 种 不 局 颜色 着 
色 ， 就 可 以 使 互相 接 霹 的 国家 宙 不 同 的 颜色 来 区 分 。( 这 个 问题 当时 称 为 推测 ， 一 直到 1976 年 
才 由 美国 一 大 学 用 电子 计算 机 加 以 证 明 》 。 另 一 个 是 汉密尔顿 于 1859 年 发 明了 一 个 个 玩具 ， 
这 个 玩具 是 一 个 水 刻 的 正 12 面体 ， 等 而 系 正 五 角形 ， 三 而 相交 于 一 角 ， 共 有 20 个 角 ， 如 独 
1 一 2 所 示 。 每 角 标 有 世界 上 一 个 重要 城市 。 斑 具 提 出 一 个 速 ， 要 求 灌 正 12 而 体 的 近 寻 二 一 
条 路 通过 20 个 城市 ， 而 每 个 城市 只 通过 一 次 ， 最 后 返回 夏 地 。 此 层 约 有 学 个 世纪 研究 的 人 不 
多 。 直 到 1936 年 哥 尼 格 发 表 了 第 一 本 图 论 专 车 ， 从 此 图 沦 成 为 一 门 独 立 的 学 科 。 最 近 二 三 十 
年 来 ， 图 论 有 了 较 大 的 发 展 ， 人 们 对 线 住 图 的 理论 研究 和 各 方面 的 广泛 应 用 进行 了 大 量 工 
作 。 

当 应 用 图 论 来 解决 实际 问题 时 ， 不 管 是 电网 络 的 分 析 ， 电 路 设计 ， 数 据 的 结构 ， 或 社会 
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科学 方面 的 问题 ， 几 乎 需要 引出 复杂 的 图 形 ， 这 些 图 形 ， 实 际 上 如 果 没 有 电子 计算 机 的 帮助 
是 不 大 可 能 分 析 的。 近年 来 ， 大 家 亡 以 对 于 图 论 研究 的 兴趣 又 高 张 起 来 ， 高 速 数 字 计 算 机 的 
出 现 是 原因 之 一 。 

图 论 应 用 的 范围 很 广 ， 它 不 但 能 应 用 于 自然 科学 ， 也 能 应 用 于 社会 科学 。 它 非但 广泛 应 
用 于 电信 网 络 ， 电 力 网 络 、 运 答 能 力 、 开 关 理论 、 编 码 理论 、 控 制 论 、 反 馈 理论 、 随 机 过 
程 、 可 靠 性 理论 、 化 学 化 合 物 的 办 认 、 计 算 机 的 程序 设计 、 故 障 诊断 、 人 工 知 能 、 印 出 电路 
板 的 设计 、 图 案 识 辨 、 地 图 的 着 色 、 情 报 检 索 ， 也 应 用 于 诸如 语言 学 、 社 会 结构 、 经 济 学 、 
运筹 学 、 兵 站 学 、 遗 传 学 等 等 方面 。 

性 论 应 用 范围 昌 然 已 经 这 样 广泛 ， 但 是 到 目前 为 止 ， 还 有 若干 问题 没有 解决 ， 相 信 通 过 
对 图 论 更 深入 的 研究 ， 图 论 必 将 得 到 更 大 的 发 展 ， 它 的 应 用 范围 将 更 为 扩大 。 


第 二 节 集合 论 的 一 些 基 本 概念 


在 日 常生 活 和 科学 技术 领域 由， 常常 需要 研究 一 类 事物 之 间 的 相互 关系 ， 象 球 队 和 球 队 
之 各 的 竞赛 关系 ， 父母、 兄弟 或 父子 之 间 的 亲属 关系 ， 电 路 的 各 个 状态 之 间 的 相 蕊 转换 关系 
等 等 。 总 之 ， 研 究 一 组 事物 之 间 的 相互 关系 ， 我 们 抽象 地 用 一 组 点 来 表示 事物 ， 用 这 些 点 河 
连接 线 表 示 事 物 与 事物 之 尊 的 相互 关系 。 用 这 种 方法 研究 一 些 具体 问题 的 理论 就 是 图 论 。 

网 论 中 常常 把 图 看 成 一 个 抽象 的 代数 系统 ， 为 此 ， 图 论 也 经 常 要 用 到 代数 学 的 一 个 重要 
基础 一 一 集合 或 组 。 我 们 在 这 里 顺便 介绍 一 些 简单 的 集合 论 概念 。 图 论 常 常用 集合 论 中 一 些 
符号 ， 为 便利 没有 接触 过 集合 论 的 读者 ， 我 们 先 介绍 一 些 常用 的 符号 。 

集合 是 一 种 不 可 精确 定义 的 代数 学 基本 概念 ， 一 般 只 能 给 出 直观 性 的 描述 。 例 如 ， 甲 工 
厂 所 属 的 全 体 车 问 是 一 个 集合 ， 称 为 甲 厂 车 间 集 合 ，C 地 区 全 体 工厂 是 一 个 集合 ， 称 为 C 地 
区 工厂 集合 ， 整数 的 全 体 是 一 个 集合 ， 称 为 整数 集合 ， 面 素数 的 全 体 称 为 索 数 集合 。 

集合 中 的 每 个 成 员 称 为 元 素 ， 上 面 所 说 的 那些 集合 中 的 车 间 、 工 厂 、 整 数 和 素数 都 是 集 
合 中 的 元 素 。 如 果 甲 三 有 上 、&、c 、d 和 8。 5 个 车 间 ， 那 么 可 以 说 元 素 4 属于 甲 厂 车 问 集 
合 ， 记 为 


9《 甲 厂 车 间 集 合 
若 另 有 一 个 了 车 间 ， 它 不 是 甲 厂 的 一 个 车 间 ， 则 了 这 个 元 素 不 属于 甲 厂 车 间 集 合 ， 记 为 
了 生 甲 厂 车 间 集 合 
一 般 集合 用 大 写 英文 字母 ， 而 元 素 则 用 小 写 英文 字母 。 所 以 如 果 甲 厂 车 间 集 合用 S 表示 ， 
则 a € S86€5; cE5; dE€S， ekS。 这 里 需要 说 明 一 点 ，a 、b、c、d、e。 这 5 个 车 
间 都 是 属于 S 这 个 集合 的 ， 而 S 是 指甲 厂 中 车 间 的 集合 ， 面 不 是 指甲 厂 中 其 它 别 的 什么 。 现 
在 进一步 来 看 看 各地 区 ，C 地 区 有 许多 工厂 ， 甲 厂 是 其 中 的 一 个 ， 假 如 这 些 工厂 我 们 用 S\、 
Ss、Ss、S, 来 表示 ， 那 么 有 
SEC SE Ci Ss EC SE CN 这 表明 S,、S,、S, 和 Ss 4 个 工厂 都 属于 C 地 区 的 
C 地 区 车 间 的 集合 ， 是 指 由 C 地 区 各 个 工厂 中 的 每 一 个 车 间 为 元 素 的 集合 。 如 果 C 地 区 
这 4 个 工厂 中 ,S, 厂 有 5 个 车 闻 ;S, 厂 有 3 个 车 间 ;Ss 厂 中 有 4 个 车 间 ;Ss 厂 有 ?个 车 间 , 则 CC 
地 区 车 间 的 集合 就 是 指 这 19 个 车 间 。 换 言 之 ， 这 19 个 车 闻 都 是 的 一 个 元 素 ， 都 属于 C。 营 
其 中 某 个 S 厂 含有 6 ,5b1,c1、d 1 和 e; 5 个 车 间 ， 则 元 素 9,、6b1、c 1、d ,和 ei! 嗓 属 于 S 
也 属于 C。 于 是 定义 8 和 C 两 个 集合 ， 如 果 S 的 每 个 元 素 都 属于 C 集 合 的 元 素 ， 则 称 $ 为 C 的 


3。 


于 集 ， 即 5 包含 于 CC 中。 根据 这 个 定义 ，C 本 身 也 包含 杆 C 中 ， 所 以 人 也 是 C 的 子 集 , 所 以 ， 子 
集 5 包 含 于 C 或 等 于 C， 因 此 记 作 
SEC 
车 5 是 的 子 集 ， 即 5 和 C， 而 S53C， 则 称 S 为 C 的 真子 集 或 真子 组 ， 记 为 
SEC 
显然 ， 符 号 二 意思 指 “ 包 含 ”. 而 符号 宇 有 两 重 含义 , 既 可 “包含 ”， 也 可 以 “等 于 ”。 
可 见 。 真 子 集 是 指 那 些 除 集合 本 身 以 外 的 于 集 ， 真 子 集 的 元 素 必 定 比 原 集合 的 元 素 少 。 
上 述 集合 C 可 以 写成 C={(a, 6, cs, d, e), (fg, Gi, js ky 人 ), (mm, mm 
0, p, gq, 7, 5)} 
由 车 干 个 集合 组 成 的 集 侣 叫 集体 。C 也 是 一 个 集体 。 
集合 的 表示 方法 一 般 有 3 种 ; 
第 一 种 称 为 描述 法 。 就 是 在 { } 内 用 一 个 句子 来 描述 这 个 集合 。 例 如 ，{ 甲 厂 全 笨 车 间 }， 
{ 信 体 整数 }。 第 二 种 称 为 列举 法 .列举 法 是 将 集合 内 的 所 有 元 素 都 列举 在 {” 内， 并 用 逗号 
“，” 跑 开 。 例 如 ， 甲 厂 车 间 集 合用 5 表示 ， 甲 厂 的 5 个 车 癌 用 sa 、5 、c 、d 和 ee 表示 ， 


则 ={ta， b, c,d, e} (1—1} 
又 如 整数 集合 用 了 表示 
则 T={0, +1, —1, +2, —2, ee } (1—2) 
第 三 种 称 为 公式 法 

S ={r| Pcz)} (1—3) 


你 中 xz 是 $ 的 元 素 ， 这 些 元 素 满足 P{z) 条 辐 , 也 就 是 说 ， 若 zi 找 入 已 (z)， 已 (> 满足 ， 或 
者 说 已 (zy) 为 真 时 、riES。 
例如 5S={0, I, -1, 2, -2, 3, ~3} 
轩 公 式 法 可 以 表示 为 
S={z rE€lAlr <3} 
式 中 了 是 整数 集合 ， 符 号 人 表示 “与 ”运算 。 


第 三 节 图 的 定义 


图 是 用 来 研究 一 组 具体 事物 之 凤 相 互 关系 的 抽象 代数 。 轴 点 表示 事物 ， 用 边 表 示 事 物 与 
事物 之 闻 的 关系 ， 则 图 就 可 以 用 如 图 1 一 3 的 图 形 来 罕 示 。 
线性 图 ， 或 简称 图 的 最 普通 的 表示 法 。 其 中 用 黑 点 岩 示 顶点 ， 以 后 简称 点 ， 用 级 怒 表示 
边 ， 所 以 线性 图 就 基点 组 、 边 组 以 及 点 组 和 边 
组 的 关系 的 集体 。 它 可 以 定义 为 
G= (V, E, V} (1—4) 
式 中 p={1，2， 3 ?一 一 点 的 有 最 
非 空 组 ; 
E={a, by, Ce ?一 一 边 的 有 最 
组 ; 
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和 启 图 。 如 果 每 条 边 上 标 有 方向 ， 如 图 1 一 4 所 示 ， 
这 条 边 4 称 为 有 向 边 ， 有 向 边 a 的 点 1 称 为 起 


点 ， 点 2 称 为 终点 。 由 有 向 边 构成 的 图 称 为 有 4 < 
向 图 ， 有 向 图 中 妃 和 六 的 关系 用 到 玫 示 ， 所 以 
有 向 图 的 定义 为 图 
G= (FF, E, PV) (1—5) 
在 无 向 图 (如 图 1 -- 3) 中 ， 巨 入 的 关系 殉 为 
o> (1, 2) 
bb (2, 3) 
cr (1], 3) 
d (1, 4) 


e> (3, 4) 
符 导 一 表示 边 的 两 个 端点 在 右边 的 《 ) 中 ， 它 们 不 分 起 点 和 终点 ， 所 以 5 边 也 可 以 写 为 
a (2, 1) 
由 于 图 只 是 态 ， 巨 ， 更 的 集体 ， 因 此 每 条 边 的 形状 是 无 关 紧 要 的 ， 所 以 1 与 2 之 间 的 边 
不 论 几 图 (1 一 5》 中 性 何 一 种 方式 岩 示 都 是 4 
一 样 的 ， 我 们 关心 的 只 是 几 个 点 ， 几 条 边 以 及 
边 和 点 之 同 如 何 联 接 ， 至 于 这 些 边 的 直 和 卓 ， 


长 和 短 都 是 可 以 任意 选 定 的 。 例 如 在 图 1 一 6 ? 
中 ， 同 料 性 质 的 图 可 以 通 成 几 种 不 同 的 形式 
只 要 保持 点 和 边关 系 不 变 。 


有 向 图 的 边 是 有 向 边 ， 所 以 和 的 关系 i 
到 就 不 旬 无 疝 图 时 两 个 端点 可 以 任意 调换 ， 不 分 次 序 ， 图 1 一 7 就 是 一 个 有 向 图 。 


图 1 一 6 图 1 一 ?7 


有 向 图 扫 可 以 用 下 式 表示 
G= (V, E, WD 
V={1, 2, 3} 
E={a, 6, c} 
更 为 a> (1, 2) 
b= (3, 2) 
cc> (1, 3) 


，6 。 


式 中 ex 一 (起 点 ， 终 点 》 
显然 {1, 2) 志 (C2, 1) 
通常 图 可 化 简 为 
G= CF, E) 
如 图 1 一 3 为 
G= (VV, Ey 


VV={1, 2, 3, 4} 
E={(1,2),62,3),(3,1),(1,4),(4,3)} 
而 图 1 一 ?为 
G= (y, E) 
V={1, 2, 3} 
E={(1, 2), (3, 2), (1, 3)} 
在 画图 时 两 边 相交 ， 只 娶 在 相交 处 没有 画 黑 点 ， 那 么 点 边 的 对 应 关系 是 不 受 影 响 的 。 例 


如 ， 在 图 1 一 8 中 
1 4 
日 De 1 


ze3 cb? 
避 1 一 & 
图 (c) 中 邯 使 边 s 和 5 在 图 中 是 两 线 相交 的 ， 因 为 在 相交 处 没有 黑 点 ， 它 们 与 点 的 对 应 关系 
还 是 
a {1, 3) 
bE (2, 4) 
这 就 是 说 图 4 中 上 只 有 两 条 边 。 可 是 在 图 (6) 中， 因为 两 线 相交 处 画 有 黑 点 5， 点 边 的 对 应 关 
系 就 不 同 了 ， 而 有 下 列 关 系 ， 
ee» (1, 5) 
b> C2, 5) 
5 一 《3，5) 
d—> (4, 5) 
在 我 们 对 一 个 图 下 定义 时 ， 不 一 定 娶 求 组 广 和 组 巨 是 有 限 的 ， 但 是 要 求 组 广 不 是 空 组 。 
在 理论 和 应 用 中 ， 这 些 差不多 都 是 有 限 的 ， 有 着 有 限 点 和 有 限 边 的 图 叫 散 有 限 图 ， 否 则 就 叫 
做 无 限 图 。 图 1 一 9 是 两 个 无 限 图 的 一 部 分 。 


rb 
出 1 一 9 
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以 后 除非 明确 说 明 是 无限 图 外 ， 我 们 记 研 究 的 都 是 有 限 图 ， 所 以 以 后 所 讲 的 线性 图 总 是 
有 限 图 ， 因 而 不 再 加 有 了 腿 两 字 了 。 


第 四 节 关联 和 次 数 


如 果 某 一 个 点 是 一 条 边 的 两 个 端点 中 的 一 个 ， 我 们 把 这 条 边 与 这 个 端点 的 关系 称 为 关 
联 ， 或 者 说 这 条 边 是 与 这 个 点 相关 联 的 ， 或 者 说 它 是 连接 到 这 一 个 点 的 。 例 如 ， 图 主 一 10 中 
边 5， 厂 和 < 是 与 点 1 相关 联 的 ， 面 5。d， 
e 和 了 是 与 点 2 相关 联 的 。 

在 图 1 一 0 中 ， 这 8 的 两 个 端点 同 是 一 个 
点 3 这 条 边 8 就 叫 筱 自 环 ， 同 样 边 。 和 过 了 
也 是 自 环 。 

村 一 对 点 之 笨 可 北 连 接 一 条 以 上 前 边 。 如 
图 1 一 19 中 点 1 和 点 3 之 间 有 着 两 条 边 5 和 
<， 这 两 条 边 就 称 为 平行 边 。 

一 个 是 没有 自 环 ， 又 没有 平行 边 移 图 巾 艇 图 2110 
入 单 幢 。 鲍 如 加 1 一 3 和 图 1 一 6 就 是 。 

与 每 个 点 站 关联 或 连接 着 的 边 数 是 图 的 一 个 很 重要 的 数据 。 与 一 个 点 烛 关 联 的 演 数 称 为 
该 虞 从 次 数 。 用 数学 方式 来 表达 ， 可 以 dv) 代 表 点 的 次 数 ，n(s) 代 天 与 6 相关 联 的 家 环 
数 ，”, 代 表 踪 自 环 外 与 点 u 各 关联 的 边 数 ， 那 么 点 4 的 次 数 为 

d=2n, +n, {1—6) 
例如 在 图 1 一 10 中 ， 点 1 的 次 数 为 4 (1》 = 3， 这 是 因为 这 个 点 的 7, 二 0，n。= 3。 虚名 
瑞 ， 因 为 #8,==2。#, 二 2， 所 以 4d (2) = 5。 同 样 的 算法 4 (3) =5。 

假设 边 。 关联 车 点 了 和 8 《就 是 说 边 。 的 两 个 诺 点 为 了 和 49) 。 当 p 半 4 即 分 别 为 两 
个 点 ) 村， 我 们 计算 d 《p》 和 d (9) 痢 是 1。 当 p=9 ( 即 ? 和 8e 同 为 一 点 ) 时 ， 边 。 
(e 是 自 环 ) 的 4 《p) 就 算 做 2 。 这 对 图 中 每 条 边 都 是 正确 的 ， 因 此 一 个 图 中 所 有 各 点 的 
次 数 总 和 为 图 G 的 边 数 的 两 倍 ， 即 


He 
Dd) =2n, C1—7) 
1 

加 


式 中 之 为 图 中 所 有 点 的 总 和 ， 而 ,为 图 台中 的 边 数 ， 在 图 1 一 10， 共 有 ?7 条 过 ， 即 ae。 


i 


了 


5、pe， de、/、9， 所 以 no= 了。 因此， 人 d(vD=14, 这 与 上 面 计算 的 d (1) 
+d(2》+o9《3》=14 是 硼 竺 的。 
定理 1 一 1: 一 个 图 中 奇 次 数 的 点 的 数 日 总 是 偶数 。 

证 ， 如 果 招 一 个 图 中 奇 次数 和 侦 次 数 的 点 分 开 考 虚 ， 式 〈1 一 7) 的 左 方 可 以 分 别 写 成 
为 偶 次 数 的 点 前 次 数 与 厅 8 次 数 的 点 的 次 数 和 的 总 和 ， 即 


Ed 
Da = Da Dt Dd len) (1—8) 


式 中 了 系 但 次 歼 的 点 的 次 数 镍 ， 六 , 系 奇 次 数 的 点 的 次 数 和 。 根 据 式 《1 一 ?73 ， 式 (1 一 


3 ) 的 左 方 应 笔 于 个 数 ， 而 右 方 第 一 项 也 是 偶数 ， 那 么 第 二 项 也 必定 是 甬 数 〔 笠 数 之 和 是 偶 
数 ) ， 即 


drex) = 偶数 (1—8) 


因为 式 《1 一 £) 中 和 锤 一 个 dCvx) 是 奇数 ， 这 个 和 项 数 一 定 是 偶 狐 才能 使 和 成 为 偶 煌 。1 

凡是 一 个 图 的 各 点 的 次 数 都 相等 〈 不 管 是 但 数 还 是 冀 数 )》 ， 这 和 神 图 就 称 正则 图 。 

-个 点 而 没有 相关 联 的 边 的 ， 称 为 狐 立 点 。 也 可 以 说 ， 一 个 点 的 次 数 为 零 的 称 为 骤 立 
点 。 讽 如 ， 图 1 一 11 中 的 点 6 就 是 一 个 孤立 点 ， 它 没有 与 之 关联 的 边 。 

上 是 次 数 为 一 的 点 称 为 晤 扶 点 ， 也 可 以 称 为 终点 。 关 联 到 悬挂 点 的 边 称 为 是 挂 边 。 图 
1 一 11 中 的 点 5 就 是 虑 挂 点 ， 而 这 。 是 其 竺 了 边 。 


人 
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图 1 一 11 图 工 一 12 


在 第 三 节 中 ， 说 到 图 的 定义 为 G= (PP，E) ,其 中 边 组 FE 可 能 是 空 的 或 没有 的 。 这 种 
没有 边 的 图 就 称 为 零 图 ， 有 时 电 称 为 空 图 或 空 组 或 空 集 ， 符 号 为 加 。 换 旬 话 说 ， 零 图 中 的 点 
都 是 投 立 点 。 图 1 一 了 2 是 一 个 有 4 个 点 的 零 图 。 零 图 虽然 没有 边 得 是 不 能 没有 点 ， 所 以 图 的 
点 组 玉 是 不 能 等 于 $% 的 ， 否 则 就 不 成 其 为 医 了 。 所 以 ， 根 据 定义 ， 一 个 图 至 少 必须 有 1 个 
点 。 有 的 图 论 书 中 ， 把 始 无 边 组 又 元 点 组 的 图 称 为 零 图 ， 而 把 只 有 点 而 无边 的 图 称 为 点 图 。 


第 五 节 图 论 中 的 论证 


送 辑 中 论证 方式 的 核心 是 逻辑 陈 送 。 下 而 举 三 个 等 价 陈述 ， 

(一 ) 如果 五 成 立 ， 那 么 辟 成 立 。 

(二 ) 万 字 C， 符 号 福 为 蔓 涵 符 ， 例 如 ， 已 六 C 可 以 理解 为 万 成 立时 ，C 必 成 立 。 

(三 ) 已 是 C 的 充分 条 件 。 
其 中 石 代表 着 作为 假设 的 某 种 陈述 ，C 是 由 五所 得 结论 的 陈述 。 钢 如 

1. 如 果 甲 是 在 珠穆朗玛 峰 ， 那 么 甲 是 在 地 球 上 的 最 高 点 。 

2， 如 果 甲 是 在 珠穆朗玛 峰 而 不 究 登 山 豫 ， 那 么 甲 是 很 冷 的 。 

3， 怒 果 甲 济 没 在 水 让， 那么 甲 便 淹 死 。 

4. 如 果 甲 在 经 度 z“， 纬 度 % “， 那 么 甲 是 在 某 城市 由 。 

上 述 四 种 星 述 在 从 假设 而 来 的 结论 上 是 相似 的 ,但 是 1. 和 4. 不 同 于 2 .和 3 .。 因 为 在 1. 和 
< .中 ,如 果 把 县 设 与 结果 苏 例 过 来 〈 即 五 与 C 相 交换 ) ， 就 是 把 结论 当 作 假设 ， 那 么 把 假设 


3。 


作为 结论 也 是 成 立 的 。 这 种 可 复 关 系 是 以 必要 和 充分 洒 件 为 特征 的 ， 因 此 可 用 下 面 的 不 同 的 
等 价 陈述 : 

(一 》 当 上 且 仅 当 本 成 立时 ，C 成 立 。 

《二 ) C 成 立 的 总 要 积 充分 条 御 是 五 。 

《三 ) 如 果 厂 成立， 那么 C 成 立 ， 反 之 亦 然 。 

(四 ) 互 守 >C《 导 > 称 为 等 价 符 ， 酌 个 命题 末 和 C 是 等 价 的 。 就 是 说 号 和 C 都 成 立 或 
都 不 成 立 ) 。 

常常 用 于 命题 论证 而 不 同 于 上 述 的 两 种 陈述 法 前 一 种 所 谓 奉 定式 述 。 如 果 反 上面 第 一 种 
陈述 其 出 过 来 加 以 否定 ， 则 

(一 ) 如 果 吕 不 成 立 ， 邯 么 五 不 成 立 。 

《二 ) C 不 成 立 福 召 不 成 立 。 

(三) C 不 成 立 是 五 不 成 立 的 充分 条 件 。 

这 种 陈述 是 等 价 于 上 面 第 一 种 陈述 的 。 加 果 这 种 陈述 方式 用 上 述 的 1.~4. 作 为 例子 ， 那 么 结 
果 的 否定 陈述 都 是 正确 的 。 此 由， 必要 和 和 充分 的 陈述 1., 和 4. 对 两 种 顺序 〈 即 假设 与 结论 可 以 
交换 的 ) 的 否定 陈述 是 正确 的 ， 而 陈述 2. 和 4. 〈 充 分 的 但 不 必 到 的 ) 只 对 一 种 顺序 的 否定 是 
正确 的 。 在 慑 辑 结构 和 论证 技术 中 都 假定 着 五 ->C， 或 如 不 成 立 辽 五 不 成 立 的 任 乌 一 个 草 活 
着 另 一 个 。 因 此 ， 如 果 两 者 中 任何 一 个 可 以 证 明 是 正确 的 ， 那 么 另 一 陈述 也 是 正确 的 。 

图 论 发 展 中 的 中 心 环 节 是 尽 一 个 图 或 子 图 的 某 一 或 某 些 已 知性 质 的 逻辑 陈 这 作为 假设 
已 ， 用 它 来 证 明 一 个 图 或 子 图 的 一 个 或 更 多 的 性 质 做 为 结论 C 。 

论证 技术 的 概要 如 下 ; 

命题 或 锡 辑 陈述 的 基本 形式 为 : 

习 字 CC， 或 1 < 之 C。 

(一 》 直 接 论证 

-， 充分 性 的 结论 ， 假设 了 互 的 性 质 ， 从 面 证 明了 的 注 质 ， 就 是 假设 态 ， 证 明 C。 

2. 必要 性 的 论证 : 假 没 C， 证 明 末 。 

《三 》 阅 接 论 证 

1. 充分 性 的 论证 ， 假 定 C 不成立， 证 明石 不 成 立 。 

2. 必要 性 的 论证 ， 假 定 刀 不 成 立 ， 证 明 性 不 成 立 。 

〈 三 》 反 证 法 

这 是 为 了 证 明 某 一 命题 是 真 面 证 明 其 反 命题 为 小 的 一 种 方法 。 

1.。 亮 分 性 的 论证 ， 假 定 太 成 立 和 不成立 的 条 件 ， 证 明 矛 盾 处 、 

2.。 必要 性 的 论证 ， 假 定 C 成 立 和 二 不 成 立 的 笨 件 ， 证 明 矛 盾 处 ， 

上 面 这 三 大 类 论证 法 者 表明 在 论证 中 迎 辑 陈述 所 需 完成 的 任务 ， 但 都 没有 表示 出 如 何 去 
达到 这 些 迎 辑 陈 述 的 论证 。 任 何 一 个 论证 的 最 重要 方面 在 于 试 明 者 的 才能 。 下 面 四 种 方式 可 
作为 实现 一 个 论 于 的 指 离 。 就 是 提供 一 些 证 明 上 述 各 种 论证 的 方法 。 

(一 》 多 重 陈 述 法 

根据 已 给 假定 的 资料 局 出 一 系列 的 逻辑 陈述 来 引导 到 所 要 证 明 的 暴 一 性 质 或 茶 些 性 质 。 
为 了 减少 可 能 造成 的 误差 ， 所 做 的 陈述 应 该 简短 ， 当 然 活 须 是 正确 的 。 

《二 ) 归纳 法 

1， 对 子 n 二 1 或 n+ 二 N>1， 证 明 左 {或 0) 祖 C (或 H) 。 


2 对 于 *>1 或 ">N,， 万 (或 C) 祖 C (或 H) 。 

3 对 于 ”+ 工 或 六 + 1， 十 明太 (或 C) 之 性 (或 H) 。 

(三 ) 存在 法 

这 种 方法 的 论 还 也 许 是 最 令 人 信服 的 。 从 互 〈 或 C) 的 资料 出 发 ， 用 一 个 实际 的 结构 图 
表 来 说 明 产 生 C 《或 H) 。 

(四 》 穷 举 法 或 称 完全 归纳 法 

这 种 方法 只 适用 于 只 有 很 少 几 个 2 个 、3 个 或 4 个 ) 逮 辑 陈述 的 情 闹 下， 而且 这 些 情 
误 可 以 分 别处 理 的 。 由 于 启 观 察 的 情况 缺乏 把 握 ， 这 个 方法 势 攻 完 长 ， 而 且 不 够 明确 。 

对 论证 技术 的 概述 方面 ， 最 后 可 注意 揭 是 ， 某 个 命题 的 陈述 的 反例 可 用 以 证 明 该 命题 的 
不 成 立 。 


习 题 


1 一 1 兽 出 具有 1 个 点 、2 个 点 、3 个 点 、《 个 点 的 简单 图 。 

1--2《1) 一 出 一 个 代表 2 昼 房 子 和 3 个 公用 事业 问题 的 图 。 

《2 》 面 出 一 个 代表 4 昼 房 子 和 4 个 公用 事业 问题 的 图 《四 个 公用 事业 为 水 、 煤 
气 、 电 及 电话 》。 

1 一 3 命名 10 种 情况 比赛 、 活 动 、 实 际 
生活 等 ) 把 这 些 供 助 于 图 表 表 示 ， 解 释 点 和 边 
代表 什么 。 

1 一 4 夯 出 惠 斯 登 电 桥 电 路 的 拓扑 图 。 

1 一 5 有 一 个 迷 官 如 图 1 一 13 所 示 ， 用 
个 图 代表 这 个 迷宫 ， 使 点 表示 通道 或 表示 堵 住 
的 一 端 (如 数字 ) ， 边 代表 两 点 疗 一 条 可 能 的 
路 径 。 

1 一 6 试 确认 具有 m, 个 点 的 简单 图 中 任意 
一 点 的 最 大 次 数 是 n ,一 1 。 

1 一 7 证 明 具有 #, 个 点 的 简单 图 中 边 的 最 大 数目 是 n,(n, 一 1)/ 2。 

1 一 8 5 个 朋友 转 着 圈 桌 吃饭 ， 项 望 每 顿 饭 旁 边 举荐 一 个 新 邻居 。 问 可 能 有 几 种 排列 ? 
技 顾 时 针 次 序 标 出 每 次 排列 揭 顺 序 。 

1 一 9 天 一 个 线性 图 《如果 可 能 的 话 》， 在 这 个 线性 图 中 ， 点 的 次 数 是 

C1) 2, 2，2，2，2。 (2) 2, 3, 4, 5, 6。 (3)3，3，4，5， 
5，5，6。 

1 一 10 试 举 出 3 个 实例 ， 说 明 可 以 用 图 论 解 决 。 


图 1 一 13 
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第 二 章 行走、 路径 和 回路 
第 一 节 行走 

一 个 行走， 有 的 书 上 称 边 列 ， 也 有 的 称 链 ， 是 一 系列 边线 ， 它 具有 下 列 特性 ， 

(一 ) 在 系列 中 ， 除 了 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 外 ， 其 它 边 的 一 个 端点 是 前 一 条 边 的 端 
点 ， 面 另外 一 个 端点 是 后 一 条 边 的 出 成 。 

(二 ) 第 一 条 边 的 一 个 端点 是 次 一 条 边 的 端点 ， 而 另 一 个 端点 是 起 点 。 

(三 ) 最 后 一 条 边 的 一 个 端点 是 前 一 条 边 的 端点 ， 而 另 一 个 端点 是 终点 。 

(内) 每 一 条 边 只 用 一 次 。 

当 一 个 行走 的 起 点 和 终点 是 不 同 的 ， 起 点 和 终点 的 次 数 虱 等 子 一 ， 这 个 行走 称 为 开行 
走 ， 否 则 称 为 闭 行走 。 以 图 2 一 1 为 例 ， 图 (4 ) 是 一 个 线性 图 。 
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图 (8) 中 的 行走 (c，d，5，e ，9) 是 一 个 开外 走 ， 它 的 起 点 为 1， 而 终点 为 
2 ， 这 两 个 点 不 是 同一 点 。 图 〈c) 中 的 行走 《c， 了 ，39，d，4，。) 是 一 个 闵行 走 ， 
贰 为 点 5 既是 起 点 ， 又 是 终点 ， 夺 为 一 个 点 。 图 〔d) 中 约 边 组 (c,d,， ee， 6, d,，4) 
不 是 一 个 开行 走 ， 也 不 能 称 为 一 个 闭 行 走 ， 而 只 能 叫 散 一 个 边 组 。 这 是 因为 员 然 起 点 1 和 终 
点 3 不 民 ， 但 是 边 4 却 用 了 两 次 ， 这 是 不 符合 行走 定义 的 第 四 条 特攻 的 。 同 样 ， 图 (ee) 中 
的 边 组 《46，c，d，b，e。，。d) 既 不 是 一 个 财 行 走 ， 也 不 是 一 个 开行 走 。 理 由 是 旭 然 起 
点 3 和 终点 3 网 为 一 点 ， 但 是 边 d 却 用 了 两 次 ， 若 以 3 为 起 点 ， 以 5 为 终点 ， 而 起 点 和 终点 
的 次 数 都 不 等 于 1 。 由 此 可 见 ， 一 个 行走 中 的 每 条 边 只 能 用 一 次 ， 而 点 呢 ? 是 可 以 通过 一 次 
以 上 的 。 

行走 的 符号 用 所 ， 代 刀 ， 行 走 (c，4d，&,e ,9》 可 以 写作 WY (c,d,6,e,9)。 


“i. 


在 图 2 一 1 中 , 图 (4) 和 《ce) 各 称 为 对 应 一 个 行走 的 线性 图 。 


第 二 节 路 径 


所 谓 路 径 是 点 忆 和 点 @ 之 间 的 一 个 开行 走 中 所 有 边 的 边 组 ， 它 们 清 尼 下 列 两 个 条 件 : 

(一 ) 起 点 和 终点 分 别 为 p 和 9。 

《二 ) 点 六 和 9 的 次 数 各 为 1 ， 而 其 它 各 点 ， 即 中 间 点 的 次 数 为 3。 当然 ， 这 里 的 次 数 
只 计算 路 径 中 所 涉及 的 各 边 ， 而 不 是 路 径 记 在 的 整 图 中 的 所 有 边 。 例 如 ， 在 图 2 一 1 中， 对 
应 行走 (a ，d ，e》 的 线性 图 ， 如 图 2 一 2 (2 ) 所 示 ， 因 为 符合 路 径 定义 的 两 个 条 件 ， 所 
以 这 是 点 1 和 点 4 之 间 的 一 条 路 径 ， 但 是 行走 (4 ，d，9， 了 了 ，c，e) ， 它 的 对 应 图 如 
图 2 一 2 (8) 所 示 ， 不 能 作为 点 1 和 点 4 之 间 的 一 条 有 路径。 这 是 因为 它 昌 然 符 合 路 径 的 第 一 
条 件 ， 即 起 点 和 终点 分 别 为 1 和 4 ， 但 是 它 不 符合 第 二 条 侍 ， 即 这 里 起 点 工 的 次 数 为 3 ， 并 
旦 中 间 点 5 的 次 数 为 4 。 注 意 一 个 行走 中 可 以 包括 自 环 ， 而 一 条 路 径 却 不 能 有 自 环 的 。 例 
如 ， 图 2 一 34 ) 中 粗 线 所 示 的 边 组 (0， 468，c，a) 是 一 个 开行 走 ， 而 图 2 一 3(5 3) 中 
光 线 所 示 边 组 (2 ，&5，d》 是 一 条 路 径 。 
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点 诗 和 点 了 之 间 的 路 径 符号 用 已, 例如 图 2 一 2 (c) 所 示 的 路 径 可 以 写作 一 《cz 
e) 。 

在 一 个 图 G 中 ， 如 果 在 每 一 对 点 之 癌 至 少 有 一 条 路 径 的 ， 或 者 换 句 话说 ， 我 们 可 以 从 图 
G 中 任何 一 个 点 沿 着 一 条 边 或 几 条 边 到 达 任 何其 它 点 的 ， 称 为 连通 图 ， 和 否则 ， 如 果 有 两 个 点 
而 其 间 没 有 路 径 的 称 为 分 离 图 。 例 如 在 图 2 一 2 中 ， 各 图 的 任何 两 点 之 间 有 一 条 或 儿 条 路 
径 ， 所 以 都 是 连通 图 。 在 图 2 一 4 中 有 两 个 连通 图 ， 两 者 之 间 没 有 连通 的 边 ， 所 以 是 没有 路 
径 的 ， 这 个 图 就 是 分 离 图。 在 图 1 一 11 中 有 孤立 点 6， 它 与 其 它 点 之 闻 没 有 路 径 ， 所 以 也 是 
分 离 图 。 不 止 一 个 点 的 零 图 ， 如 1 一 123 也 是 一 个 分 离 图 。 

如 果 一 个 图 GG 中 有 这 样 一 个 点 P ， 它 可 以 截 割 开 来 使 原 图 分 离 担 不 产生 孤立 点 的 ，G 就 
称 为 可 分 图 。 这 个 点 了 就 叫做 截 制 点 。 例 如 ， 图 2 一 5 Co) 中 的 点 3 就 是 一 个 截 若 点， 把 点 
3 裁 害 后， 图 Ca》 就 分 成 两 全 图， 如 隐 《5)】 所 示 。 
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凡是 不 能 截 割 一 个 点 而 分 离开 来 的 图 称 为 不 可 分 图 。 图 2 一 6 就 是 一 个 例子 


图 2 一 4 


图 2 一 5 图 2 一 6 


第 三 节 子 图 


如 果 一 个 图 g 中 所 有 点 和 边 都 属于 一 个 图 G 的， 而 g 的 每 一 条 边 的 端点 正 是 G 中 的 同一 端 
虑 ， 那 么 g 称 为 G 的 子 图 。 例 如 ,图 2 一 7 (a ) 正 是 图 2 一 6 的 一 个 子 图 .同样 ,图 2 一 1 中 的 
(5),，《c), (qd) 和 《〈(e) ， 以 及 图 2 一 2 中 的 (ec》 和 (85)》 都 是 2 一 1 (a》 的 子 图 。 
但 是 图 2 一 7 (5) 却 不 是 图 2 一 6 的 于 图 ， 这 是 因为 图 (& ) 中 的 点 3 和 边 记 和 < 都 不 在 图 
2 一 6 的 对 应 位 置 中 。 

子 图 的 概念 是 和 集合 论 中 的 子 组 或 子 集 的 概念 相 类 似 的 。 所 以 这 里 就 用 集合 论 中 的 符号 
EG 米 表 达 “g” 含 子 G” 或 是 G 的 子 图 。 反 过 来 ，G 中 包含 着 g 可 以 用 符号 G 二 g。 


根据 子 图 定义 得 到 下 列 性 质 ， A 
(一 ) 每 个 图 是 它 自己 的 子 图 。 
(二 ) G 的 子 图 的 子 图 也 是 人 的 子 图 。 ~~/ NN/ 
(三 ) G 中 的 一 个 单一 点 是 G 的 子 图 。 : v 
《四 )G 中 的 一 条 单一 边 连 同 它 的 两 个 端 . i 3 
点 也 是 G 的 子 图 。 网 2- 


既然 一 个 图 就 是 它 自己 的 子 图 ， 因 此 与 原 图 不 同 的 子 图 常 称 为 真子 图 。 真 子 图 包含 于 图 
G 之 中 ， 记 为 8 守 G， 而 子 图 g 包 含 于 GG 中 记 为 g 守 G、 这 是 因为 子 图 中 可 以 包含 G 本 身 。 在 
以 后 我 们 讲 到 的 子 图 差不多 都 是 直子 图 ， 我 们 就 简单 地 称 为 子 图 了 。 

组 成 分 离 图 的 子 图 称 为 部 分 ， 部 分 本 身 也 是 一 个 线性 图 ， 而 且 是 一 个 连通 图 ， 所 以 有 的 
书 中 叫做 最 大 连通 子 图 。 和 孤立 点 也 可 以 看 做 是 一 个 子 图 。 

图 GG 的 两 个 (或 更 多 ) 地 图 g, 和 gs 如 果 没 有 任何 共同 的 边 、 那 么 这 两 个 子 几 就 称 为 边 不 
共用 子 图 。 例 如 图 2 一 7 (a ) 和 图 2 一 8 是 图 2 一 6 的 两 个 边 不 共用 的 子 鲜 。 这 里 可 以 看 
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出 ， 虽 然 边 不 共用 的 子 疼 没有 任何 共同 边 ， 但 是 可 以 看 共同 点 。 象 这 里 所 举 的 例子 中 两 个 边 
不 共用 的 图 却 有 着 共同 点 2 和 6。 和 如果 两 个 子 图 非但 没有 任何 共同 边 ， 又 没有 任何 共同 点 ， 
那么 这 种 子 图 就 称 为 点 不 共用 子 图 。 很 明显 如 果 两 个 子 图 没有 共同 点 ， 当 然 就 没有 共同 边 
了 。 例 如 图 2 一 7 (4) 和风 2 一 9 是 图 2 一 6 盘 两 个 点 不 共 轩 的 子 图 。 


时 2 一 $8 


第 四 节 回 路 


一 个 闭 行 直 中 各 点 的 次 数 部 为 2 的 称 为 一 个 回路 。 例 如 ， 图 2 一 7 中 的 两 个 图 部 是 闲 行 
走 ， 又 是 回路 。 再 看 图 2 一 1 (c)， 它 的 确 是 一 个 闭 行走 ， 但 是 因为 虑 1 ，2，3 ，4 的 次 
数 忆 然 部 是 2 ， 可 是 点 的 次 数 却 是 4 ， 所 以 不 是 一 个 回路 。 

自 环 也 是 一 种 回路 。 昌 然 自 环 内 有 一 个 点 ， 但 是 这 点 前 次 数 是 2 。 . 

回路 的 符号 为 C。 例 如 ,在 图 2 一 7 中 ， 图 《ae 》 的 回路 可 以 用 C (a，9，/》 来 表 
示 ， 图 (5) 的 回路 可 以 用 C (4 ，6，c》 来 表示 。 

凡是 一 组 回路 而 其 中 任何 两 者 之 闻 没 有 共同 边 的 ， 称 为 回路 的 边 不 共用 并 舍 。 

纲 在 我 们 可 以 这 样 讲 ，-- 个 说 行 走 中 的 所 有 边 或 者 十 一 个 回路 ， 或 者 是 一 个 边 不 共 表 加 
路 的 并 集 。 正 如 图 2 一 1(c) 的 行走 (ce， 了 ，9，，d ，。) 不 是 一 个 回路 而 是 C(e ， 
了 ，93 和 C (8，d，e) 的 边 不 共用 回路 的 并 集 。 可 能 有 这 样 前 一 个 边 组 ， 把 这 个 边 组 
分 解 成 回路 的 方法 不 止 一 个 。 可 是 ， 只 要 有 一 
个 分 解 方法 把 这 边 组 分 解 成 著 干 回 噬 ， 而 其 中 人 
任何 两 者 之 间 没 有 共同 边 的 ， 那 么 这 个 边 组 就 人 
是 边 不 共用 回路 的 并 集 。 例 部 ， 图 2 一 10C 4 ) a 
的 边 组 (a ，b，。，d》 是 边 不 共用 回族 的 y \ 
并 集 ， 但 是 图 (4) 的 边 组 (ec，b ,ed， y \ 
。》 却 不 是 过 不 共用 回 巾 的 并 集 ， 因 为 这 个 过 2 2 
组 不 能 分 解 成 任何 两 者 之 间 部 没有 共同 边 的 加 
路 。 图 2 一 10 


第 五 节 同 构 


如 果 两 个 图 G: 和 G; 之 间 在 它们 的 点 和 边 的 关联 方面 保持 着 一 对 一 的 对 应 关系 ， 这 两 个 
图 就 叫 敌 同 移 图 ， 或 称 它们 是 同 构 。 例 如 ， 在 图 2 一 Tl 中 ， 图 《oe》 和 图 《5》 是 同 爸 的 。 
它们 的 对 应 关系 是 : 图 Ca》 中 的 点 1，2 ，3 ，4 和 5 分 别 对 应 着 图 (5) 中 的 点 1， 
2/，3 和 ，4’ 和 5 图 (6) 中 的 边 a ,6，c，d，< 和 上 分别 对 应 着 图 (5》 中 的 边 a“， 
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0，c“，d，e 和 疡 。 所 以 同 风 的 图 除了 编号 不 同 外 ， 其 实 是 同一 图 的 不 同 画 法 。 例 如 图 
2 一 12 中 的 两 个 图 是 同一 图 的 不 同 画 法 ， 也 是 同 构 的 。 


图 2 一 11 


CQ) 


图 2 一 12 


判断 两 个 图 是 否 同 构 并 不 常 是 一 件 容易 的 工作 。 例 如 ， 图 2 一 13 中 的 3 个 图 是 同 构 的 ， 
但 是 只 是 粗略 地 看 看 是 看 不 出 来 的 。 我 们 一 定 要 把 点 和 边 部 编 好 号 ， 再 观察 点 和 边 之 间 对 应 
关系 和 关联 关系 ， 才 能 明确 地 判明 它们 的 辐 构 性 。 


a) by ce) 


图 2 一 13 
根据 同 构 狂 的 定义 ， 两 个 同 构 图 必须 有 ， 


(一 ) 相同 的 点 数 ; s ¢ 

(二 ) 相同 的 边 数 ; 。 

(三 ) 有 相等 的 同 次 数 的 点 。 1 ?7 3 EA 
2 6 ‘by 


可 是 这 三 条 只 是 同 构 的 必要 条 件 ， 而 不 是 “ 
它 的 充分 条 件 。 例 如 图 2 一 14 中 的 两 个 图 部 是 图 2 一 14 
能 满足 上 述 三 个 条 忻 ， 可 是 两 图 不 是 同 构 的 。 这 是 因为 如 果 两 图 是 同 构 的 话 ， 那 各 图 〈(c ) 
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中 的 点 4 必须 对 应 于 图 〈 避 ) 中 的 点 9， 因为 两 图 中 投 有 其 它 点 的 次 数 为 3。 但 是 在 图 (2 ) 
中 ， 关 联 到 点 4 的 有 两 个 县 扶 点 5 和 6， 而 在 图 (5》 中 ， 关 联 到 点 9 的 只 有 一 个 虞 丘 点 
12。 

在 图 论 中 ， 检 查 同 构 性 的 噬 简 单 双 有效 的 判断 准 别 仍 是 一 个 有 竺 解决 的 重要 问题 。 


第 六 节 图 的 运算 


象 大 多 数 的 数学 一 树 ， 大 的 图 形 可 以 考虑 是 小 图 的 组 合 ， 闫 用 从 小 图 中 来 推导 它们 的 性 
项 。 呈 然 从 第 一 章 的 开头 就 讲 ， 线 性 图 是 用 点 组 和 边 组 〈 或 务 为 点 集 和 过 焦 ) 来 下 定义 的 ， 
这 就 很 自然 地 可 以 采用 集合 论 中 的 组 运算 或 集运 算 来 做 线性 图 的 运算 。 

两 个 图 G: 和 G: 分 别 为 G1 二 =( 术 ,, 互 ) 和 Gs。== (VF,, 忆 :}， 它 们 的 并 集 为 男 一 个 图 Gs。 如 
用 J 作为 并 集 的 符号 ， 屠 么 上 述 两 个 图 的 并 集 可 以 写作 僻 , 一 GUG,， 它 次 点 组 下,=V,J 
太 ,， 和 它 的 边 组 为 了 ,二 , 1 瑟 ,。 扩 条 话说 ，Gs 是 包括 ,或 G, 中 所 有 的 点 和 边 的 图 。 

G: 和 G: 的 交集 是 另 一 个 图 G6,。 如 用 符号 U 代 表 交 集 ， 那 么 G, 一 G1 站 Gs。 人 Gs 只 包括 @ 1 
和 GG: 中 两 者 共有 的 边 ， 即 G ,和 6G; 的 公有 点 和 边 ， 

Gi 和 :的 环 和 ， 答 号 为 侠 ， 是 一 个 图 Cs， 写作 Gs=G1 儿 Gs。Gs 的 点 是 LUV,, 而 
它 的 边 是 G ,或 ,中 座 特 有 的 ， 而 不 是 丙 玫 都 有 的 边 。 

GG: 和 GG: 的 差 集 ， 和 从 号 为 申 ， 是 另 一 个 风 Gt， 写 作 人 Gs 一 全/ 晤 Gs。 Go 是 从 G, 中 出去 G。 
中 也 有 的 备 边 所 余 留 下 来 的 图 。 同 样 G,= CGOCG,，G 是 从 Ga 中 副 去 G, 中 也 有 的 备 边 所 余 


留 下 来 的 图 。 
从 上 述 各 种 运算 的 定义 中 可 知 
GUE=GUG, (2—1) 
Gf Gs=GNG, (2—2) 
GBE.=6,.DG, (2—3) 
另外 
SOPC NGIDG NG)= GHEY)U GOG) (2—4) 


这 时 我们 虽然 应 用 了 集合 论 中 的 集运 算 ， 但 是 我 们 所 研究 的 是 图， 所 以 用 图 来 表示 这 种 
运算 时 ， 就 如 例 2 一 1 所 示 。 

例 2 一 1 在 图 2 一 15 中 (中 给 出 其 个 图 G, 和 C:，G. 和 G: 并 集约 G= 人 LU CG: 见 图 
《56》，GL 和 G6, 交集 所 得 号 ,= 人 ,个 GG 见 图 《c》。G, 和 Gs 环 和 所 得 的 Ci=G, 候 G: 见 图 
(d) ， 图 《e》 中 的 差 集 Gs 一 ,CG。， 而 差 集 G;=GsG, 则 见 图 (1) 。 

如 果 G, 和 G: 是 边 不 共用 的 ， 那 么 G1 门 Gs 是 个 零 图 ， 并 且 G1 狼 Gs=GIU Gs;， 如 果 G 
和 G, 是 点 不 共用 的 ， 那 么 G;fiG: 就 完全 是 空 的 ， 即 既 无 边 ， 又 无 虚 。 

年 何 一 个 图 C 

GUG=GnG=C (3 一 5) 
GODG=$ (2—6) 
其 中 ,由 是 零 图 或 空 组 。 

如 果 g 是 G 的 于 图 ， 那 么 很 据 定义 G 缴 g 是 从 G 中 其 去 8 中 所 有 的 边 之 后 所 余 禄 下 来 的 那 
个 子 图 。 所 以 侣 因 g 可 以 写成 GSg， 而 g 总 是 在 G 之 中 ， 即 8c 二 G。 由 于 这 种 补 余 的 性 质 ， 所 
以 GG@E 一 GOE 常 常 敬 为 G 中 & 的 余 图 用 符号 表示 。 出 如 在 图 2 一 16 中 ,，{0》 是 一 个 图 
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G，(5) 是 G 的 一 个 子 图 8g，《c) 是 子 图 g 的 余 风 EE， 即 GBg 一 BE。 
利用 图 的 运算 ， 我 们 可 以 得 到 很 多 重要 的 结果 。 


2 过 


‘ey ‘fy 


‘ay 


可 2 一 16 


第 七 节 图 的 分 解 、 删 除 、 合 并 和 短 捷 


如 果 一 个 图 GG 和 它 的 子 图 5g, 和 g, 有 下 列 关系 ， 
giUg = {2—7) 

和 giflg:—$ {2—8) 
那么 说 图 G 分 解 为 两 个 于 图 g, 和 g,。 换 名 话说， 图 忆 申 每 条 边 不 是 在 于 图 E, 中 就 是 在 于 图 &， 
中 ， 和 但 不 全 在 g, 和 ,中 都 出 现 。 可 是 有 些 点 可 能 在 g( 和 g: 申 者 出现。 例如 ， 图 2 一 16 a ) 分 
解 成 图 (5》 和 5》 两 个 子 图 。 图 的 分 解 不 限于 分 解 成 鲍 个 子 图 ， 有 时 也 可 以 分 解 成 若干 
个 子 图 。 只 要 这 些 子 图 是 边 不 共用 的 ， 并 且 共 同 包 含 原 图 中 每 一 条 边 。 在 分 解 时 ， 和 孤立 点 是 
不 管 的 。 

恕 紧 在 一 个 行走 申 甸 有 过 的 边 钥 ， 它 们 的 起 点 和 终点 分 别 为 了 P 和 和 9， 而 且 不 是 2 和 39 之 
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间 的 一 条 路 径 、 郡 么 这 个 开行 走 ， 可 以 分 多 成 为 一 个 开行 走 得 一 个 闭 行走 ， 其 中 《1) 原来 
开行 关中 的 每 条 边 正 是 现在 分 解 成 的 两 个 行走 中 的 边 ， 和 (2 ) 分解 出 的 并 行走 中 的 所 有 边 
的 这 一 个 边 组 是 点 了 和 9 之 阅 的 一 个 路 径 。 

丛 如 ， 几 2 一 2《(b} 的 开 生 去， 上 面 已经 说 过 不 是 点 1 各 点 4 之 间 的 路 丛 。 现 村 我 们 把 
这 个 行走 分 解 成 一 个 开行 走 如 图 2 一 2 (a ) 记 示 ， 和 一 售 闭 行走 邵 图 2 一 17 所 示 。 原 行走 

Ca,，d，9，f，c，。》 中 的 各 边 正 是 图 2 一 2(9) 和 2 一 17 中 的 各 边 ， 而 开行 走 Ca 。 

d，6) 正 是 点 1 和 点 4 之 间 的 一 条 路 径 。 象 上 面 所 说 的 开行 走 也 可 以 分 解 成 若干 条 路 径 。 
如 图 2 一 2(6) 可 分 解 成 P= 二 (a,d,e)，Pe 一 (0) 和 和 Pis=(f，9)。 同 样 ， 一 个 闭 行走 中 的 
所 有 边 如 果 不 是 一 个 回路 的 话 ， 我 们 也 可 以 用 分 解法 把 它 分 解 成 若干 个 商行 走 ， 其 中 《1 》 
原来 闭 行走 中 的 每 条 边 正 是 现在 分 解 出 来 的 若干 个 闭 行走 中 的 边 ， 和 《2 》 每 一 个 分 解 出 来 
的 闭 行走 中 所 有 边 的 边 组 是 一 个 回路 。 

例如 ， 上 面 提 到 的 图 2 一 1(e ) 就 是 这 里 的 图 2 一 18( a )， 是 个 于 行走 ， 但 不 是 一 个 回 
路 。 折 果 我 们 把 它 分 解 成 珊 个 说 行 走 ， 妈 图 2 一 [8Lb》 舱 《c) 斯 示 ， 这 两 个 子 图 就 都 是 加 
路 。 

一 全 闭 行走 也 可 以 分 解 成 为 若干 条 路 径 ， 如 图 2 一 1(c ) 可 分 解 成 Po=(c,e)， 已 ua 一 
(fAMPs= (db), 


上 
1 5 3 ， 5 了 
1 
了 4 
9 9 * 
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tay 


图 2 一 17 医 2 一 18 


刑 涂 就 是 从 图 中 移 去 一 些 点 或 边 。 这 上 与 上 一 节 所 讲 的 差 集 是 同一 种 运算 的 两 种 不 同 称 
法 。 如 果 点 7. 基 图 G 中 的 一 个 点 ， 叙 除 ?,， 即 G 合 v,， 就 是 从 G 中 移 去 +, 后 所 得 到 的 一 个 子 
图 。 其 实 ， 测 除 一 个 点 常常 意味 着 也 删除 掉 与 这 个 点 相关 联 的 各 边 。 但 是 日 陈 一 条 边 er 并 不 
意味 着 也 删 陈 它 的 端点 ， 所 以 GOej ==G 我 2;。 例 如 ， 图 2 一 19( 2 ) 是 一 个 线性 图 ， 当 我 们 
删除 点 4 时 ， 与 点 4 相关 器 的 边 c，d，f，h，[ 也 部 草 除了 ， 所 余 留 的 子 隐 就 如 图 ( 5 ) 
所 示 。 姐 是 当 删 除 边 5 时 ， 它 的 疯 点 5 和 3 仍然 存在 ， 所 以 余 留 的 子 图 就 如 图 《ce 》 所 示 。 


图 2 一 19 


合并 也 可 以 称 为 穗 全， 是 丫 拖 原 来 关联 到 这 两 个 点 或 其 中 任 柯 一 个 起 的 边 都 关联 到 这 个 
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新 点 。 所 以 两 个 点 的 合并 不 变更 图 的 边 数 而 只 将 图 的 点 数 碱 少 1 。 例 如 ， 在 图 2 一 19 (a》 
中 ， 如 果 把 点 2 和 点 3 合并 ， 则 成 图 2 一 29， 这 里 两 个 点 合并 成 为 一 个 新 点 (2，3) ,而 
边 8 则 成 为 一 个 自 环 。 于 2 一 19(a 3 共有 7 个 点 和 9 条 边 。 把 点 2 和 点 3 合并 后 ， 于 2 一 20 
只 有 6 个 点 ,但 仍 有 3 条 边 ， 即 内 沽 少 了 1 个 点 ， 而 六 影响 亡 数 。 

短 捷 是 指 把 一 条 边 移 去， 同时 把 它 的 两 个 端点 合并 在 一 起 成 为 一 个 点 。 所 以 短 捷 不 同 于 
删除 一 条 边 ， 因 为 前 者 删除 的 只 是 边 而 不 影响 它 的 问 点 ， 但 是 也 不 同 于 合并 两 个 点 ， 因 为 合 
状 点 时 ， 边 仍 保留 ， 而 短 捷 一 条 过 时 ， 边 就 没有 了 。 自 此 可 见 ， 短 捷 一 条 边 时 ， 同 时 把 图 的 
虚数 和 边 数 都 减少 1 。 例 如 在 图 2 一 19( a ? 中， 如果 我 们 把 边 8 短 捷 ， 则 成 图 2 一 21， 这 里 
边 5b 不 再 存在 ， 而 点 2 和 点 3 风 合 并 万 一 个 新 点 《2 ，3) 。 所 以 图 2 一 21 只 有 8 个 点 和 8 
条 边 ， 点 数 和 边 涩 都 比 图 2 一 19( 6) 减少 1 。 


第 作 节 欧 拉 图 


欧 拉 在 解决 哥 尼斯 堡 桥 的 论文 中 ， 提 出 并 解决 了 一 个 更 加 一 般 件 的 问题 ， 在 什么 形式 的 
图 G 中 可 以 找 出 通过 G 中 秤 条 这 确实 只 有 一 次 的 闭 行走 呢 ? 这 种 闭 行走 现在 称 为 欧 拉线 ， 有 
时 也 岂 欧 拉 迹 。 而 包括 这 个 行 老 的 图 就 称 为 欧 拉 图 。 更 正式 地 讲 ， 如 扶 一 个 是 已 中 基 一 闭 行 
走 包 括 G 中 所 有 边 ， 这 个 行走 就 是 欧 拉线 ， 这 个 图 就 是 欧 拉 图 ， 欧 拉 图 的 管 号 用 巨 。 

根据 定义 ， 行 走 总 是 要 连通 的 。 既然 欧 拉 组 也 是 一 个 行走 ， 它 包含 图 中 所 有 边 ， 一 个 欧 
扩 图 总 是 相连 通 的 。 有 些 图 可 能 有 些 孤 立 点 ， 可 是 孤立 点 对 我 们 理解 欧 拉 图 并 无 什么 意义 ， 
所 以 此 后 假定 欧 拉 图 中 是 没有 孤立 点 的 。 因 此 欧 拉 图 总 是 连通 的 。 

现在 我 们 要 介绍 一 个 重要 的 定理 ， 它 能 立即 告诉 我 们 一 全 图 是 否 是 一 个 欧 拉 图 。 
定理 2 一 1， 当 且 仅 当 一 个 连通 图 G 的 所有 点 都 是 傅 次 数 时 ， 这 个 图 就 是 欧 拉 图 巨 。 

证 ， 先 假设 这 个 图 G 是 一 个 欧 拉 图 巨 ， 那 么 它 包括 一 条 逆行 走 的 网 拉线 。 当 我 们 宙 着 这 
个 行走 观察 时 ， 每 次 过 到 一 个 点 v 时， 就 育 两 条 边关 联 到 这 个 点 好 ， 一 条 是 进来 边 ， 另 一 条 
是 出 去 的 边 。 这 不 仅 适 用 于 行走 中 的 各 个 中 间 点 ， 而 且 也 适用 于 起 点 和 终点 。 实 际 上 就 是 一 
个 点 ， 我 们 开始 由 这 个 点 进去 ， 最 后 又 进入 这 个 点 。 所 以 如 果 加 是 一 个 欧 拉 图 互 ， 每 点 的 次 
获 丰 候 数 的 。 

为 了 证 明 这 个 条 件 的 充分 性 ， 假 设 G 中 名 点 都 是 偶 次 数 ， 现 在 我 们 从 任意 点 组 成 一 个 
行走 所 ， 养 且 通 过 局 中 各 边 ， 其 中 没有 一 条 边 是 用 过 一 次 以 上 的 。 我 们 继续 沿 着 这 个 行 着 前 
进 ， 既 然 每 点 是 俑 次 数 的 ， 我 们 可 以 从 任意 进入 的 点 再 出 来 ， 一 直到 达 点 口 。 既 然 " 也 是 但 
次 数 的 ， 我 们 消 着 行走 走 到 终点 时 将 暴 后 到 达 " 。 如 果 这 个 闭 行走 到 申 包括 G 中 所 有 的 边 ， 
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那么 这 个 @ 就 是 欧 拉 图 。 如 果 不 是 的 话 ， 我 们 从 G 中 删除 丈 中 记 有 的 边 而 得 到 一 个 由 @ 中 余 
贸 下 来 的 边 所 组 成 的 王 图 E， 既 然 G 和 坟 两 者 的 所有 点 是 偶数 的 ，g 的 各 点 的 次 数 也 是 偶 次 数 
的 。 而 边 ， 因 为 口 是 连 通 的 ，g 和 态 至 少 在 一 个 点 a。 上 是 连 通 的 。 从 点 4 开始， 我 们 可 以 在 
图 g 中 再 组 成 一 个 新 行走 。 既然 & 中 所 有 的 点 是 偶 次 数 的 ， 在 芝 中 的 这 个 行走 一 定 以 点 为 终 
端 。 不 过 在 g 中 的 这 个 行走 可 以 与 太 相 联合 成 一 个 新 行走 ， 它 是 以 点 0 为 起 点 和 终点 ， 并 且 
比 环 的 边 数 为 喝 多 些 。 这 个 过 程 可 以 重复 用 次 ， 一 直到 通过 扬中 所 有 的 过 而 得 到 一 个 阅 行 走 
为 止 。 因 此 居 是 一 个 欧 拉 图 五 。 

现在 让 我 们 加 过头 来 看 看 第 一 章 所 讲 到 的 哥 尼 斯 经 的 7 桥 问 题 ， 欧 拉 把 点 代表 陆 地 和 
岛 ， 而 把 边 代 表 桥 ， 把 图 1 一 1 画 成 一 个 线性 图 如 图 2 一 22 所 示 。 由 图 可 见 ， 在 这 个 图 中 所 
有 的 点 都 不 是 但 次 数 的 ， 因 此 ， 它 不 是 一 个 欧 拉 图 ， 所 以 一 个 人 不 可 能 从 7 座 桥 中 的 某 一 座 
桥 开始 ， 一 次 走光 7 产 桥 而 回 到 开始 的 桥 ， 而 每 座 轿 又 只 能 通过 一 次 。 

根据 欧 拉 图 的 定义 ， 如 果 一 个 图 人 中 有 一 闭 行走 包括 余 中 所 有 边 ， 这 个 图 就 是 欧 拉 图 ， 
现在 让 我 们 观察 一 个 欧 欠 网。 


图 2 一 22 加 2 一 2 


俩 2 一 2 有 一 个 欧 控 图 如 图 2 一 23(a ) 所 示 。 从 1 开始, 我们 得 到 一 个 刻 行 走 《a， 
5，498 ，6) ， 这 也 是 一 个 欧 拉 图 上 ,， 应 用 差 集 运算 ，E 合 E, 如 图 (5》 所 示 ， 其 中 ,一 
{a，5，9，。)。 假 设 在 图 (5》 中 我 们 用 边 <，d 和 组 成 一 个 闭 行走 (c，ad，f)， 
这 也 是 一 个 欧 拉 图 EE,。 所 以 E 仿 BE, 今 5, 襄 是 图 《c) 所 示 、 其 中 E,=(c ，d ，/)。 最 后 
前 图 〈e 》 又 是 一 个 闭 行 走 (#，1》，、 而 且 也 是 一 个 欧 拉 图 上 一 <,1)， 因 此 ， ta) 
的 欧 拉 图 有 3 个 子 图 ， 也 是 欧 拉 图 。 

一 极地 讲 ， 一 个 由 思 行 走 组 成 的 线性 图 分 解 成 欧 拉 图 的 子 图 时 有 不 网 的 分 解法 。 岗 如 在 
例 2 一 2 中， 我 们 把 图 2 一 23( a ) 分 解 为 ,二 《a,b,e,9)，EE, 一 (c,d,f) 和 Fs 二 (8, 站 作为 
子 图 。 但 是 ,我 们 也 可 以 把 图 (a) 分 解 为 BE4=(a,b,c),E,={c,e,g,h,DD 和 Es。=(c, @， 
2 ) 作为 子 图 。 欧 拉 图 的 一 个 重要 特 考 蚌 一 个 闪 性 图 中 的 所 有 欧 拉 图 可 以 由 几 个 单元 欧 拉 罚 
的 组 合 来 形成 ， 这 用 个 欧 接 图 称 为 生成 元 。 现 在 我 们 先 来 研究 两 个 欧 拉 图 的 环 和 。 

设 欧 拉 图 己 , 和 巨 :是 一 个 线性 图 的 两 个 子 图 ， 取 它们 的 环 和 已 , 引 巴 :， 其 生 Bes 吾 :。 为 
了 绕 出 五 ; 申 已 :中 每 个 点 的 次 数 ， 设 el ez er 是 五 ,中风 一 些 这 ， 它 们 关联 到 点 。 又 设 
eeaae2* 是 五 中 的 一 些 边 ， 它 们 也 关联 到 点 2 。 无 损 于 普遍 性 ,我 们 可 以 设 ej:= ein， 
ea 一 eaa21t 一 820 但是 etrly elit 2 和 ear ezti … ezs 都 是 不 同 的 。 所 
久 在 三 ,@ 四 并 :中 只 有 那些 过 ae，eryz eu esirb esiy …， es: 是 关联 到 点 p 的 。 
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因此 ， 在 EB, 儿 E, 中 并 联 到 点 了 的 次 数 是 + + > 一 2t。 既 然 已 , 和 三 : 是 欧 拉 图 ，“ 和 s 是 偶 
数 ， 所 以 ” + s 一 2# 是 偶数 。 因 此 万 : 旨 巨 , 也 是 一 个 欧 拉 图 。 例 如 在 图 2 一 15(a) 中 ， 因 为 
G: 和 C: 是 欧 拉 图 ， 启 以 在 图 《〈 吕 )》 中 的 人 , 昌 G: 也 是 一 个 欧 拉 图 。 因 此 我 们 得 到 下 面 定理 。 
定理 2 一 2 ， 设 欧 拉 图 已 ,和 天 :是 一 个 图 中 的 两 个 子 图 ， 那 么 二, 四 已 是 一 个 网 拉 图 。 

这 个 定理 的 普遍 化 是 下 - -定理 
定理 2 一 3， 设 Es,(p=1.2,…1) 是 一 个 图 中 的 一 些 欧 拉 图 ， 那 么 记名; 仍 … 约 EE, 是 一 个 
欧 拉 图 。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 用 符号 { 五 } 来 表示 一 个 线性 图 中 所 有 可 能 的 欧 拉 子 图 的 集体 。 

有 了 定理 2 一 2 和 2 一 3 我 们 可 以 看 到 集体 { 已 } 满 足下 列 条 件 : 

(一) 如果 EE, 和 ;是 在 {E} 之 中 ， 那 么 ,BE,=; 狼 ,是 在 {EE} 之 中 。 


(二 ) 当 有 E,==g 时 ， 那 么 在 {8B} 中 任何 一 个 E,，E, 外 BE,=EE， (2—9) 
(三 ) 对 于 {E} 中 任何 一 个 EE;， 
EOE.=E,=¢$ (2—10) 
《四 ) 对 于 { 二 } 中 任何 已,， 厂 ;和 已 <， 
ED(EDEr) (EDENDE: 《2 一 1 


为 了 了 解 生成 元 的 作用 ， 我 们 以 图 2 一 24 为 例 。 这 个 图 总 共 包含 ” 个 欧 接 子 疼 互 ,， 五 。， 
忌 :， 五 ， 五 ， 五 和 已;。 如 图 2 一 25 所 示 。 这 些 子 图 就 是 生成 元 ， 由 生成 元 遍 过 环 和 运算 
可 以 得 到 其 它 欧 拉 图 。 在 图 2 一 25 中 ， 由 生成 3 


元 全,， 已 :和 已 ,可 以 用 环 和 运算 得 到 已 ,已 s， 
E, 和 EE:， 即 » N 
EBE=E, EBE:=E, 
f 2 


EE,=E, EOEQE,-E 
下 面 是 关于 欧 拉 图 的 另 一 个 重要 定理 。 于 2 


图 2 一 25 


定理 2 一 4 :， 当 上 且 仅 当 一 个 连通 图 可 以 分 解 成 若 于 回路 时 ， 这 个 图 是 一 个 欧 拉 图 。 
证 ,假使 图 G 可 以 分 解 成 若干 回 路 ,就 是 说 ，G 是 一 个 边 不 共用 回路 的 并 集 。 了 既然 在 一 
个 回路 中 每 点 的 次 数 为 2， 所 以 中 各 点 的 次 数 为 侦 数 。 因 此 这 个 图 G 是 一 个 欧 拉 图 。 
相反 地 ， 设 G 是 一 个 欧 拉 图 ， 焉 其 中 一 个 点 v,， 至 少 有 两 条 过 关联 到 这 个 点 il。， 设 其 中 
的 一 条 过 是 在 ww 和": 之 间 ， 因 为 点 v* 也 是 偶 次 数 ， 一 定 至 少 有 另外 一 条 边 ， 比 如 说 连接 在 
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与 ?之 间 。 这 样 推论 下 来 ， 景 后 我 们 达到 一 个 以 前 已 经 到 过 的 点 ， 因 此 形成 一 个 回路 C。 设 
从 G 中 晋 除 这 个 回路 性。 扩 余 留 下 来 的 图 〈 不 一 定 是 连通 的 ) 中 的 所 有 点 一 定 仍然 是 偶 次 数 
的 。 从 这 个 余 留 下 来 的 图 中 ， 仍 照 上 面 启 说 的 从 扬中 删除 一 个 回路 C 那样 再 删除 另 一 个 回 
路 。 这 样 忽 续 下 去 ， 最 后 一 条 边 也 不 剩 。 这 就 是 说 这 个 图 局 可 以 分 解 成 若干 个 回路 。 


定理 2 一 5: 如 果 已 ,和 已 是 同一 对 点 之 阁 的 两 条 了 路径， 那么 已 ,全 ,为 欧 拉 图 。 


和 证 ， 设 己 , 和 已 :是 一 个 图 @ 中 点 i 和 /之 间 的 两 条 路 径 ， 我 们 从 点 i 和 ji 为 端点 插入 一 
条 边 b 组 成 一 个 新 图 FG ， 注 意 PP, 和 :也 是 G' 中 的 两 条 路 径 。P,UY 是 已 , 中 的 所 有 边 和 过 
3 的 一 个 边 组 。P:UY 是 Ps 中 的 所 有 边 和 边 2 的 一 个 边 组 。 很 明显 这 些 边 组 是 斯 个 欧 拉 图 。 


达 两 个 边 组 的 环 和 
{fPUCGDJGTP:U (DW}=P.BP: 


(2—12) 


很 据 定理 2 一 2 ， 两 个 爽 拉 图 的 环 和 的 结果 也 是 一 个 获 拉 图 。 因 为 已, 四 已 , 中 的 所 有 的 边 是 


在 CG 之 中 ， 廊 以 刀 , 由 P, 是 G 中 的 一 个 欧 拉 图 。 


例如 ， 在 图 2 一 24 中 的 线性 图 G 中 ， 设 P=(a,d)，P,=(a,c)。 那么 PiU CD 和 PP。 
U {9) 如 图 2 一 265(o) 和 (5) 所 示 。 注 意 这 两 个 图 部 是 欧 拉 图 。 同 时 注意 边 y 不 在 G 之 中 ， 卫 ， 


电台 一 (ec, 四 是 @G 中 的 一 个 殉 拉 图 。 


了 


ea) 
图 2 一 26 
把 这 个 定理 普遍 化 得 下 一 定理 。 
定理 2 一 6 :如 果 二 ,是 同一 对 点 之 间 的 著 干 条 路 径 ， 其 中 ”一 1 ，2 ，.…… 
合 P: 合 …… 名 Pa， (偶数 条 路 径 的 环 和 ) 是 一 个 欧 拉 图 。 


图 2 一 27 


证 ， 我 们 有 
POPB- 


ee, 


《2 一 13) 
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因为 P,-, 中 根据 定理 2 一 5 是 一 个 欧 拉 图 ， 而 县 据 定理 2 一 3 ， 儿 个 铭 拉 图 的 环 和 是 一 
个 欧 拉 图 。 所 以 式 《2 一 13》 的 右 方 是 一 个 欧 拉 图 。 
全 2 一 3 加 2 一 24 中 线性 图 的 点 二 和 2 之 间 所 有 可 能 的 路 径 如 图 2 一 27 所 示 。 我 们 有 
PBP,= Es 
PBPs=E, 
PBP,=E! 
PBPBPDP,= 8, 
式 中 ， 及 ,， 玉 ,， 瑟 。 入 ;已 见 园 2 一 25， 可 网 PP, 提 了 : 忽 P，( 疝 数 条 路 径 的 环 和 ) 就 不 是 一 
个 欧 拉 图 ， 而 是 原来 给 出 的 线性 图 ， 即 罚 2 一 24。 


第 九 节 ”汉密尔顿 路 径 和 回路 


一 个 连 道 图 局 的 歌 拉 图 的 竺 性 是 G 的 一 个 闭 行走 通过 每 条 这 确实 只 有 一 次 。 过 通 图 中 一 
个 汉密尔顿 回路 的 定义 是 ， 它 是 图 中 的 一 个 闭 行 走 ， 因 为 闵行 走 是 要 回 到 起 点 的 ， 所 以 除去 
起 点 不 算 外 ， 其 它 各 点 严格 地 只 能 通过 一 次 。 钢 如 从 图 3 一 28( 5 ) 中 的 点 1 出 发 浴 着 粗 线 所 
示 的 路 线 ， 凶 1-6-7-2-3-8-5-4-1 确实 到 过 图 中 每 个 点 只 有 一 次 而 又 回 到 起 点 1 ， 
这 就 得 到 了 一 个 汉 密 尔 辣 加 路。 同样， 在 图 《5》 中 由 点 1 出 发 沿 善 粗 线 所 示 的 路线， 即 
1-2-3-4-5-6-?7-8-9-i0-1， 道 过 图 中 每 点 确实 只 有 一 次 而 加 到 起 点 1 ， 这 就 是 图 
() 中 的 汉密尔顿 加 路 。 更 正确 地 讨 ， 在 一 个 连 各 图 中 ， 妇 果 一 个 回 略 包 括 医 中 的 每 一 个 
点 ， 就 称 为 汉 嘱 尔 额 回路 。 因 此 ， 在 有 " 个 点 的 坚 中 的 一 个 汉 密 尔 额 回路 狂 切 地 包括 到 
边 。 


cay 


EE 


很 明显 ， 不 是 每 个 连通 图 都 有 一 个 汉 密 尔 强 加 路 的 。 例 如 图 2 一 23( 6 ) 和 图 3 一 25( 8) 
就 没有 汉密尔顿 回路 。 这 就 提 则 了 一 个 问题 ， 一 个 连通 图 能 有 汉密尔顿 国 路 的 必要 和 和 充分 条 
件 是 什么 呢 ? 爱尔兰 数学 家 汉密尔顿 在 1857 年 提出 了 这 个 问题 但 直列 现在 还 没有 很 好 解 
决 。 

如 果 在 汉密尔顿 加 路 中 移 掉 一 条 达 。 这 就 成 为 一 条 路 径 ， 这 条 路 径 有 一 个 特殊 的 名 称 ， 
中 和 散 汉 密 尔 顿 路 径 。 很 明显 ， 一 个 图 中 的 汉密尔顿 路 和 鬼 要 通 过 图 中 的 每 个 点 。 既 然 一 条 汉 密 
尔 屯 路径 是 汉密尔顿 回路 的 一 个 子 图 ， 而 汉 密 东 额 回路 又 是 另 一 个 加 的 一 个 子 图 ， 那 么 每 个 
有 汉 密 尔 额 回路 的 图 也有 一 条 汉密尔顿 路 径 。 可 是 ， 反 过 六 讲 ， 很 多 有 汉密尔顿 路 经 的 图 却 
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不 一 定 月 汉密尔顿 回路 的 。 

在 考虑 有 无 汉密尔顿 回路 《或 路 径 ) 的 时 力 ， 我 们 只 需要 考虑 简单 图 ， 这 是 因为 一 个 汉 
密 尔 顿 回路 〈 或 路 径 ) 通过 每 一 个 点 确实 只 在 一次， 因此 ， 它 不 可 能 包括 自 环 和 平行 边 组 
的 。 所 以 在 图 中 我 导 汉 密 尔 顿 回路 《或 路 径 ) 之 前 ， 一 般 图 可 以 删除 去 当 环 和 平行 这 来 先 科 
化 它 。 

什么 类 型 的 区 能 保证 有 汉密尔顿 回路 呢 ? 凡 有 3 个 或 更 多 点 的 完全 图 就 能 保证 。 

秆 么 是 完全 图 呢 ? 凡是 一 个 简单 图 其 中 第 一 对 点 之 间 都 有 一 条 边 直 接 相 连 的 ， 就 叫 作 完 
全 图 。 图 2 一 29 是 有 2 点 ，3 点 ，4 点 和 5 点 的 完全 图 。 完 全 图 有 时 也 叫 作 通用 图 。 既 然 在 
一 个 完全 图 中 ， 每 一 个 点 总 有 一 条 边 与 其 它 点 相连 通 ， 所 以 有 :#。 个 点 的 完全 图， 每 个 点 的 次 
数 是 x, 一 1。 一 个 完全 图 的 边 数 为 n,n,~ 1 7/2。 


巍 2 一 29 


某 一 给 定 的 图 可 能 包括 一 个 以 上 的 汉密尔顿 回路 。 可 是 在 一 个 图 中 ， 如 何 次 定 所 有 的 边 
不 共用 的 汉密尔顿 回路 《或 路 径 ) ， 一 般 地 讲 ， 也 是 一 个 还 没有 解决 的 问题 。 现 在 只 能 确定 
有 奇数 点 n,( 之 3 ) 的 完全 图 中 边 不 共用 的 汉 密 尔 幅 回路 数 为 C(x. 一 1 )/2。 


第 十 节 最 小 运算 


南车 干 个 组 所 构 或 的 一 个 集体 的 最 小 运算 定义 如 下 ;: 

设 4 是 一 个 集体 ， 那么 min 4 ( 即 妇 的 最 小 运算 符号 ) 是 4 的 子 集体 ， 如 果 -4 中 每 个 组 
及， 当 有 不 是 空 组 的 时 候 ， 能 满足 及 二 “的 话 ， 则 -4 中 任何 组 z 是 在 min_.4 之 中 (其 中 ee 总 
思 是 说 8 不 是 4 的 子 组 ， 就 是 说 在 组 8 中 至少 有 一 个 元 素 是 不 在 4 之 中 ) 。 

讽 如 ,假设 4={{a,8,c}，(Ca,，(a)，{6,c)， 提 。 那 么 min A 就 包括 组 (a) 和 (5， 
中 以 及 空 组 8。 下 列 过 程 会 给 出 一 个 集体 4 的 min4。 检 验 3,( 太 8), 其 中 p= 1 ,2 ,…. mi 
看 是 否 有 一 个 非 室 组 2, (ss aa) 以 至 ,二 ae 《这 里 w. 一 co 是 表示 < .是 一 个 子 组 ， 就 是 说 ，= ,中 
某 元 素 是 在 < 之 内 ) ,如果 这 样 的 组 ?,， 删 除 4s， 理 则 让 2, 留 在 集体 中 、 

例如 ， 图 2 一 24 中 的 线 考 图 可 以 分 解 成 为 图 2 一 25 所 示 7 个 子 图 ， 如 再 包括 空 组 $ 在 
内 ， 允 

{E}={9, 0,0), (c,dD), Ca,c,e), (b,c,e), (a,d,e), (bh,d,e), (a,b,c, d)} 
应 用 最 小 运算 ， 因 为 组 《4,6,c,d)》 中 会 有 另 一 非 宝 组 (a,4》 ， 它 能 满足 (a,b) Cla, 有 
co)， 所 了 以 删除 去 (a,5,c,d) 得 

min{E}={$1(a,b), (c,d), Co,c,e), (b,ce), (a,d,e),(b,d,e)} 

{ 瑟 } 是 窑 有 相 蜡 加 路 ， 一 些 回路 的 边 不 共用 并 集 ， 以 及 空 组 的 集体 。 设 E, 二 {了 } 是 回路 
CC …C: 的 边 不 共用 并 集 。 那 么 既然 C 是 一 个 问 路，C 就 是 在 {4} 之 中 ， 面 且 ，CIC 
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瑟 ,， 折 以 通过 最 小 运算 后 ， 可 以 刑 除 , 以 得 到 min《{E}， 因 为 {了 } 中 任何 一 个 回路 C 是 一 个 
迷 通 子 图 ， 其 中 鲜 点 的 次 数 为 2， 那 么 C 的 三 子 组 就 不 会 是 一 个 下 略 。 出 此 得 下 一 个 定理 。 

定理 2 一 7: min{s}={C} (2C—14) 

其 中 {t } 是 所 有 可 能 回路 和 空 组 的 集体 。 


第 十 一 节 M 图 


设 巨 是 一 个 欧 拉 图 ， 记 是 点 i 和 点 站 之 间 的 一 条 路 径 ， 那 么 卫 辐 EE 就 是 时 图 。 这 个 轩 和 
所 得 到 的 形 ， 除 点 ;和 7 以 外 的 各 点 者 是 偶数 ， 而 两 点 i 和 /7 却 是 奇 次 数 。 为 什么 会 旦 这 样 
呢 ? 

设 原来 有 一 个 图 避 。 现 在 在 的 点 i 和 点 7 之 问 增加 一 条 边 ” 以 得 到 一 个 新 轩 上 GG 。 既 然 
了 是 一 条 新 边 ，G 中欧 欧 科 图 是 不 包括 5 的， 那么 边 # 必 定 是 在 {PU(y)} 幼 玉 之 中 。 另 
外 很 明显 ， 卫 J (vy) 是 G1’ 中 的 一 个 欧 拉 图 。 根 据 定理 2 一 2 既然 {PU Cs)}@E 也 是 一 个 欧 
袜 图 ， 那么 这 个 欧 拉 图 中 的 每 个 点 是 从 次 数 的 。 从 {UU CD 四 达 中 删除 边 y 后 ， 点 计 和 点 了 
的 次 数 就 各 减少 一 ， 即 5 和 af 站) 者 是 奇数 。 其 它 各 点 的 次 数 都 不 受 影 响 。 在 { 忆 UL) 四 
吾 出 踪 y 后 ， 我 们 得 到 尸 息 吾 = 开 。 所 以 邮 图 的 定义 是 : 

一 个 M 图 是 一 个 线性 图 ， 它 只 有 两 个 点 是 奇 次 数 的 ， 这 两 个 点 称 为 杂 锐 能 端点 。 

图 2 一 30(e ) 是 一 个 蜡 图 ， 点 1 和 点 3 是 它 的 端点 ， 次 数 为 奇数 ， 其 它 各 点 的 次 数 为 偶 
数 。 在 端点 1 和 2 之 间 增 加 一 条 过 2 后， 成 为 图 (5) ， 这 样 就 成 为 一 个 欧 袜 图 。 从 点 1 开 
始 ， 我 们 在 图 《〔 蝇 》 中 得 一 个 闭 行走 [a ,bcder,39 3 1) ， 这 就 包 
括 所 有 在 MU(8) 之 中 的 各 边 。 把 这 个 行走 倒转 过 来 ， 即 从 点 2 开始 ， 则 得 (8. ! ,区 
,8161d 81f ,9) ， 也 是 一 个 妆 行 走 。 若 去 掉 边 ， 从 点 1 开始 独到 〈A7m， 
,0,6 ,Cd ,< ,，/ ,9 ,hh) 是 一 个 开行 走 它 包 括 计 图 中 所 有 各 边 。 所 以 从 一 个 欧 拉 图 
中 删除 一 条 边 就 得 到 一 个 寻 图 。 


图 2 一 30 


一 条 路 径 和 若干 回路 的 一 个 边 不 共用 并 此 是 一 个 边 组 ， 它 可 以 分 解 成 一 条 路径 和 车 下 回 
路 的 一 个 边 不 共用 并 储 ， 而 路 径 与 回路 多 边 不 其 用 并 集 之 间 没 有 共同 边 。 例 如 在 图 2 一 30 
《ae 中 ， 凡 图 中 所 有 边 的 边 组 (2 ,6 ,c,d ,ef 9 815, 3)， 可 以 分 解 成 一 条 路 
径 《a ,8,1) 和 两 个 回路 的 一 个 边 不 共用 并 集 《< ,ge ,了 ,9 ,hm,#》。 轩 此 这 个 边 
组 是 一 条 路 径 和 两 个 回路 的 一 个 边 不 闫 用 并 集 。 所 以 这 里 得 到 下 而 定理 。 
定理 2 一 8 ， 一 个 好 加 可 以 是 一 条 路 径 ， 或 是 一 条 路 各 和 若干 回路 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 
证 ， 从 图 2 一 30( 如 ) 的 举 岗 中 ， 我 们 知道 一 个 连通 图 的 性 如 中 ， 有 一 个 包括 所 有 边 的 开 
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行走 。 从 本 章 第 七 节 中 我 们 也 知道 ， 如 果 一 个 开行 走 中 的 所 有 过 不 是 一 条 路 径 的 话 ， 我 们 可 
以 把 它 分 解 成 为 一 个 开行 走 和 一 个 闭 行走 ， 前 者 是 一 条 著 径 ， 调 后 者 是 一 个 欧 拉 图 。 这 个 爽 
拉 图 或 是 一 个 回路 或 是 车 千 回路 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 久 此 一 个 连通 图 的 好 图 可 以 是 一 条 路 
构 。 或 是 一 条 路 径 和 若干 回路 的 一 个 过 不 共用 并 集 。 

息 使 一 个 给 定 的 几 器 是 分 离 的 。 设 g:，g:，…，g 是 对 的 部 分 。 因 为 所 有 点 的 次 数 之 和 
的 一 半 是 一 个 线性 名 的 边 灼 ， 如 果 有 一 个 奇 次 数 的 点 是 在 g.(1<<r<<p) 之 中 ， 那 么 另 一 个 奇 
次 数 的 点 一 定 也 在 g, 之 中 ， 因 此 ， 上 只 要 1，gs，…，gs 之 中 有 一 个 部 分 ， 比 如 说 E. 是 一 个 好 
图 ， 所 有 其 它 部 分 一 定 是 欧 拉 图 。 所 以 我 们 可 以 肯定 地 说 8 可 以 是 一 条 路 径 或 是 一 条 路 径 和 
若干 回路 的 一 个 边 不 共用 并 斥 ， 而 每 个 g:，…，gy 末 以 是 一 个 回路 ， 或 是 若干 回路 的 一 个 边 
不 共用 并 集 。 办 此 一 个 给 定 的 朵 图 是 一 条 路 径 和 若干 回路 的 一 个 这 不 共用 并 集 。 里 

上 页 在 第 一 章 第 二 节 中 讲 到 可 尼斯 保 ? 桥 的 问题 时 ， 我 们 提 到 过 一 笔画 出 一 个 图 形 的 问 
题 。 如 果 一 个 图 形 能 够 一 笔画 出 时 ， 它 一 定 是 含有 图 中 所 有 边 的 一 个 行走 。 因 此 ， 训 果 这 个 
行走 是 一 个 开行 走 ， 这 个 图 一 定 是 一 个 连通 的 枚 。 另 一 方 而 ， 如 果 大 一 个 闭 行走 ， 这 个 图 
一 定 是 一 个 歌 科 图 。 而 且 ， 如 果 不 提 笔 不 可 能 画 出 一 个 指定 的 图 形 ， 那 么 就 不 能 得 到 一 个 行 
走 ， 内 此 这 个 图 形 茎 不 是 一 个 连通 的 好 图 ， 也 
不 是 一 个 欧 拉 图 。 这 就 是 说 ， 当 且 仅 当 一 个 图 , 
是 一 个 连通 的 时 图 或 一 个 殉 拉 图 时 ， 一 个 别 形 { 
才 可 以 一 笔画 出 。 例 如 ， 回 3 一 31( a ) 所 示 的 
号 性 询 是 一 个 连通 的 交 图 ， 所 以 我 们 可 以 一 和 
画 忒 。 可 是 。 在 图 〈b) 中 的 线性 图 既 不 是 一 
个 4 图 也 不 是 一 个 欧 拉 图 ， 因 此 我 们 不 能 一 笔 
圳 威 。 轩 2 一 3L 

我 们 已 经 知道 在 同一 对 点 之 间 的 而 条 略 径 的 环 和 是 一 个 欧 拉 加 。 因 为 一 个 对 图 是 一 条 路 
和 若干 回路 的 一 个 边 不 共用 并 党 ， 所 以 有 相同 端点 的 两 个 图 的 环 和 也 将 是 一 个 欧 拉 图 。 
定理 2 一 9 ， 设 一 图 的 两 个 子 图 加 ,和 六 ,都 是 半 图 ， 并 且 庙 点 相同 ， 那 么 My, 中 以, 是 一 个 殉 
拉 图 。 

证 ， 设 有 对 ,和 到 :的 冉 点 之 间 另 有 一 条 过 2 ， 它 骂 不 在 必 , 中 ， 也 不 在 打 。 之 中 。 因 为 村 
U( 力 和 MsU (区 两 者 都 是 欧 拉 图 ， 所 以 

{MU geL (nN}= MOM, C2—15) 


fey by 


是 个 网 拉 图 。 
定理 2 一 10， 说 一 个 图 中 的 两 个 子 图 之 一 为 一 个 杂 图 ， 另 一 个 子 匿 为 一 个 殉 拉 图 五， 那么 好 
和 巨 的 环 和 帮 已 巨 是 一 个 村 图 。 

证 :根据 定理 2 一 8 ， 寻 可 以 写成 区 一 书 息 吾 '， 其 中 己 是 一 条 了 路径 ， 巨 "是 一 个 爽 失 图 。 
因此 


MPE={POE'IBE= PDE =M’ (2 —16) 
其 中 思 ' 包 EE =E*， 根 据 定理 2 一 2 是 一 个 欧 拉 图 。 遇 
从 上 面 所 讲 的 ， 我 们 可 以 把 好 图 好 和 欧 下 图 已 的 斌 和 关系 列 成 下 玫 2 一 1。 
囊 2 一 工 与 布尔 代数 中 的 加 法 裘 如 表 2 一 2 是 对 称 的 。 
符号 { 卫 ,;} 表 示 一 个 图 G 中 两 点 ; 和 7 间 所 有 可 能 路 径 的 集体 ， 和 待 号 {时 ,1;} 表示 一 个 
现世 中 骂 点 宇和 点 j 为 端点 的 所 有 可 能 的 子 图 为 MM 图 的 集体 。 符 号 1E} 的 党 义 前 击 已 经 讲 


过 ， 根 据 定理 2 一 8 ， 有 下 列 关系 : 


{M,}={PDBH PP}, EC{E}} 《2 一 17) 
现在 慎 进 两 个 术语 。 设 只,， 刀 ,…， 站 。 是 一 些 组 〈 或 集 ) ， 倘 然 
DBPD.ED, =$ (2—18) 


那么 DD,，DD:，… 刀 。 叫 作 线性 相关 组 。 如 时 口 ,， 口 ,，…DD。 之 间 没 有 这 种 关系 ， 那 么 就 叫 作 
线性 无 关 组 或 线性 独立 组 。 
在 { 必 ,,} 和 {E} 中 所 有 子 图 的 集体 {上 ， 必 ,;} 通 过 环 和 运算 所 得 到 的 是 一 个 阿 贝 尔 群 或 
称 交换 群 。 
例 2 一 4 一 个 集体 4 包括 有 A4=={(a，65)，(c，d), (a，d),，(6，c)} 因 为 
{a, OC, WBla, WO, =$ 
所 以 这 4 个 子 组 是 线性 相关 的 。 田 一 集体 B 包 括 有 B={(4a,，c),，(&,e), (ec, 中 ), (a, 
qd)，(6)} 因 为 
(a, NBs, IPBle, MPDla, WO =eX 
所 以 这 5 个 子 组 是 线性 无 关 的 。 
定理 2 一 11， 在 { 玉 ， 久 ,,} 中 有 n, 一 n+ 上 + 1 个 线性 无 关 组 。 
例 2 一 5 图 2 一 24 中 的 所 有 可 能 欧 拉 轩 的 集体 {E} 和 所 有 可 能 路 径 的 集体 { 卫 } 已 见 图 
2 一 25 和 图 2 一 27。 结 果 是 
{E}={$, (a, 8), (c,d {a, c, 0), (b, ce, e), (b, d, e), 
(a, d, ela, b, ec, d)} 
{Pi:}={(e), (a, od), (b, co), (a, 0), (2, 4d)} 
所 以 在 端点 1 和 2 之 闻 的 所 有 关 风 为 
{Ms}={POBEI PE{PY, EC{EY 
={(e), (a, dD, (b, o), Ca, Oo), (Cb, d), (a, b, e), 
{es d, e), (a, b, ec, d, e)} 
其 中 首先 5 个 M 阅 是 路 逢 ， 而 其 余 的 3 个 好 图 是 一 条 路 径 和 若 于 回路 的 边 不 共用 并 集 ， 后 面 
的 3 个 M 图 如 图 2 一 32 所 示 。 


3 玫 
ad a 地 
?3 盖 一 全 
' 2 
Mr Ms 
62 ‘ey 
黑 2 一 32 


4，e)， 笋 ,一 人 a，b，c，d，e)y， 巾 线 怕 无 关 的 生成 元 
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组 E1,， 志 ,， 上 ,， 和 请 /，、 通 过 环 和 可 以 产生 集体 {上 ，M,:} 中 所 存 可 能 的 元 素 。 
1PE,=E: 


EBEDP=P, 

EQ@ EDP=P, 

:PEOE DPI=P, 

EBE,= EBDE,=."=PDP'=$ 


第 十 二 节 路 径 集 体 


从 上 节 可 知 ， 如 果 我 们 适当 起 选择 好 生成 元 ,我 们 可 以 容易 地 得 到 诗 图 的 集体 {241:}。 记 
以 点 i 和 j 之 间 得 到 所有 可 能 腹 径 的 一 个 方法 是 先 在 集体 { 卢 ， 尾 ;,} 之 中 选择 生成 元 来 产生 集 
体 {Az, 族 。 然 后 我 们 想 办 法 从 { 好 ,中 抽出 那 些 所 有 了 可 能 路 径 。 上 面 第 二 章 第 于 节 中 所 讲 的 
最 小 运 竺 就 是 从 { 邓 ;中 抽出 所 有 路 径 的 一 种 方法 。 这 种 运算 也 可 以 用 来 从 欧 拉 图 交集 体 
一 五 } 中 抽出 所 有 可 能 的 回路 。 
通过 对 {4,1} 的 量 小 运算 ， 我 们 可 以 得 到 点 i 和 点 i 之 间 的 所 有 可 能 路 径 。 所 以 
min{f 对 :小 一 人 (2 一 19) 
其 中 {局 是 点 六 和 点 二 之 间 所 有 可 能 集体 。 
现在 再 介绍 一 种 环节 积 的 运算 方法 ， 环 蒋 积 前 符号 用 多 。 那 么 付 么 叫 环 乘积 呢 ? 下 面 就 
是 它 的 定义 。 
集体 4 和 集体 号 的 环 冬 积 ， 用 {.4}@1B} 来 表示 ， 是 
{A}YR{B}=min{o,SBl a E{ A}, BE{BY (2—20) 
其 中 :mir 就 是 最 小 运算 符号 ， 不 过 这 里 运算 肯 的 是 求 一 组 数据 中 的 最 小 者 或 两 个 数据 中 的 较 
小 者 。 
出 如 , 设 {4}={(0)，{65，c)，{d，e)} 和 
{B}={(a, 6, (b, c, d), (e)} 
则 : 
{A}B{B}=min{(h), (a, b, ¢, OD), (a, e), {a, co), (td), bc 全 ， 
{a, 6. d, e)} 
=A), Ca, e), (9a, ©), (OY 
环 水 积 的 一 种 应 用 如 下 ， 如 果 在 一 个 不 可 分 图 的 任何 一 对 点 诗 和 了 之 间 有 任何 一 个 回路 
的 话 ， 那 么 在 1 和 之 阳 就 存在 着 两 条 路 径 已 ,和 已:， 并 且 
已 中 P=C 《2 一 21》 
这 就 是 说 ， 在 一 个 不 可 分 昨 竟 任何-- 对 点 ;和 了 之 间 ， 一 个 回路 可 以 用 两 条 路 径 的 环 和 来 表 


28 。 
示 。 那 么 如 果 我 们 在 一 个 不 可 分 图 的 点 i 和 了 之 铭 所 有 可 能 路 径 中 ， 同 时 收集 每 两 条 路 径 问 


环 和 的 话 ， 我 们 就 能 得 到 这 个 图 的 所 有 可 能 回路 。 所 以 有 于 面 这 个 定理 。 
定理 2 一 12， 在 一 个 不 可 分 图 中 


{PRP} ={C}, (2 —22) 
这 是 因为 
{ SBTP 7 =min{P.BP, IP,, PE {PY 《2 一 23) 
定理 2 一 13， 
{CJEICH={C 《2 一 2 办 
定理 2 一 14, 
{PDC}= {0} (2 —25) 
这 个 定理 加 以 改变 可 得 
定理 2 一 15: 
PBIP, BOP, = 让 《2 一 267 


例 2 一 6 图 2 一 24 中 的 { 卫 , 消 由 例 2 一 5 若 为 
{Pis}={(e), (ea, d), (5, ce), (a, €), (5, od)} 
为 了 得 到 贸 2 一 24 中 不 可 分 图 的 所 有 可 能 的 回路 ， 我 们 可 以 应 用 式 《2 一 21) 。 根 据 式 (2 
一 22) ， 得 
{PAP = min{(e Be), (ea)Dla, HW, (eBL, 0c), (eI Pla, ©), 
(BE, DD, Ca, MPG, HO, a, WMP, e), Co, DD 
Se, OD, (b, Bla, HO, (8, WB, DD, (le, oY 
OB{5, oD} 
=mir{$, (a, d, e), (bs, ce, 2}, (3, ce, e), (Cb, d, e), 
Ca, b, cs d), (cs, dd}, ta, 6)} 
={$, (a, A, e), (b, ec, e), (a, cs e), (b, d, e), 
(es MD ca, by} 
一 CT 
车 应 用 式 2 一 22 时 ， 应 该 注意 到 (PP,;) 的 下 标 i 和 让， 即 相同 起 点 和 终点 的 {Pw}@ 
{ 呈 ,,} 才 痊 出 41CY。 如 果 { 了 P13{P,,} 面 i ，1 关 fr、s 时 ， 则 不 能 给 出 {C}。 
定理 2 一 16， 设 局 为 一 个 连通 图 ， 7， 了 了， 上 为 G 中 3 个 相 异 点 ， 则 
{PBAP ,= {Pn} 《2 —27} 
式 中 {PP,, 是 点 i 和 j 之 间 所 有 可 能 路 径 的 集体 ，{P ,引起 点 了 和 上 之 间 所 有 可 能 路 径 的 集 
体 ，{ 己 ,中 是 点 工 积 民 之 昭 所 有 可 能 路 径 的 集体 。 
证 。 设想 有 一 连通 图 个 ， 却 图 2 一 33 所 示 ， 对 于 {P ,让 中 任何 一 条 路 径 只 :和 {P 才 中 任 
何 一 条 路 径 ?,,， 卫 i 名, 是 一 个 刘 图 江 ;,， 所 以 我 们 需要 证 明 的 是 4P ,s} 中 任何 一 条 路 径 
了 ,在 {i} 和 {P;,} 中 就 分 别 有 路 从;; 和 P;;， 使 
PBP;,=P,, 《2 一 28) 
踊 然 6 起 连通 的 ， 从 点 j 就 有 一 条 路 径 通 到 路 径 王 ,中 任何 一 点 ， 设 中 "是 藉 ) 到 G 中 路 
径 己 ,中 点 的 一 条 路 径 ， 考 且 在 已 ,中 不 再 含有 其 它 点 。 设 己 ,, 是 子 图 已， 中 点 1 和 之 间 
的 路 乱 ， 如 图 2 一 33 所 示 ， 那 么 互 ,= 训 ,, UP'， 和 PP ,一 ,JD ' 就 是 所 需要 的 路 径 。 
把 这 个 定理 扩大 ， 得 下 一 定理 。 


定理 ? 一 17， 对 于 一 个 连通 图 忆 
{PRAPn na BIP ,OP ,n={D.} {2—29) 
其 中 语 ， 广 ，ji…j5。 和 8 是 G 的 诸 点 。 
同样 ， 根 据 式 《2 一 22) ， 我 们 可 以 修改 上 一 定理 如 下 ， 
定理 2 一 18， 对 于 一 个 不 可 分 图 
{Pn} BHP BRP i RP .= {0 (2—30) 
例 2 一 7 图 2 一 24 中 的 已 :是 { 已 :一 《Ce) Cd) te, e), (b, er} 
再 从 例 2 一 5 中 所 束 得 的 iP;:}， 我 们 可 以 求 { 卫 1s} 如 下 
{Pi} = {P} BP2s}={0), (a, dy (6, eo), Ca, 0), Cb, Ad)} 
Bo), (d), (9, e), (b, e)} 
=min{(e, e), (d, e), {02), (6), (la, ¢, d), (a, b, d, e), (9b, 
ce, d), (ta, 8, cs OD} 
={(c, e), (d, €), (ce), (by)} 
考虑 这 个 不 可 分 图 C'， 设 。 是 G “中 的 -条 边 ， 而 边 。 的 端点 是 i 和 了 ， 如 图 2 一 34 所 
示 。 设 刀 ' .是 由 G "删除 边 e 后 所 得 到 的 多 。 既 然 吕 是 连 通 和 的， 在 点 i 和 之 间 至 少 有 一 条 
路 径 。 设 1 ,个 是 全 :中 点 和 j 之 间 所 有 可 能 路 径 的 集 府 。 注 意 边 。 本 身 就 是 中 点 上 和 
1 之 间 芍 一 条 路 径 。 因 此 Ce1 合 是 一 个 回路 ， 其 中 是 在 {了 ,,} 之 中 。 换 句 活 说 ,在 {2} 
中 年 杀 也， 在 S' 中 就 存在 着 一 个 区 路， 使 


异 2 一 33 图 2 一 34 
CBre)=P 《2 一 317 
设 {C1} 是 “中 包括 空 组 和 所 有 可 第 加 路 的 集体 。 了 既然 (ec) 4 二 (e)， 集 你 的 虹 小 运算 
min{te)BC ICE {CH} 是 点 i 和 1 之 间 所 有 避 能 路 径 的 集体 。 
符号 {P ( } 是 边 e 的 端点 之 间 所 有 可 能 路 径 的 集体 。 
定理 2 一 19， 对 于 一 个 图 中 任何 一 条 边 e 
{Pw}=rmin{(e BC CE {CH 、 〈2 一 32) 
证 ， 设 己 ,(s 拓 4 是 点 和 j 之 间 的 一 条 路 径 。 那 么 卫 ,U (e) 是 {C} 中 的 一 个 回路 。 空 组 
$ 是 在 {C} 之 中 。 因 此 


{lBCICEACHEAP 0} {2 一 33) 
(6) 田 C 是 一 个 加 图 ， 它 的 端点 就 是 边 e 的 端点 。 因 此 
rin{f(e BC CE{C}Y ={P 1..} 《2 —34) 


例 2 一 5 例 2 一 6 中 不 可 分 图 中 的 {C} 是 {C}={$8，(3，6)， (ce, dd)，(a, c, 0), 
(Cb cs EY, Cb dc), (9, de)} 由 式 (2 一 32) 


，36 ， 
{E ooy=ifeoBDeICE{tCH 
=min{(a), (6), (a, ¢, d), (ce, e), (a, b, ¢, €), 
(a, b, d, 2), (d, e)} 
={(0), (Bb), {ce, e), (d, ey} 
这 个 结果 正 是 俩 2 一 7 中 所 求 得 的 {P1s}3。 所 以 
{PB{PLYB{P = {POP = {0 
定理 2 一 20， 设 { 五 } 是 一 个 图 G 的 所 有 路 拉 图 和 空 组 的 集体 .假设 已 是 { 己 ,中 中 的 一 条 路 径 ， 
那么 
{Pi}=min POEI EC {RY} (2—35) 
证 ， 设 P' 是 {了 ,让 中 任何 一 条 路 径 ， 那 么 ，P 狼 P' 是 一 个 欧 拉 图 ， 所 以 了 P 狼 P' 是 在 
《之 中 。 
路 径 集 体 的 一 种 应 用 是 在 开关 理论 方面 ， 我 们 可 以 把 线性 图 作为 一 个 开关 网 络 来 考虑 ， 
其 中 每 条 边 代表 着 一 个 开关 变数 ， 那 么 从 到 i 的 开关 画 数 请 ,, 可 以 表示 为 


Rob= 之 P ,乘积 《2 一 36》 


其 中 之 表示 从 到 j 的 所 有 可 能 条 路 径 的 和 ,“P。, 乘积 ”表示 在 有 路径 P。, 中 与 若 千 条 边 


有 关 的 所 有 开关 变数 的 乘积 。 所 以 如 果 我 们 知道 点 i 和 之 问 所 有 可 能 的 路 径 ， 我 们 就 可 以 
得 到 开关 兽 数 已 .,。 现 在 举例 来 说 明 这 科 方 法 。 
例 2 一 9 区 2 一 35 是 一 个 线性 图 ， 可 以 作为 一 个 开关 
网 络 米 誉 谍 ,其 中 4，b，c，d，。， 了 ， 9 是 开关 变 
数 。 假 设 我 们 需要 找 出 开关 函数 下 ); 和 下 。 当然， 我 们 可 1 
以 从 网 络 中 直接 求 得 点 1 和 2 之 中 间 所 有 可 能 的 路 径 和 点 1 和 
4 之 问 所 有 可 能 的 上 路径。 可是， 我 们 也 可 以 如 下 应 用 式 (2 
14) ， (2 一 27) ， (2 一 32》 和 (2 一 35) 来 求 得 。 首 
先 ， 我 们 完 索 {} 35 
{E}={$, (a, cod), Ce, f, 9), (8, d, e), (a, d, f, 9), 
to, b, ce, 2), ib, ce, d, e» f, Oho, b, e, 1, DY 
那么 {ec}=mwn{ EB}={$, Ca, cD, Cc, f, WD, (Cb, d, e), {a, d, 
六 9), {a, 8, c, e), ta, 6b, e, f, DY 
因为 《中 ={2 tw}， 我 们 得 到 
{Pis}={P 3}={t2), Ce, d), (Ad, f, gy, (b, ¢, ey, (6, es ff, ot} 


因此 ， 
Flo=(atcd+afg* bce+ befg) 
因为 {Ps ={P C2， 、 
{Pa}=min{(h DOI CE {CH ={68), (d, e), (a, ¢, €), {0, e, f, 9)} 
根据 式 〈2 一 27》 
Pid ={Pu {P={C0), (ce, a), Cd, f, 9), (6, ce,e), (b, e, f, 9)} 
{BE), ld, 2), (a, c, 6), (a, 2, f, oD} 
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={{a, 6), ta, d, e), (ec, 6), {e, f, gD, Ch, es D, (bd t,o)} 
本 Fmabt+adet+ce|efytbcdt+bdfg 
霹 为 《ce，6) 是 点 1 和 4 之 间 的 一 条 跨 径 ， 根 据 式 〈2 一 35) 我 们 可 以 得 到 {1,} 为 
{P={P(a, DW}=min{ia, DOEL EELEN 
={(a, $8), €b, ¢, d), (a, d, e), (6, d, fs WD, (ce, e), (es f, 9 
这 个 结果 是 与 宰 用 式 〈2 一 27) 所 得 的 结果 是 完全 一 样 的 。 


第 士 三节， 巡回 检查 工作 的 旅程 问题 


假使 有 一 位 领导 同志 不要 到 他 所 管辖 的 范围 内 去 外 加 检查 工作 ， 他 要 去 的 几 个 地 方 是 知 
道 的 ， 以 及 各 池 之 问 的 工 南 也 是 知道 的 。 他 应 该 如 局 计划 他 的 旅程 ， 使 得 他 能 够 检查 到 每 个 
地 方 的 工作 ， 而 每 个 地 方 只 经 过 一 次 ， 最 后 回 到 他 工作 的 地 方 呢 ? 

这 个 旅程 问题 外 国 四 次 销 员 另 题 ， 也 有 译作 货 绿 把 问 题 ， 而 与 汉 密 尔 概 回路 有 密切 联系 
葛 。 我 们 可 以 把 所要 到 的 地 方 用 点 来 表示 ， 而 两 地 之 问 的 铁路 或 公路 用 边 来 表示 ， 这 样 就 得 
到 了 一 个 线性 图 。 有 既然 两 地 之 间 的 工 离 是 已 知 的 ， 所 以 每 条 边 e; 上 可 注 以 一 个 正 实数 尽 ， 这 
个 数 就 是 两 地 之 间 的 里 程 。 这 个 数 有 时 思 作 权 。 边 上 注 以 数 的 图 叫 作 加 权 图 。 在 我 们 的 问题 
中 ， 如 果 两 地 之 间 都 有 直接 的 铁路 或 公路 可 通 ， 那 么 这 个 访 恕 所 代表 欧 图 叫 作 完全 加 权 图 
这 种 图 中 有 很 多 汉密尔顿 回路 ， 我 们 的 问题 就 变 成 从 其 中 找 出 总 里 天 (或 权 ) 最 短 的 那个 没 
密 尔 顿 回路 。 

在 一 今 有 点 的 完全 图 中 ,不 同 汉 密 尔 阁 回路 (当然 不 是 边 不 共用 的 ) 的 总 数 是 Cn, 一 
D1 12。 这 个 数字 是 这 样 淮 导 出 来 的 ， 妈 从 任 一 点 出 发 ， 我 们 可 以 从 这 第 一 点 有 (nm, 一 1) 条 
好 机 选择 ， 余 类 的 ， 这 些 选 择 都 是 互 不 朴 关 的 ,所以 可 能 的 选择 总 数 为 (=, 一 1 。 耻 为 在 这 种 
选择 中 ， 每 个 汉 密 尔 慑 回 路 算 了 两 次 ， 所 以 Co 一 1 应 除 以 2 ， 即 得 工 述 结果 : 

从 理 论 上 讲 ， 近 回 检 查 工 作 的 里 得 问题 只 要 把 所 有 (za。- 0D172 个 汉密尔顿 回路 的 各 个 加 
路 欧 里 程 总 数 算出 来 ,然后 挑选 其 中 景 短 的 。 可 是 实际 上 ,如 果 *, 数 根 大 ， 这 个 计算 工作 嗓 就 
很 可 观 了 。 比 如 说 当 w, 为 50 时 ， 即 氧 用 数字 计算 机 米 计算 、 工 作 量 也 是 太 大 的 ! 

所 以 当 #。 数 大 时， 问题 在 于 规定 一 个 易于 处 理 的 算法 来 寻找 最 短 的 里 程 ， 到 目前 为 止 
《 指 1974 年 》 * 娄 为 任意 大 小 的 里 程 问题 虽然 有 很 多 人 在 研究 ， 但 是 还 没有 找到 一 个 有 将 的 
算法 。 这 个 问题 在 运筹 学 中 有 很 多 用 处 。 有 多 个 特殊 的 例子 已 经 研究 出 来 。 现 在 也 有 儿 个 直 
接 推 疡 解法 ， 可 以 给 出 很 接近 于 最 短 里 程 的 旅程 ， 但 是 都 不 能 保证 最 短 的 。 

对 于 点 数 n, 少 的 有 间 册 有 一 种 算法 可 以 找 出 名 密 尔 额 路 补 ， 将 在 第 十 一 章 第 八 节 中 介 
绍 。 


第 十 四 节 邮递 员 问 题 


邮递 员 所 管 的 投递 区 每 天 要 去 送信 ， 每 次 每 条 街 埠 至 少 要 经 过 一 次 ， 其 中 有 些 街道 要 经 
过 一 次 以 上 。 每 条 街坊 都 有 长 度 ， 采 取 怎 样 的 路 径 ， 从 每 点 出 发 ， 每 条 街 埠 至少 经 过 一 次 ， 
而 总 行程 为 最 短 呢 ? 我 国 数学 家 管 梅 省 教授 于 1952 年 提出 了 一 篇 论文 解决 了 这 个 问题 ， 国 外 
图 论著 作 中 称 为 中 国 邮 递 员 问题 。 

如 末 邮 递 员 所 管辖 的 投递 区 画 破 线性 图 时 是 一 个 欧 拉 图 ， 邢 么 因为 一 个 欧 拉 图 可 以 从 一 
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点 出 发 经 过 图 中 每 条 边 只 走 一 次 回 色 原 册 发 点 ， 这 个 问题 就 不 成 为 问题 了 。 俱 是 … 般 的 投递 
区 画 成 线性 图 时 总 会 有 些 点 前 次 数 是 奇数 的 ， 财 么 如 何 解决 最 短 的 路 径 呢 ? 

假设 投递 区 的 线性 图 中 有 奇 次 数 的 点 ， 根 据 定理 1 一 1， 一 个 图 中 奇 次 数 的 点 数 一 定 是 
偶数 的 。 设 这 个 数 为 2"， 这 24 个 点 可 以 连 成 某 种 形式 的 ”个 行走 。 在 这 ?个 行走 中 有 些 边 
二 必须 经 过 两 次 的 ， 那 些 经 过 两 遍 的 ”个 行走 将 成 为 ?个 回路 。 这 些 ” 个 回路 连 癌 那些 偶 
次 点 将 规定 一 个 方法 来 得 到 一 个 回路 ， 其 中 每 边 至 少 经 过 一 次 。 我 们 以 其 经 过 人 边 两 次 
简单 些 的 办 法 还 不 如 在 这 图 中 增加 平行 于 E' 的 一 套 边 。 这 样 所 得 的 图 ， 每 边 只 要 经 过 一 次 ， 
为 了 简单 明了 计 ， 这 些 新 增 的 平行 边 称 为 新 增 边 。 

加 入 了 新 增 边 后 所 得 到 前 图 是 一 个 欧 拉 图 ， 因 此 就 有 了 一 个 闵行 二， 即 图 的 欧 接线。 邮 
递 员 所 走 前 总 行程 是 原 图 各 边 的 长 度 和 再 加 上 新 增 边 的 长 庶 。 原 图 各 边 的 总 长 度 是 给 定 的 ， 
现在 的 问题 是 如 何 增加 最 小 数 的 新 增 边 了 。 所 以 管教 授 的 邮递 员 问题 可 以 说 成 是 这 样 的 一 个 
问题 ， 就 是 给 定 一 个 连通 图 G， 每 边 有 一 长 次 ， 图 中 共有 奇 次 点 数 为 29， 找 出 连通 2 个 点 
的 几 条 行走 ， 使 包括 1% 条 行走 的 各 边 总 长 度 为 最 小 。 

例如 有 一 个 投递 区 如 图 2 一 36 所 示 ， 其 中 奇 次 点 有 4 个 ， 即 点 1、2、4 和 8， 这 4 个 
奇 次 点 之 间 可 以 组 成 不 同方 案 的 两 个 行走 ， 图 2 一 37 就 是 方案 之 一 ， 其 中 虚线 是 新 增 的 。 增 
加 了 新 增 边 后 ， 各 点 的 次 数 都 是 偶数 ， 所 以 这 图 是 一 个 欧 拉 图 ， 可 以 得 到 一 条 欧 拉 线 。 很 明 
显 ， 和 解法 是 很 多 的 ， 但 是 为 了 使 加 了 新 增 边 后 邮递 员 的 总 行程 最 短 的 一 个 最 优 和 解法 ， 管 教授 
提出 了 下 一 定理 ， 规 定 了 两 个 优化 条 件 ; 


图 2 一 36 


定理 2 一 21， 对 于 邮递 员 问 题 优化 解法 的 充分 条 件 为 : 

《一 ) 无 元 余 边 ， 

二》 对 于 每 一 国 路 中 新 增 边 的 总 长 度 不 超过 这 个 回路 总 长 度 的 一 半 。 

这 个 定理 中 的 第 一 个 条 件 所 谓 元 余 边 是 指 平行 于 原 图 中 任何 边 的 两 条 或 更 多 的 新 增 边 。 
结果 一 个 可 行 的 解法 与 第 一 个 条 件 相 矛 盾 ， 那 么 可 以 删除 新 增 边 中 的 两 条 元 余 边 。 所 得 结果 
仍旧 是 一 个 可 行 前 解法 ， 而 新 增 边 的 总 长 刻 较 少 ， 这 就 表示 先前 的 方案 不 是 优化 的 。 这 可 以 
图 2 一 38 为 例 。 如 在 点 1、2、4 、8 之 间 选 择 由 点 1 至 点 4 和 点 2 至 点 8 之 间 的 两 个 行 
走 ， 分 别 如 图 2 一 88 中 点 划 线 和 虚线 所 示 ， 这 个 方案 中 就 在 点 2 和 点 3 之 间 出 现 了 宛 余 边 。 
遇 除 这 两 点 之 间 的 宛 余 边 后 就 如 图 2 一 37 所 示 。 

如 果 所 提 的 解法 与 定理 2 一 21 的 第 二 个 条 件 相 矛 盾 ， 那 么 至 少 有 一 个 回路 中 新 增 边 的 总 
长 宕 将 天 于 这 个 回路 总 长 度 的 一 半 。 很 明显 这 个 回路 中 有 见 条 边 是 原 图 中 的 边 ， 而 另 有 几 条 
边 是 新 增 边 。 在 这 种 情况 时 ， 就 有 可 能 取消 回路 中 的 新 增 边 ， 而 代 之 以 回路 中 属于 原 图 中 较 
短 边 的 平行 边 ， 结 果 就 得 到 一 个 可 行 的 回路 而 总 长 次 较 小 。 这 就 表示 原来 的 解法 不 是 优化 
的 。 例 如 ， 在 图 2 一 39 《a 》 中 点 1 和 点 6 是 奇 次 点 ， 这 就 需要 在 点 1 和 点 6 之 间 加 入 新 增 
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边 以 便 组 成 一 个 行走 成 为 一 个 回路 。 假 僻 新 增 边 如 图 (5b》 所 示 。 从 这 里 可 以 看 出 其 中 有 两 
条 新 增 边 是 属于 一 个 回路 的 ， 这 就 是 点 2 与 点 4 之 间 的 边 和 
点 4 与 点 5 之 间 的 边 。 这 个 同 路 如 图 《5 》 所 示 。 这 个 回路 
的 长 度 是 6 +8+5+4 二 28。 新 增 过 的 长 度 和 是 14， 它 大于 这 ， 
个 回路 长 度 的 一 半 ， 所 以 与 定理 2 一 21 的 第 二 个 条 性 相 矛 
盾 。 在 这 种 情况 时 ， 我 们 可 以 期 除 属 手 这 个 凤 路 中 的 新 增 边 
{ 即 图 (oc》 中 的 不 线 ) 而 代 之 以 这 个 回路 属于 原 图 的 两 条 
边 的 平行 边 作 为 新 增 边 ， 结 果 将 如 图 (d 》 所 示 。 福 意 ， 在 
图 (a 》 中 新 增 边 的 长 度 革 是 小 于 图 (5) 中 新 增 边 的 长 度 
和 的 。 图 2 一 38 


图 2 一 39 


2 一 1 证 明 图 2 一 13 中 的 图 (a》， (6) ，(c) 是 同 构 的 ,并 标 出 对 应 的 点 各 


2 一 2 证 明 图 2 一 40 中 的 两 个 图 是 同 煌 的 。 


% 


固 2 一 委 


2 一 3 证 明 如 果 一 个 连通 图 G 分 解 为 两 个 子 图 5, 和 98:， 则 在 9;, 和 2a 间 一 定 至 少 存在 一 
个 共用 点 。 
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2 一 4 ”证 明 在 一 个 连通 图 G 中 移 去 一 条 边 e, 时 ， 当 且 仪 当 这 条 边 e; 存 在 于 GG 中 的 一 个 
四 路 时 ， 剩 下 的 跑 是 连通 的 。 

2 一 5 列 出 图 2 一 41 中 点 5 和 点 6 闻 所 有 不 同 路 径 ， 并 给 出 每 条 路 径 的 段 数 。 

2 一 6 在 一 个 图 GG 中， 设 P, 和 ,是 两 个 给 出 点 间 的 两 条 不 同 路 径 。 证 明 P, 力 P, 是 人 
中 的 一 个 回路 ， 或 是 人 中 的 一 个 回路 的 这 不 共用 并 集 。 

2 一 ?7 而 出 一 个 网 ， 要 求 在 这 个 图 中 的 一 条 欧 拉 线 也 是 一 个 汉密尔顿 回路 。 对 于 这 样 
的 图 ， 你 能 说 明 些 什 么 ? 

2 一 8 证 明和 如果 具有 m, 个 点 的 加 人 中 每 一 对 点 w,、" 的 次 数 满足 下 列 条 御 

d{9) + d(v)2n,—1 

时 ， 贡 图 @ 总 是 有 一 条 汉密尔顿 路 径 。 

2 一 9 试 证 明 具有 两 个 或 两 个 以 上 点 的 简单 网 ， 至 少 有 两 个 点 的 次 数 相 等 。 

2 一 10 求 出 嫌 2 一 {2 中 全 部 欧 拉 图 的 集体 { 五 3， 并 用 定理 2 一 20 求 取 {P Ls}。 

2 一 1i 在 名 2 一 43 (a) 和 【《 汪 ) 中 ， 你 能 分 别 找到 含有 所 有 这 的 行走 吗 ? 写 出 这 些 
行走 。 

2 一 12 有 一 邮 汀 只 的 投递 区 如 图 2 一 44 所 示 ， 每 近 所 注 的 数字 为 街道 的 长 度 ， 试 问 该 
部 递 员 自 点 1 出 发 送信 时 应 采取 怎样 的 路 径 ? 


蜀 2 一 和 3 图 2 一 村 


第 三 章 树 
第 一 节 树 的 定义 和 特性 


树 是 一 种 没有 回路 的 连通 线性 图 。 树 的 概念 是 图 论 中 最 重要 的 概念 之 一 。 

在 第 一 章 中 已 经 讲 过 ， 一 个 图 至 少 要 有 一 个 点 。 树 也 是 这 样 ， 至 少 有 一 个 点 。 图 3 一 1 
是 有 一 点 、 两 点 、 三 点 和 四 点 的 树 。 图 3 一 1 〈《e ) 也 称 为 星 图 ， 它 的 中 心 点 与 周围 的 点 直 
接 相连 。 当 然 ， 一 般 的 权 有 更 多 的 点 。 有 的 书 中 称 没有 点 的 树 为 零 树 ， 但 是 我 们 以 为 降 然 连 
点 也 没有 ， 就 不 成 共 为 树 了 。 同 样 ， 我 们 讲 的 是 有 限 因 ， 所 以 以 后 所 讲 的 树 也 是 有 限 的 。 

旗 然 树 是 一 种 没有 回路 的 过 通 图 ， 所 以 是 一 种 简单 图 。 要 是 它 有 自 环 或 平行 边 ， 这 两 者 
都 能 组 成 回路 ， 这 就 与 树 的 定义 相 韦 计 了 。 

在 日 常 的 事务 关系 中 ， 树 的 铺 况 是 很 多 的 ， 封 建 时 代 的 家 谐 或 族谱 就 是 用 树 来 代表 的 。 
河流 的 支流 和 分 支 也 可 以 用 树 来 表示 。 邮 政 传递 的 编码 和 穿孔 卡片 的 分 类 也 都 是 按照 树 的 形 
式 来 编制 的 。 后 者 的 树 岂 作 分 类 树 或 判定 司 。 

现 以 我 国 准备 采用 的 邮政 编码 为 例 。 这 是 一 种 四 级 六 玛 制 。 我 国 的 邮政 投递 系统 分 下 
级 ， 即 省 (市 、 自 治 区 ) , 邮 区 ， 县 和 投递 区 。 我 国 的 邮政 编码 用 六 位 ， 前 两 位 数 代表 省 。 市 
或 自治 区 ， 第 三 位 数 代 表 邮 区 《一 个 省 可 以 划分 为 几 个 邮 区 》， 第 四 位 数 代 表 县 ， 第 五 位 
第 六 亿 两 位 数 代 表 授 递 区 。 加 北京 市 的 邮政 编码 首 两 位 数 为 19， 代 表 北 京 市 大 邮 区 ， 第 三 位 
数 0 代表 市 区 ，1 代表 京东 最 区 ， 2 代表 京 西 邮 区 ， 第 四 位 数 代表 县 ， 最 后 两 位 数 代表 投递 
区 ， 如 图 3 一 2 所 示 。 
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图 3 一 1 


在 很 多 分 类 问题 中 ， 我 们 在 每 一 个 中 间 点 只 能 有 两 种 选择 ， 璧 如 说 大 或 小 ， 好 或 坏 ， 对 
或 不 对 ，0 或 1， 这 就 是 二 分 法 。 这 样 在 每 一 个 点 只 有 两 种 选择 的 判定 树 常常 出 现在 计算 机 
程序 设计 和 开关 理论 中 。 这 将 在 下 面 讨论 到 。 

现在 我 们 先 研究 树 的 一 些 特性 。 
定理 5 一 1 :在 一 榨 树 和 中， 每 一 对 点 之 间 只 有 一 条 路 径 。 

证 ， 因 为 了 是 一 个 连通 图 ， 在 了 中 每 一 对 点 之 闻 一 定 至 少 有 一 条 路 径 。 现 在 假使 在 了 的 
两 点 = 和 妃 之 间 有 两 条 不 同 的 路 径 ， 那 么 这 两 条 路 径 的 并 集 将 含有 一 个 圆 路。 这样 了 就 不 是 
一 标 树 了 。 目 

相反 地 : 


。36 。 


定理 5 一 2: 如 果 在 一 个 图 G 中 每 一 对 点 之 问 只 有 一 条 路 公 ， 这 个 图 C 是 一 棵 树 。 

证 ， 在 一 个 图 G 的 每 一 对 点 之 闻 存 在 着 一 条 路 答 保 证 着 G 是 连通 的 。 在 一 个 有 两 个 点 以 
上 的 图 中 的 一 个 风 路 暗示 着 至 少 有 一 对 点 4 和 之 间 有 两 条 不 同 的 路 径 。 因 为 G 的 每 一 对 点 
之 间 只 有 一 条 路 各 ，G 就 不 能 有 回路 。 所 以 G 是 一 棵 树 。 
定理 5 一 5: 有 4 个 虚 的 一 棵 树 有 ,一 1 条 边 。 

证 ， 这 个 定理 可 以 根据 点 数 用 归纳 法 来 证 明 。 对 于 ",= 1，2 和 3 的 树 ( 参 看 图 3 一 1)， 
这 个 定理 的 正确 性 是 容易 知道 的 。 假 设 这 个 定理 对 于 少 于 ,个 点 的 所 有 树 是 对 的 。 

现在 设 一 棵 例 有 #, 个 点 。 在 中 ， 设 边 。; 的 端点 为 i 和 j 。 根 据 定理 3 一 1 ， 在 点 i 和 
了 之 问 ， 除 了 e: 外 没有 其 它 路 径 。 所 以 从 了 中 删除 e* 将 使 图 分 离 如 图 3 一 3 所 示 。 而 且 ， 丰 
Ses 正 好 包括 两 个 部 分 ,并 且 因 为 了 中 没有 加 路， 所 以 每 个 部 分 是 一 樟树 。 这 两 棵 树 ， 了 7 
和 了 :中 每 棵 树 的 点 数 都 少 于 *。。 那 么 根据 归纳 假设 ， 每 棵 树 中 的 边 数 比 点 数 少 一 。 因 此 了 
es 包 插 #.-2 条 边 《#, 个 点 ) 。 所 以 T 正 好 有 nw,-1 条 边 。 前 
定理 3 一 4， 每 一 个 有 rm, 个 点 和 s, 一 1 条 边 的 连通 图 是 一 棵 树 

我 们 已 经 注意 到 一 棵 树 的 另 一 个 重要 特征 是 它 的 点 是 由 最 少 的 边 数 连接 起 来 的 。 如 果 一 
个 连通 图 中 的 任何 一 条 边 移 去 后 使 图 成 为 分 离 的 ， 这 个 名 就 叫 作 是 最 少 连 通 的 。 一 个 最 少 连 
通 图 不 会 有 回路 的 ， 否 则 我 们 即使 从 回路 中 移 去 其 中 的 一 条 边 ， 这 个 图 还 仍旧 是 连通 的 ， 因 
此 一 个 最 少 连 通 图 是 一 棵 树 。 相 反 地 ， 如 果 一 个 连通 图 不 是 最 少 连通 的 ， 在 G 中 一 定 存 在 
着 一 条 边 e,，G Qe, 还 是 连通 的 ， 因 此 e.; 是 在 某 一 个 回路 之 中 ， 这 就 意味 着 G 不 是 一 标 树 。 
所 以 有 下 一 个 定理 。 
定理 5 一 5:， 当 且 仅 当 一 个 图 是 最 少 连 通 的 ， 它 是 一 棵 树 。 

这 个 定理 的 重 村 性 是 根 明 显 的 。 我 们 可 以 直觉 地 知道 把 ”个 不 同 的 地 点 连接 起 来 ， 所 需 
要 的 最 小 线段 是 =” - 工 。 即 使 没有 电工 基 珊 知识 的 人 也 会 了 解 到 ， 计 把 ”个 接线 柱 短 接 起 
来 ， 至 少 需要 ”- 1 条 导线 。 根 据 定 理 3 一 5 ， 这 个 结构 就 是 一 棵 树 。 

我 们 已经 知道 ， 有 ,个 点 而 没有 任何 回路 的 一 个 连通 图 有 ,一 1 条 边 。 我 们 也 可 以 从 下 
一 定理 看 出 有 n. 个 点 而 没有 加 路 和 有 rn, 一 1 条 边 的 图 总 是 连通 的 ， 就 是 说 它 是 一 棵 树 。 
定理 3 一 6 :有 个 点 ，#。 一 1 条 边 ， 并 且 没 有 回路 的 一 个 图 避 是 连通 的 。 

证 ， 假 使 一 个 无 回路 的 图 GG 有 r, 个 点 和 4, 一 1 条 边 ， 而 是 分 离 的 话 ， 那 么 G 将 包括 两 个 
或 更 多 的 无 回路 的 部 分 。 无 损 于 党 遍 性 ， 设 个 包括 两 个 部 分 g, 和 g;， 如 图 3 一 4 所 示 ， 我 们 
在 g: 中 的 点 1 和 g: 中 的 点 2 之 问 加 入 一 条 边 。。 因 为 g: 和 g: 是 分 离 的 ， 即 点 1 和 2 之 闻 没 有 
路 径 ， 即 使 如 入 一 条 边 。 也 不 会 产生 一 个 加 路。 因此 GG Ue 是 一 个 及 个 点 和 ,条 边 的 无 回 
由 的 连通 图 。 根 据 定理 3 一 3 ， 这 是 不 可 能 的 。 
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图 3 一 3 图 3 一 4 


上 上 述 六 个 定理 可 以 归纳 成 下 列 五 个 不 网 的 但 是 等 效 的 树 的 定义 。 就 是 说 ， 如 果 具 有 nt, 个 
点 的 一 个 图 有 下 人 鹿 五 个 条 件 之 一 的 叫 作 一 棵 树 


(一 ) G 是 连通 的 ， 并 且 是 无 辐 路 的 # 

(二 ) G 是 连通 的 ， 并 且 有 nm, 一 工 条 边 5 

(三) G 是 无 回路 的 ， 并 且 有 m - 1 条 过 

《四 在 全 中 每 一 对 点 之 间 只 有 一 条 路 签 的 

(五 ) G 是 一 个 最 少 连通 图 。 

从 图 3 一 1 中 可 知 ， 每 棵 树 〈 一 点 的 择 除 外 ) 有 几 个 悬挂 点 ， 而 县 配点 的 次 数 为 一 。 树 
的 基 挂 点 有 时 称 为 杠 叶 。 
定理 5 一 7， 一 裸 椅 他 中， 亚 少 有 了 商 个 点 的 次 数 为 1 。 

证 ， 有 从 式 〔1 一 7) 中 我 们 知道 一 个 图 的 各 点 的 次 数 胸 和 为 边 数 的 两 倍 。 一 模 树 的 边 数 
为 mm 一 1， 其 中 ,为 酝 的 点 数 。 所 以 灿 的 所 有 点 的 次 数 之 和 为 


了 ar 一 (3 一 17 
和 


假设 树 的 各 点 的 次 数 等 于 或 大 于 2 ， 那 么 


六 do0>am 《3 一 2)》 
但 是 式 《3 一 1) 明确 地 指出 六 d (oj) 不 可 能 大 于 2(% 一 D) = 2n。 一 2。 这 就 说 明 一 定 有 几 点 
的 次 数 小 于 2。 假使 树 中 只 有 二 个 点 的 次 娄 为 1 ， 而 其 它 各 点 的 次 数 都 至 少 为 2 ， 那 么 


Dado 22 ~ D+1 (3—3) 


这 个 结果 还 是 大 于 24, 一 2 ， 因 为 虚 药 次 数 不 会 是 零 的 ， 这 就 证 明了 一 棵 本 中 至 少 有 两 个 点 
的 次 数 为 1 。 
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定理 3--7， 岂 本 以 写成 是 ， 在 任何 一 标 树 了 中 ， 至 少 有 两 个 三 畦 点 。 

在 树 中 ， 两 点 之 间 的 间隔 称 为 自 。 在 加 祝 图 中 ， 就 称 为 长 度 。 在 树 中 ， 有 一 点 与 其 它 各 
点 不 同 ， 如 图 3 一 1 中 的 虚 1， 这 点 叫 作 根 ， 也 叫 参 考点 。 

图 论 广泛 地 应 用 于 计算 机 的 程序 设计 中 。 在 讲 到 程序 设计 时 ， 有 时 可 能 提出 这 样 一 个 问 
题 ， 璧 如 给 出 一 个 整数 序列 ， 其 中 各 数 都 是 不 局 的 ， 要 求 找 出 其 中 的 最 大 音调 递增 子 序列 。 
假使 给 出 的 序列 是 4，1，13，7，0，2，8，11，3 。 解 法 可 用 树 来 表示 ， 其 中 除 始 点 
外 ， 各 点 都 代表 序列 中 各 别 数 字 。 巾 始点 到 各 个 点 i 的 路 径 就 描述 终点 i 的 单调 递增 子 序 
列 ， 如 图 3 一 5 所 未 , 就 是 (4,，7，8, 11) ， (C1, 7,8,11),， (1, 2, 8， 
11) 和 《0，2，8，11)〉。 每 个 子 序列 的 段 数 部 是 4 。 这 样 一 种 用 来 代表 数据 的 树 ， 计 算 
机 程序 设计 员 称 之 为 数据 树 。 


第 二 节 ” 树 的 距离 和 中 心 


在 图 3 一 6 中 的 树 有 4 个 点 。 直 党 地 看 起 来 ， 似 乎 点 2 比 其 它 3 点 更 处 于 中 心 。 在 讨论 
这 个 问题 之 前 ， 我 们 先 要 对 距离 下 一 定义 。 

在 一 个 连 租 图 G 中 ， 点 组 中 两 点 和 i 之 问 的 距离 4 (i，j) 是 它们 之 间 最 短路 径 的 
有 段 数 ， 即 最 短路 径 的 边 数 。 

关于 两 点 之 问 的 距离 的 定义 ， 非 但 对 树 而 言 ， 也 适用 于 其 它 任何 连通 图 。 在 一 个 不 是 树 
前 图 中 ， 在 两 点 之 冶 一 般 有 用 条 路 径 。 我 们 必须 列举 所 有 了 路径， 并 且 找 出 其 中 最 短 一 条 路 径 
的 段 数 《有 时 可 能 有 儿 条 最 短路 径 )》 作为 两 点 之 癌 的 焉 离 。 

例如 男 3 一 7 中 ， 在 点 1 和 2 之 问 的 一 部 分 路 径 为 《6a，e) ，(e，c，)，《B， 
ce6)，(b，f)，(6b，9，,，h) 和 (5，9，!，m)》 等 。 其 中 最 短 的 路 径 有 两 
条 ， 即 (as，e) 和 《8，F)》 ， 每 条 的 距离 为 两 段 。 所 以 d (1，2) 一 2。 


图 3 一 6 图 3 一 7 


在 树 中 ， 上 既然 任何 两 点 之 问 只 有 一 条 路 径 ， 所 以 距离 的 决定 要 容易 得 多。 例 如 , 在 图 
3 一 6 的 树 中 , d (1,， 2) =1,d (1, 3) =2, d (1, 4) =2, d (3, 4) 
=2,d (2, 3) =1, 和 d (2, 4) =1。 
现在 再 加 到 我 们 在 本 章 开头 所 讨论 的 亲 题 ， 先 学 习 一 个 术语 。 
在 一 个 图 G 中 ， 一 个 点 二 的 偏心 率 E (i) 是 从 这 个 点 i 到 图 G 中 虐 i 最 远 的 那个 点 包 
的 距离 ， 即 
EB(i)= Ma d (i, k) (3—4) 


式 中 maxd (  ) 表示 最 远 距 离 。 
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偏心 率 也 有 人 人 称 为 连带 数 或 陪 高 度 。 
G 中 有 最 小 偏心 审 的 那个 点 叫 作 图 局 的 中 心 .图 3 一 6 中 4 个 点 的 偏心 率 为 五 (1) 一 2， 
已 (2) 一 1， 有 (3)}= 2， 和 玉 () 2。 所 以 点 2 是 这 哥 树 的 中 心 。 再 看 图 3 一 8， 图 中 各 
点 旁 的 数字 表示 该 点 的 伍 心 率 。 这 棵 权 有 两 个 点 的 偏心 率 都 是 同样 的 小 。 所 以 这 哥 树 有 耳 个 
中 心 。 

一 般 地 讲 ， 一 个 图 〈 不 一 定 是 树 》 可 以 有 很多 中 心 。 例 如 成 为 一 个 回路 的 多 边 形 ， 每 个 
点 就 是 一 个 中 心 。 可 是 对 树 而 讲 ， 那 么 有 下 列 定理 。 
定理 5 一 8 ， 每 哥 树 有 一 个 或 两 个 中 心 。 

证 ， 从 一 棵 树 的 茶 一 点 i 到 易 一 点 了 的 目 离 d 《1，j》， 只 有 当 j 是 -- 个 悬 独 点 时 才 
是 最 大 。 一 棵 有 两 个 以 上 点 的 衬 了 ， 它 就 至 少 有 两 个 最 挂 点 〈 定 理 3 一 7 ) 。 先 从 了 上 删除 
各 基 控 点， 这 从 是 一 哥 寞 了 '。7" 各 点 内 偏心 率 是 怎样 的 吕 9. 稍 一 考虑 访 会 了 组 到 从 了 上 出 
除 各 晤 挂 点 后 ， 就 是 把 上 上 余 留 下 来 各 点 的 信 
心率 普遍 地 者 减少 1 。 因 此 了 中 前 中 心 点 还 是 
T 中 的 中 心 点 。 从 了 "再 删除 各 基 挂 点 后 得 
T"。 如 此 继续 进行 下 去 ， 如 图 3 一 9 《ce) ， 
C6) ，《ey》，《d》 所 示 ， 最 后 只 剩 一 个 
点 或 一 条 边 。 一 个 点 时 ， 这 个 点 就 是 材 的 中 
心 ! 一 条 边 时 ， 这 条 边 的 端点 就 驯 树 的 两 个 中 
心 。 这 就 证 明了 这 个 定理 。 


从 定理 3 一 8 的 论证 中 可 以 得 到 一 个 推 
论 ， 就 是 ， 如 果 一 棵 树 了 有 两 个 中 心 ， 这 次 个 _ 。 
中 心 一 定 是 相信 的 。 : 


图 3 一 8 图 3 一 9 


图 论 的 应 用 范围 很 广 ， 韭 但 在 自然 科学 方面 用 到 ， 就 是 在 社会 科学 万 面 也 有 月 处 如果 
有 一 个 由 13 入 组 成 的 团体 ， 用 图 3 一 9 (a》 来 表示 ， 其 中 点 代表 园 体 的 成 员 ， 而 边 则 代表 
他 们 之 阿 的 通信 联络 线 。 因 为 线 狂 图 是 连通 的 ， 所 以 这 个 团体 的 所 有 成 员 都 是 可 以 互相 联系 
的 ， 或 者 直接 圈 系 ， 或 者 通过 别 的 成 员 来 联系 。 但 是 这 里 也 应 注意 到 ， 这 信 图 是 一 棵 树 ， 连 
通 尖 景 少 的 。 所 以 这 个 团体 不 能 失去 任何 一 条 联络 线 。 每 点 范 仿 心率 已 【+ ) 代表 一 个 成 员 
与 团体 中 最 远 成 员 之 间 前 紧密 程度 。 攻 3 一 9 《cs) 中 点 上 的 位 置 应 该 是 这 个 团体 的 负责 人 
的 位 置 、 这 梯 才 能 体现 一 个 钢 责 大 与 转 体 中 其 它 成 器 紧密 联系 的 关系 ， 

如 果 一 棵 树 有 一 个 中 心 《或 者 两 个 中 心 ) 的 话 ， 那 么 是 否 也 有 半径 呢 ? 是 的 ， 树 是 有 半 
径 的 。 在 一 梨 料 中 ， 中 心 的 偏心 率 就 是 树 的 半径 。 例 如 ， 在 区 3 一 9 (oY》 中 ， 树 个 的 六 径 
是 3 或 3 段 。 树 了 的 直径 是 树 中 最 长 的 路 径 。 例 如 ， 强 3 一 9 〈a) 中 了 的 直径 是 6 或 6 


。40 。 


颖 。 这 里 有 一 点 是 值得 注意 的 ， 就 是 在 图 论 中 ， 树 的 半径 不 一 定 是 它 的 直径 的 一 半 。 这 从 图 
3 一 8 中 就 可 以 看 出 。 


第 三 节 有 根 树 和 二 元 树 


村 根 的 定义 在 本 章 第 一 节 中 已 经 讲 过 ， 几 是 有 根 的 树 就 称 为 有 根 树 。 在 图 3 一 1 中 ， 点 
1 就 是 根 。 在 图 3 一 5 中 ， 起 点 也 可 以 看 作 是 树 根 。 关 于 有 根 树 将 在 第 七 章 的 第 无 节 中 加 
讲 。 一 般 地 讲 ，“ 糙 ”是 指 没有 根 的 。 为 了 区 别 于 有 根 树 ， 没 有 根 的 大 有 时 叫 作 自 由 树 或 无 
根 档 。 

有 一 种 有 根 料 叫 作 二 元 有 根 树 。 因 为 这 种 二 元 有 根 树 可 以 广泛 地 应 用 来 研究 计算 机 的 检 
索 法 ， 二 进 制 识别 问题 和 可 变 长 度 二 进 制 码 ， 所 以 特别 值得 注意 。 二 元 树 的 定义 就 是 一 种 
树 ， 其 中 只 有 一 个 点 的 次 数 为 2 ， 而 其 它 各 点 的 次 数 为 1 或 级 0 
3 (当然 ,很 明显 ,我 们 这 里 讲 的 是 有 3 个 或 更 多 点 的 树 》， 
如 图 3 一 10 所 示 。 既 然 次 数 为 2 的 那个 点 与 众 不 同 ， 这 个 点 
就 作为 根 。 也 以 二 元 全 是 一 种 有 根 树 。 二 元 树 有 两 个 特性 ; 级 2 

(一) 二 元 酝 的 点 数 1, 总 是 奇数 的 。 这 是 因为 树 中 只 有 
一 点 的 次 数 为 偶数 ， 而 其 它 m -- 工 个 点 的 次 数 为 奇数 。 由 定 
吾 1 一 1 可知 一 个 图 中 奇 次 数 的 点 数 总 是 个 数 ， 即 xz 一 1 是 引 盘 4 
侦 数 ， 那 么 ,就 是 奇数 了 。 轩 810 

(二 ) 设 mo 是 二 元 树 了 的 悬挂 点 数 ， 那 么 n, -ne - 工 是 次 数 为 3 的 点 数 。 所 以 了 中 的 
态 挂 点 数 为 


下 mrstm 一 mw 1) +2]=#,— 1 


即 m= C3—5) 


树 中 的 非 基 挂 点 思 作 内 部 点 。 一 棵 二 元 树 的 内 部 点 数 比 悬 挂 点 数 少 1。 在 一 棵 二 元 树 
中 ， 一 个 点 诗 距 离 根 的 段 数 !, 就 是 这 个 点 的 级 别 或 级 1;。 所 以 根 是 在 级 0 。 如 图 3 一 5 所 
示 的 13 个 点 ，4 个 级 的 二 元 树 在 级 1 ，2 ， 3 和 4 的 点 数 分 别 为 2，2，4 和 4。 

二 元 桂 的 景 简单 应 用 法 之 一 是 在 于 检索 过 程 。 二 元 树 中 每 一 个 点 代表 着 有 两 个 可 能 出 路 
的 检测 。 我 们 先 从 根 开始 ， 在 根 处 检测 的 结果 把 检索 送 到 下 一 级 的 两 个 点 去 。 在 那里 再 进行 
检测 。 就 这 样 继续 进行 下 去 ， 等 待 到 达 检 索 目 标的 那个 特定 悬挂 点 ， 检 索 就 终止 。 像 这 样 一 
种 检索 过 程 ， 重 要 的 是 建立 这 样 一 棵 二 元 树 。 如 有 给 定 的 点 数 *.， 就 应 该 把 寅 根 最 远 的 那个 
点 尽 可 能 地 接近 那个 根 。 很 明显 ， 只 有 树 根 那 一 点 是 级 零 ， 级 1 的 点 至 多 为 两 点 ， 级 2 的 点 
至 多 为 四 点 ， 余 类 推 。 所 以 & 级 二 元 树 最 多 可 能 的 点 数 为 


2° T2127 + 2 (3—6) 
在 一 棵 二 元 树 中 ， 最 大 级 1。。* 叫 作 树 的 高 度 。 一 个 有 mn, 个 点 的 二 元 树 的 最 低 可 能 高 度 为 
minls,s=[ lgs(n,+ 1)— 11 (3—7) 


式 中 「 1 1 表示 大 于 或 等 于 ”的 最 小 整数 。 树 的 高 度 是 以 段 数 计 的 ， 所 以 一 定 是 个 整数 。 
另 一 方 商 ， 建 立 一 个 有 ,个 点 的 二 元 树 而 使 最 远 点 离 根 越 远 越 好 的 话 ， 除 了 级 零 外 ， 每 
级 必须 只 能 有 两 个 点 。 所 以 最 远 点 的 高 度 为 


4 
fu 1 
2 
对 于 ”=11 的 二 元 档 ， 为 实现 有 最 低 可 能 高 度 ， 二 元 树 的 结构 应 如 图 3 一 11 所 示 。 
内 起 (3 --7) 得 


maxinsx— 《3 一 8) 


minf,,s =T gs(1l + 1) ~—11 
=f logs12—11 
=[3.58—11 
一 「2.581 
=3 
为 了 实现 有 量 高 可 能 高 度 二 元 树 的 结构 应 如 图 3 一 12 谎 示 。 
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展 3 一 11 图 3 一 12 
忠 式 (3 一 8&) 得 
maxlom = 5 


第 四 节 标 记 树 


当 一 柠 树 的 各 点 都 标 以 不 同 的 名 称 或 标记 ， 这 种 树 就 叫做 标记 树 。 一 个 图 的 各 点 都 标 以 
不 同 的 名 称 或 标记 时 ， 这 种 图 就 叫 作 标记 图 。 当 我 们 计算 不 何 图 的 数目 时 。 有 无 标记 的 区 别 
是 很 重要 的 。 

图 3 一 13 永 出 有 + 个 标记 点 的 16 棵 树 。 欠 这 里 可 以 君 昌 ， 计 算 罚 数 时 ， 有 无 标记 是 大 不 
相同 的 。 图 3 一 13 中 第 一 行 的 4 个 图 的 结构 是 一 样 的 ， 所 以 是 同 构 ， 但 是 只 汝 为 它们 各 点 的 
标记 不 僻 ， 所 以 算 作 4 樟 不 网 的 树 。 邵 果 4 点 都 不 加 标记 ， 那 末 这 四 棵 森 只 能 算 作 一 襟 。 如 
果 对 图 3 一 13 细 心 检查 ， 有 四 个 点 的 无 标记 树 ， 即 4， 妃 ，C ， 万 四 点 间 无 区 别 的 话 ， 只 能 
算 作 两 标 。 

下 面 介 绍 英国 数学 家 野菜 光 出 计算 标记 树 的 定理 ， 即 著名 的 凯 菜 定理 。 
定理 3 一 9 有 +#, 个 点 (n, 之 2) 的 标记 柑 的 数目 是 (nn,)"*?。 

关于 这 个 定理 曾 有 许多 人 从 不 同 角度 作 过 证 明 。 都 是 比较 复杂 的 ， 这 里 就 从 略 了 。 在 图 
3 一 13 中 ， 有 + 个 标记 点 ， 即 同一 二， 所 以 标记 树 数 为 《nm ”一 (4 人) 一 1 
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第 五 上 季 生 成 树 


上 面 所 讨论 到 的 树 都 是 图 的 本 身 就 是 村 形 。 现 在 我 们 将 研究 那些 作为 另 一 图 的 子 图 的 
檬 。 一 个 有 ,条 边 的 加 可 能 有 2” ,个 不 局 组 合 的 也 图 显然 其 中 有 些 子 图 是 区 

如 果 -- 析 猎 了 为 一 个 连通 图 人 的 子 图 ， 并 王 包 括 人 中 所 有 的 点 ， 这 树 就 丈 为 生成 树 。 倒 
如 ， 在 图 3 --14 中 ， 用 粗 线 卖 示 的 子 图 就 是 这 个 图 C 的 生成 至 。 由 于 网 G 中 的 各 点 者 一 起 排 
在 生成 树 上 ， 所 以 生成 树 有 人 认为 是 妇 的 肯 扣 。 既 然 生 成 糙 是 G 中 于 图 为 档 中 的 最 大 的 衬 
《〈 即 包括 最 多 的 边 数 》， 所 以 也 可 以 思 它 是 分 的 最 大 树 子 图 或 最 大 树 

因为 树 总 是 训 连 的 ， 所 和 只 志和 连通 图 才 有 生成 档 。 在 一 
个 有 #. 个 点 的 分 离 图 中 ， 找 不 到 右 x, 个 点 揭 迹 通 子 司 的 。 可 
是 ， 分 离 图 的 每 一 个 部 分 《部 分 是 连 十 的 ) 是 有 生成 树 的 。 
所 以 有 上 个 部 分 的 分 离 图 有 一 个 生成 林 ， 后 者 由 个 生成 树 
所 组 成 ， 若 王权 的 集体 称 为 基 。 

从 一 个 连 道 图 G 韦 找寻 一 棵 生成 衬 是 很 简单 的 。 如 果 字 
中 没有 回路 那么 G 本 身 就 是 一 襟 生成 榭 。 如 果 避 有 一 个 回 
有 路， 只 回路 中 删除 一 条 边 ， 这 仍 上 保持 局 是 过 道 的 。 如 果 忆 图 3 一 24 
寡 更 多 的 回路 ， 那 么 从 回路 中 删除 -一 条 边 的 工作 重复 下 去 ， 直 玛 从 最 后 的 一 个 回路 中 删除 一 
条 边 ， 使 G 仿 旧 是 连年 的 ， 交 有 加 带 的 ， 但 是 保留 慎 各 点 的 图 。 这 梓 我 们 有 下 一 个 定理 。 
定理 3 一 10， 每 一 个 过 站 图 至 少 有 -- 谨 生成 树 。 

每 一 棵 生成 树 亿 的 一 条 过 叫 作 人 的 树枝 ， 或 黎 称 枝 。 安 中 不 包括 在 那 棵 生成 树 了 中 的 屠 
些 过 叫 作 茧 。 在 电工 系 理 中 ， 有 时 把 苞 叫 撤 违 支 。 济 如 ， 在 图 3 一 14 中 ， 粗 线 的 边 2 ，。 ， 


Et 


e 和 g 是 生 碾 译 的 被 ， 而 细 线 的 这 5b，d 和 了 是 从 成 树 的 纺 。 这 里 有 一 点 应 该 注意 ， 就 是 枝 
和 弦 是 指 某 一 课 此 成 酝 而 言 的 。 在 一 个 图 G 中 ， 某 条 边 是 一 棵 生成 树 人 的 枝 ， 却 可 能 是 另 
一 澡 生 成 译 人 ,的 弦 。 

有 了 时， 可 以 把 一 个 连通 贸 C 看 作 是 一 标 生 成 桂 了 和 这 棵 树 的 余 图 了 的 并 集 ， 即 


TUT=6G 《3 一 9) 


既然 子 图 了 是 总 的 集体 ， 所 以 很 合 透 邮 把 它 看 作 是 个 的 豆 组 或 连 支 组 或 余 树 。 由 生成 树 的 定 
义 可 以 得 到 下 一 定理 。 
定理 3 一 11， 对 某 一 生成 树 而 言 ， 一 个 有 #', 个 点 和 4. 条 边 的 连通 图 有 +。 一 1 个 构 技 和 ,一 n。 
十 1 条 强 。 

例如 ， 图 3 一 14 有 7 条 边 (rn.=7) 和 5 个 点 (ro=5)] 。 对 生成 糙 (a，c，e， 
9) 而 言 ， 它 有 5 一 1 一 4 个 树 校 a，c，e 和 9， 以 及 7 一 5+ 1 一 3 条 强 5,，d 和 了 。 
任何 其 它 一 棵 生成 树 将 有 同样 多 的 树 被 和 纺 。 

假使 我 们 有 一 个 电网 络 ， 它 有 "*. 个 元 件 《〈 相 当 于 边 ) 和 "个 节点 (相当 于 点 ) 。 那 么 我 
们 至 少 要 移 去 几 个 元件 才能 使 这 网 络 没有 加 了 路 呢 ? 答案 是 x. 一 5,+ £。 同 样 ， 如 果 有 如 图 
3 一 15 所 示 那 样 一 块 土地 ， 由 局 声 隔 成 6 欣 田 ， 田 中 都 多 着 - 
水 。 现 在 要 问 至 少 要 挖 开 几 条 习 霹 才能 把 水 排出 ? 这 里 可 以 
把 图 3 一 15 故 作 是 一 个 连通 图 ， 其 由 有 点 #.=10 和 边 #4. 二 
15。 现 在 的 问题 是 移 去 儿 条 豆 时 可 使 这 图 成 为 一 棵 生成 树 ? 
由 定理 3 一 11 知 道 这 个 连通 图 变 成 生成 权时 ， 应 该 只 有 9 个 
枝 (00 一 1=9) 和 6 条 荡 (15 一 10~ 工 = 6) 。 我 们 只 要 
适当 地 选择 把 6 条 了 还 控 开 ， 址 能 把 这 决 土地 的 水 排出 。 加 3 


第 六 入 图 的 主要 数据 


当 人 们 要 觉 明 一 个 图 G 时 ， 首 先 他 景 可 能 是 提 到 G 的 点 数 n,， 接 着 就 是 G 的 边 数 s,， 然 
后 昆 G 的 部 分 数 外 。 如 果 C 是 一 个 连通 图 ， 上 = 1， 要 是 分 离 图 的 括 ， 有 之 2? 。 一 个 图 人 
中 ，n.，n。. 和 所 这 三 者 的 关系 是 怎样 的 昵 ? 既然 一 个 图 的 每 个 部 分 至 少 要 有 一 个 点 ， 所 以 
n. 之 记 。 而 且 ， 在 一 个 部 分 中 的 边 锥 不 可 能 比 这 个 部 分 的 点 数 减 一 为 少 ,， 即 4 之 1. 一 名。 不 
管 上 述 的 这 两 个 约束 《 即 m 一 六 之 0 和 #。 一 4 二 名 之 0) ， 这 三 个 数 z。，n ,和 上 是 独立 无 关 
的 ， 并 且 是 线性 图 的 基本 数据 。 不 过 也 应 该 指出 ， 单 独 这 三 个 数字 一 般 是 不 足以 详细 说 明 一 
个 图 的 。 
从 访 三 个 数字 可 以 推导 出 两 个 重要 名 称 ， 即 秩 数 玉 和 国 数 N。 
R=n,—k (3710) 
可 一 1 一 fo 十 让 二 站 一 天 一 | C3 11) 
一 个 连通 图 的 秩 数 只 为 g。- 1 。 它 的 圈 数 六 为 "5. -as- 1 。 讽 如 匿 3 一 14 的 获 数 为 4 ， 圈 数 
为 3。 关 于 图 G 的 秩 数 和 图 数 可 以 注意 有 下 列 关系 
图 的 秩 数 且 一 图 的 任何 一 棵 人 成 笠 的 树枝 数 1 (3 --12) 
图 的 阁 数 娘 = 图 的 竺 何 一 标 生成 衬 的 总数 (3 .19) 
秩 数 + 图 数 = 图 中 的 边 数 . 《3 一 14) 
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第 七 节 基本 回路 


因为 一 棵 树 的 任何 两 点 之 间 已 经 存在 着 一 条 了 路径， 所 以 在 它们 之 间 加 一 条 边 ， 就 是 增加 
了 一 条 牙 径 ， 就 形成 了 一 个 回路 。 下 面 这 一 定理 就 不 难 理解 了 。 
定理 5 一 12， 当 且 仅 当 在 一 个 连通 图 C@ 的 尾 何 两 点 之 间 增 加 一 条 这 时 正好 产生 一 个 回路 的 ， 
这 个 图 C 是 一 标 树 。 

试 考虑 一 个 连通 图 G 由 的 一 标 具 成 树 了 。 吉 任何 一 条 豆 到 了 就 正好 产生 一 个 回路 。 这 种 
由 增加 一 条 弦 到 一 标 生成 树 面 形成 的 回路 称 为 一 个 基本 辐 路 。 

一 个 图 有 多 少 基 本 回路 呢 ? 它 的 数目 正好 是 艾 数 或 圈 数 育 〈 一 "一 %+ 天 ) 。 那 么 一 个 
图 总 共有 多 少 回 个 呢 ? 我 们 知道 增加 一 条 豆 到 一 棵 树 产 生 一 个 回路 。 如 果 我 们 再 加 上 一 条 苞 
后 ， 是 否 只 多 产生 一 个 回路 呢 ? 如 果 在 树 上 局 时 载 如 所 有 的 纺 后 又 将 发 全 什 么 呢 ? 

如 以 图 3 一 16 为 例 ， 粗 线 为 生成 树 (br 5 ，5s， 5 8 bo 。 加 一 条 强 c， 
后 ， 得 一 个 子 图 (5 pb，5a， 5 bs bo cu ， 它 有 一 个 基本 回 夏 (bi 5。 
6 315s,51) 。 如 果 我 们 加 到 树 上 的 是 弦 c: 面 不 是 c, ,我们 会 得 到 一 个 不 同 的 基本 回路 (bs ,bs， 
5s，cs) 。 现 在 假设 我 们 把 c, 和 ce: 两 条 鼓 都 加 到 那 哥 树 上 ， 子 图 (81,，b,，bs，bs, bs 
bs，c,，ca) 非但 得 到 我 们 刚才 提 到 的 基本 回路 ， 而 且 还 得 另 一 个 不 是 基本 回路 的 回路 
Cb;:，cl，cs) 。 存 图 3 一 16 中 ， 虽 则 共有 75 个 回路 〈 系 由 计算 机 计算 出 来 的 》 ， 不 过 其 中 
只 有 8 个 是 基本 回路 ， 每 一 个 是 粗 线 所 示 的 具 
成 树 如 一 条 纺 。 

这 里 有 两 点 要 加 以 说 明 。 第 一 ， 一 个 回路 
是 否 是 基本 回路 系 对 某 一 标 生 成 树 面 言 的 。 某 
一 个 同 路 对 一 棵 生成 树 面 言 可 能 是 基本 回路 ， 
但 是 对 这 周一 图 的 另 一 棵 生成 树 面 言 ， 就 不 一 
定 是 了 。 虽 然 一 个 图 的 基本 回路 数 〈 以 及 问 路 
总 数 ) 是 固定 的 ， 但 一 个 回路 却 视 有 关 生 成 树 
而 变 成 基本 回路 或 将。 网 3 

第 二 ， 大 多 数 应 用 中 ， 我 们 所 感 兴趣 的 不 是 一 个 图 的 所 有 回路 ， 而 只 是 一 组 基本 回响 ， 
而 后 者 是 容易 找 出 来 的 。 基 本 回路 的 概念 是 由 克 项 荷 夫 采 用 的 ， 在 电网 络 的 分 析 中 有 重大 意 
义 。 克 希 荷 夫 脂 出 过 不 管 一 个 网 络 有 多 少 回 路 ， 我 们 只 需 考 虑 对 任何 一 标 生 成 树 面 言 的 基本 
回路 ， 面 其 它 回路 只 是 考 干 基本 回路 的 组 合 。 


第 八 节 ”生成 树 的 产生 和 变换 


在 一 个 给 定 的 连通 图 由 ， 通 常 是 有 很 多 生成 树 的 。 在 应 用 中 ， 我 们 需要 所 有 的 生成 树 。 
那么 ， 怎 样 去 产生 生成 树 呢 ? 一 个 合理 的 方法 是 先 在 图 中 找 出 一 简 生 成 树 ， 璧 如 说 T,， 如 
图 3 一 17《b) 中 的 Ca ， 日 ，c，d) 。 在 7 中 加 一 条 艾 ， 警 如 大 ， 这 就 成 为 一 个 基本 
回路 (5，c，hh，d》。 从 这 个 基本 回路 中 移 去 一 个 被 ， 璧 如 c ， 这 就 产生 一 棵 新 的 生成 
钳 了 ,， 恕 图 3 一 47〈e ) 所 示 。 这 种 在 一 棵 此 成 树 中 通过 加 一 条 弦 并 删除 另 一 合适 的 枝 来 
产生 另 一 棵 新 的 生成 树 的 办 法 叫 你 循环 交换 ， 也 叫做 初级 树 变换 。 这 里 顺 货 提 一 下 ， 为 了 解 
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决 某 种 运输 问题 ， 这 种 变换 是 迭代 序列 中 的 一 种 标准 运算 方法 。 

在 上 述 步骤 中 ， 我 们 可 能 不 是 删除 枝 c 而 是 删除 4 或 ， 这 样 我 们 会 得 到 易 外 两 棵 生成 
树 (5，5，c，Ah)》 和 (ec，c，d，5) 。 产 生 这 三 棵 生成 树 后 ， 每 棵 中 是 有 弦 记 的 ， 
我 们 可 以 再 从 TT 开始， 加 进 一 条 不 同 的 台 ， 如 。， 了 或 9， 重 复 上 述 过 程 ， 从 所 形成 的 基 
本 回路 中 每 次 副 除 一 个 枝 以 得 到 一 个 不 同 的 生成 树 。 这 样 我 们 就 有 了 一 个 从 任何 一 个 给 定 图 
中 产生 生成 树 的 方法 。 

在 线性 电网 络 的 拍 裤 分 析 中 ， 基 本 上 就 变 成 在 谓 应 的 线性 图 中 如 何 产生 树 。 所 以 找寻 一 
个 有 效 过 程 来 产生 一 个 图 的 所 有 的 树 是 一 个 很 重要 的 实际 问题 。 

上 述 过 程 也 提出 很 多 疑问 。 靠 若干 次 循环 交换 ， 我 们 能 否 从 任何 一 棵 生成 树 来 产生 出 一 
标 所 需要 的 生成 树 呢 ? 照 这 种 方式 我 们 能 否 产 生 某 一 个 图 的 所 有 生成 树 呢 ? 这 种 交换 枝 弦 的 
过 程 机 继续 进行 多 长 时 间 呢 ? 从 我 们 可 以 开始 交换 的 所 有 可 能 生成 树 中 ， 是 否 有 一 棵 值得 优 
先 考虑 开始 的 生成 树 呢 ?在 这 一 章 中 ， 我 们 只 能 试图 回答 其 中 某 些 问题， 其 它 一 些 问题 可 能 
在 以 后 的 章节 中 找到 ， 而 有 些 也 许 要 找 文献 来 研究 。 

一 个 图 @G 的 两 标 生 成 树 了 ,和 了 7, 之 间 的 距离 是 指 @ 中 有 些 边 在 一 棵 树 中 有 而 在 另 一 棵 树 
中 没有 的 这 数 。 这 个 距离 可 以 用 符号 4 《7T,，7)) 来 表示 。 在 图 3 一 17 中 ，d 《Ts, Ts) 


站 所 


图 3 一 17 


这 一 个 图 G 的 两 裸 生成 树 7 ,和 T; 的 环 和 为 T, 纹 T,， 另 设 x。(g) 表示 图 g 中 的 边 数 ， 由 
树 身 距离 的 定义 天 


d (Ti,T) = Tn (TOT,) C3—15) 


式 中 距离 d (T,，T/) 不 难看 出 就 是 一 个 图 中 由 7 ,变换 到 了, 时 的 最 少 循环 交换 数 。 在 生成 
树 的 产生 和 变换 中 ， 有 下 列 定理 。 
定理 3 一 13， 由 一 个 图 G 的 任何 一 哥 生 成 树 开 始 ， 靠 连续 的 循环 交换 法 ， 我 们 可 以 得 到 GG 的 
每 一 栋 生 成 树 。 

既然 在 一 个 秩 数 为 R《 即 图 的 点 数 为 R+ 1》 的 连通 图 G 中 ， 一 棵 生成 树 有 闫 条 边 ， 我 
们 就 有 下 列 结果 ， 

G 中 性 何 两 棵 生成 树 间 的 最 大 距离 为 


max d(T TD 一 二 ma 4,(T1BT) 攻 RR《G 的 秩 数 ) 


《8 一 167 
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同样 ， 如 果 入 是 忆 的 图 数 ， 我 们 知道 ， 为 了 得 到 另 一 案 生 成 树 7,， 在 ,中 所 些 换 的 边 数 不 
多 于 和 NN。 所 以 
max d(T,, TIEN (3—17) 
会 并 式 (3 一 16) 和 (3 一 17) 得 
. max d(T,,T Emia(N, R) 《3 一 18) 
其 中 min (N， 羽 ) 是 图 G 中 只 和 斑 这 两 个 数字 中 的 较 小 者 。 


第 九 节 ”最短 生成 树 


在 第 二 章 末 讲 过 ， 当 一 个 曙 的 每 条 边 注 以 权时 ， 这 个 僵 就 吊 作 加 反 图 。 一 个 恒 避 的 一 模 
生成 补 工 的 权 是 个 中 各 术 的 权 之 和 。 一 般 地 讲 ，G 中 不 同 的 生成 树 将 有 不 同 的 权 。 侣 的 所 有 
生成 树 中 ， 权 最 小 的 那 裕 生成 笠 是 有 实际 意义 的 。 在 加 权 图 中 ， 有 最 小 权 的 那 梨 生成 树 岷 作 
最 盟 生 成 树 。 

最 每 生成 权 的 一 个 可 能 应 用 是 在 交通 网 络 方面 。 假 使 我 们 要 把 几 个 城市 pn，p:，…， 
vz. 通 过 交通 网 联系 起 订 ， 有 些 城 市 之 问 可 以 修建 直 迷 公路 ， 也 有 些 城市 之 间 不 能 修建 直达 公 
路 。 在 有 条 件 适 公 路 的 两 个 城市 ,和 ,之 间 建 造 一 条 喜 达 公告 的 费用 是 可 以 知道 的 。 现 在 的 
问题 就 是 找 出 把 这 几 个 城市 联系 起 来 的 景 少 费 用 的 公路 网 。 很 明显 的 ， 因 为 我 们 总 是 可 以 在 
一 个 图 中 移 去 由 条 边 而 得 到 一 个 有 较 低 权 的 连通 图 ， 析 以 这 个 联系 网 络 是 一 个 树 形 。 因 此 用 
最 低 痪 用 建造 连接 ”个 城市 的 公路 网 问题 就 是 在 厅 “个 点 的 奶 权 连通 图 中 找 出 一 标 最 短 生 惰 
树 的 问题 。 一 标 最 握 生 成 符 的 必要 和 充分 条 件 是 由 下 一 定理 决定 的 。 
定理 3 一 14， 当 和 且 仅 当 一 个 加 权 连 通 图 避 的 一 覃 生成 时 了 没有 另 一 棵 与 了 的 距离 关 1 的 其 它 
生成 树 的 权 小 于 了 的 权时 ， 了 是 最 短 生成 树 。 

证 ， 这 个 定理 告诉 我 们 景 短 生成 村 下 的 必要 条 件 是 明显 的 ， 否 则 我 们 可 以 用 一 次 循环 交 
换 来 得 到 另 一 标 比 7 为 较 每 的 生成 树 了 。 其 实 ， 这 个 条 件 也 是 非常 充分 的 ， 但 是 不 物 明 显 。 
所 以 我 们 帮 如 下 的 让 明 。 

设 7 ,是 局 中 的 一 棵 生成 译 满足 这 个 定理 的 假设 ， 即 没有 一 棵 与 了 ,的 证 离 为 1 的 其 它 生 

成 畔 的 权 攻 了 ;为 较 小 。 如 果 我 们 能 够 证 明 局 中 的 了 不 同 于 7,， 但 了 ,是 一 襟 最 短 生 成 禁 ， 它 
的 入 与 了 ,的 权 访 等 ， 证 明 就 算 党 成 。 设 了 ,是 一 梯 景 短 生 成 竺 。 因 此 7 一 定 也 满足 定 理 指 根 
设 ， 否 则 叉 会 有 另 一 棵 与 了 :的 距离 为 1 的 其 它 生 成 树 比 了 :为 较 小 。 这 当然 与 假定 7 为 最短 
相 劝 后 的 。 
，” 取 中 的 一 条 边 。 ， 它 不 在 7: 之 中 ， 将 边 e 加 到 了 ,与 了 ,中 的 诸 术 形成 一 个 基本 习 咯 ， 
这 些 与 边 e 形成 基本 回路 的 7 中 的 枝 ， 虽然 不 是 全 部 ， 但 是 可 能 有 一 些 世 在 7 之 中 。 这 些 
工 ,中 的 那些 枝 的 权 ， 由 于 对 六 ,所 作 的 假设 ， 它 们 的 权 成 小 于 。 或 等 于 e 的 权 。 如 果 所 有 这 
些 枝 的 权 都 小 于 。 的 权 ， 那 各 又 与 对 7: 所作 的 假设 部 巴 拓 了。 因此 ， 在 了 ,中 至 少 有 另 一 个 
枝 〈 系 与 e 形成 基本 加 路 中 的 ) 的 权 与 * 的 权 租 同 。 通 过 一 次 循环 交换 ， 用 边 。 来 民营 这 个 
枝 ， 产 生男 一 棵 生成 做 71， 它 前 权 与 ?的 相 辐 ， 不 过 站 多 了 一 条 与 了 ,共同 的 边 ， 并 且 7 也 
满足 定理 3 一 14 的 条 件 。 这 种 论证 可 以 重复 进行 ， 产 生 着 一 系列 等 权 树 7 ， 了 7 了 1， 了 人， 和 
每 棵 树 与 了 :的 距 离 为 1 ， 直 到 最 后 得 到 了: 牛 己 。 这 证 明 与 了 相距 为 1 的 生成 桂 没 有 - 棵 是 
比 T 为 短 的 。 这 就 是 说 人 是 最 短 的 生成 树 。 上 

为 了 实际 地 找寻 一 个 图 的 最 短 生成 树 ， 现 在 可 采用 的 算法 有 几 种 ， 关 于 计算 方法 ， 有 有 的 


用 手工 ， 襄 部 用 计算 机 。 这 电 介 绍 两 种 算法 。 

有 -一 种 算法 是 先 怒 图 G 的 所 有 各 演 照 递 遵 权 的 次 序列 成 
一 表 。 其 次 选 出 人 中 最 短 的 边 。 然 后 每 下 一 步 从 G 中 所 有 留 
下 边 宫 选 出 与 前 次 选 出 鬼 诸 边 不 成 为 回路 的 另 一 条 最 得 边 。 
这 样 继续 下 去 一 直 等 到 ” 一 1 条 边 已 经 选 出 为 目 。 这 些 选 出 
的 边 就 组 成 这 个 图 的 最 短 生成 树 。 这 个 算法 的 有 效 性 就 是 根 
据 玫 定理 3 一 14 的 。 现 举例 来 说 明 这 个 算法 。 

设 有 一 个 有 5 个 点 和 12 条 边 的 图 如 图 3 一 18 所 示 。 先 把 
6 个 点 标 以 名 称 ， 如 2,，+，…，v6， 把 每 两 点 之 闻 的 已 知 
权 注 在 那 两 点 之 冯 的 这 上 。 然 后 按 昭 闭 说 次 序 把 12 条 边 欧 实 
数列 表 如 下 ; 


边 名 权 选 出 边 名 权 选 山 
《ps 7 ~ v05) 10 
Cv Ve) 7 AAA (v1,04) 31 
{vs vs) 8 SA (vs,08) 12 
{Us, Ue) 9 (v1,vs) 16 
《pay Ua) 9.5 AAA (ve) 17 
Cv V2) 10 Vv (Cv,U0) 19.5 


有 了 这 个 表 后 ， 先 最短 边 就 很 容易 了 。 先 选 出 边 (vw;,04) ， 把 这 一 行 的 实 数 7 加 一 个 v 表 
示 选 中 ， 并 顺手 再 在 图 3 一 18 上 把 这 (vs，v4s》 用 色 笔 画 粗 。 照 同样 方法 再 选 边 (u:，vs) 和 
Cvs， 1) ， 并 把 表 3 一 工 中 的 7 和 8 两 个 数 分 别 加 一 个 表示 选中 ， 再 用 色 笔 把 所 选 的 边 
下 粗 。 再 选 下 去 的 话 、 照 表 3 一 1 中 的 次 序 ， 似 乎 谍 该 是 边 《pa vay 了 ， 凡 为 环 条 边 的 权 
9 为 留 下 请 迹 中 最 和 的 了 。 可 是 如 果 选 出 这 条 边 后 ， 它 就 将 与 边 (524,， ws? 和 (ua，p) 组 
成 一 个 回路 。 这 是 不 允许 的 。 所 以 这 条 边 不 能 选用 而 只 能 选 边 《v,，y2) ， 再 下 一 步 选 边 
时 ， 边 《v4，vs) 和 (v,，ws》 两 者 中 兵 能 选 一 条 而 不 能 都 选 ， 因 为 都 选用 后 ， 原 来 已 经 选 
用 的 边 〈pa，v4) ， 《ua 55) ， (ur us ， 与 边 《oy，92) ， 《bi pa) 又 将 形成 一 个 
回路 。 这 是 不 允许 的 。 所 以 两 者 中 只 能 选用 一 条 边 。 现 在 我 们 就 用 边 【vw:，vs》 。 如 果 我 们 
这 次 选用 了 边 〈vw,， as 。 我 们 会 得 到 另外 一 棵 有 同等 权 的 最 短 生 成 树 。 到 此 为 止 ， 图 3 一 
18 中 的 6 个 点 已 经 可 以 用 5 (= 6 一 1》 条 边 连 接 起 来 。 这 就 是 这 个 图 的 最 短 生 万 树 ， 它 的 
权 是 41.5。 

田 一 种 算计 的 列表 方法 是 与 况 一 各 算 针 有 雇 不 国 饮 。 现 仍 举 上 枫 来 说 明 这 和 神 方法 。 

先 将 6 个 点 烈 成 6 x 6 表格 形式 ， 再 把 v, 和 wj 之 间 所 给 出 的 实数 值 填 入 对 应 空格 中 。 
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各 值 排列 的 位 置 对 称 于 对 角 线 ， 而 对 角 线 是 空 的 。 图 3 一 19 中 不 存 古 的 边 《 相 当 于 两 个 城市 
之 间 没 有 直达 公路 可 以 建造 的 》 的 权 作 为 无 穷 大 (02} 。 由 点 4 开始 ， 在 行 1 中 找 出 最 小 的 
表 值 。 由 表 可 知 ， 这 是 《v1，02) 或 (0,，v。) 。 设 我 们 采用 (v;，*s) 。 如 果 我 们 在 这 里 
采用 (ax 的 话 ， 我 们 会 得 到 另外 一 巾 与 轩 3 一 18 中 粗 线 所 未 的 有 同等 权 的 最短 生成 
研 。 现 在 我 们 考虑 《v,，ws) 作为 一 个 子 图 ， 即 把 点 wz 和 ?2s 用 色 笔 或 粗 线 连接 起 来 。 次 从 子 
网 《+ "5) 连接 到 最 近 的 分 点 《 即 从 行 1 和 行 5 中 找 出 除 
5 和 ?7e 以 外 最 小 的 表 值 。 由 表 可 见 这 是 bit。 在 点 zs 和 "之 间 
西 一 色 笔 或 粗 线 ， 并 把 wt，s，** 所 连 成 的 树 作 为 一 个 子 
图 。 继 续 照 上 述 方法 找 出 另外 三 个 最 小 的 值 (4，*o ， 
《ai，us) 和 (uas，Dpi) ， 把 图 3 一 19 中 的 6 个 点 用 (6 一 
1) 条 边 连接 起 来 。 这 在 图 3 一 19 中 用 粗 线 表示 出 来 ， 这 就 
是 这 个 图 的 最 绑 生成 树 。 这 棵 最 短 生 成 树 虽 然 与 用 前 一 方法 
所 得 移 结 果 不 一 样 ， 但 是 这 棵 树 的 权 也 是 妃 ,5， 与 加 3 一 18 
粗 线 所 示 的 权 是 相同 的 。 由 此 可 见 ， 一 个 图 的 景 短 生 成 树 可 
能 有 几 梯 的 。 从 建造 公路 网 的 观点 看 ， 图 3 一 18 和 图 3 一 19 
中 棚 线 所 示 这 两 个 方案 的 建设 费用 是 同样 最 低 的 。 时 3 


习 题 


3 一 1 夯 出 个 标号 点 的 所 有 树 ， 二 1，2，3，4，5。 

3 一 2 画 出 # 个 无 标号 点 的 所 有 择 ， mn 一 1，2，3，4，5。 

3 一 3 证 明 一 条 路 径 是 它 自 己 的 生成 树 。 

3 一 4 ”证 明 当 且 仅 当 一 个 连通 图 G 的 任意 一 个 子 图 g 不 含有 回路 时 ，g 包 含 在 G 的 某 一 
棵 生成 树 中 。 

3 一 5 证 明 妈 密 尔 顿 路 径 是 一 栋 生 成 树 。 

3 一 6 ”证明 图 G 的 任何 一 个 同 路 同 一 蓄 组 至 少 有 一 条 共同 边 。 

3 一 7 如 果 给 你 一 个 图 的 所 有 生成 树 ， 你 能 构成 一 个 图 吗 ? 怎样 做 ? 

3 一 8 不 列 出 一 个 连通 图 的 生成 树 ， 试 寻找 一 个 测定 生成 树 总 数 的 方法 。 

3 一 9 在 一 个 给 出 的 辑 权 连 通 图 G 中 ， 假 定 存在 一 条 边 e,， 它 多 枢 比 G 中 其 它 边 的 权 
都 要 小 。 证 明 G 中 的 每 一 可 最短 生 成 树 一 定 含有 边 e.。 

3 一 10 设 G 是 一 个 加 权 连 通 立 ， 在 这 个 加 中 每 一 条 边 属于 G 中 某 一 回路 。 如 果 e, 是 G 
的 所 有 边 中 数 最 大 的 边 ， 证 明 G 中 没有 一 棵 最 窒 生 成 树 包 含 e, 边 的 。 
”3 一 11 令 7, 和 7 是 连通 图 G 的 两 棵 生成 树 。 如 果 边 。 属于 了 ,而 不 属于 7,， 试 证 明 存 
在 另 一 条 属于 了 :无 不 属 子 7 的 边 了 ， 使 得 子 图 (TSEe) Uf 和 (7: 昌 f) Ue 都 是 G 的 
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第 四 章 ”关联 组 和 截 割 组 
第 一 节 关 联 组 


在 我 们 研究 线性 加 的 时 候 ， 除 了 特殊 说 明 外 ， 我 们 假定 图 中 是 没有 自 环 的 。 

在 一 个 点 上 与 它 相 关联 或 连接 的 所 有 边 组 册 作 对 应 这 个 点 的 
关联 组 ， 用 符号 So} 来 表示 ， 括 号 中 的 字母 表示 对 应 的 点 。 
根据 这 个 定义 ， 和 如 果 没 有 边关 联 到 一 个 点 v ， 那 么 对 应 这 个 点 的 
关联 组 是 空 组 。 

在 一 个 图 申 ， 每 一 个 点 就 有 一 个 关联 组 .如 以 图 4 一 1 为 
例 . 它 有 5 个 点 ， 因 此 这 个 图 有 5 个 关联 组 。 对 应 着 点 1 的 关联 
组 S (1) 是 (sa ，e。e》， 对 应 着 点 2 的 关联 组 S(2) 是 《a， 。 
5 ， 下) ,其 余 对 应 着 点 3 ，4 和 5 的 关联 组 S (3) .5S 《4》 ” 
和 S (5) 分 别 为 (b,c》，(c, d) 和 (d, e,，f)， 图 4 一 ! 

第 二 章 中 已 经 诽 过， 两 个 欧 拉 图 的 环 和 是 一 个 欧 拉 图 ， 而 且 两 个 回路 的 环 和 或 是 一 个 回 
” 路 ， 或 是 一 个 边 不 共用 回路 的 并 集 。 可 是 两 个 关联 组 的 环 和 ，~- 般 地 讲 ， 既 不 是 一 个 关联 
组 ， 也 不 是 边 不 共用 关联 组 的 并 集 。 为 什么 史 ? 假使 我 们 考虑 一 个 图 局 的 两 个 关联 组 S (v,) 
和 和 S50,)， 伪 然 S《51) 田 S(v,) 是 一 个 关联 组 的 话 ， 那 么 S(v1) 胃 5S (v,) 中 的 每 一 条 边 一 定 
要 关 联 到 一 个 点 vu “的 ， 而 且 在 SCv) 急 S (wv,) 中 的 这 些 边 一 定 是 图 G 中 只 关联 到 点 u 7 的 那些 
边 。 换 名 话说， 假使 

S(w)= {ees ,ea ds Gn) 
和 S{vs}= {ee E7301 bs ,be) 
要 注意 到 ， 那 些 边 e,,e,,…,e, 是 芭 在 S(v,) 之 中 ， 又 在 S(v,) 之 中 的 ， 那 么 
Sa 四 So = (as ees an bis bore by 

既然 边 61,02,…,0. 不 在 S (vs) 之 中 ， 它 们 是 不 与 点 0, 相 关联 黄 ， 那 么 SCoD) 铭 S Cv) 也 不 是 
对 应 点 vs 的 关联 组 。 同 样 ，S 《wv,) 钨 5 140) 也 不 是 对 应 点 的 关联 组 。 只 有 当 S(v1) 引 SCv;) 
中 每 一 条 边关 联 到 除 点 vz, 和 vw, 以 外 的 一 个 点 ， 并 且 不 来 给 内 芍 图 中 没有 其 它 边 关联 到 这 一 个 
-点 时 ，S (zi 四 S(oa) 才 是 一 个 关联 组 .所 以 原来 给 出 前 图 一 定 取 有 如 图 4 一 2 《a) 所 未 的 
那样 的 子 图 作为 一 个 部 分 的 。 臣 此 讲 珊 个 关联 组 的 环 和 一 般 不 是 一 个 关联 组 。 

那么 ，S tv 1) 字 S (vw) 会 不 会 是 边 不 共用 关联 组 的 并 集 呢 ? 妨 果 Stv,) 针 Stv,) 没 有 共同 
边 ， 那 么 很 明显 S{yi) 旨 9(z2) 是 一 个 边 不 共用 关联 组 的 并 集 。 可 是 ， 这 种 情形 是 一 个 特例 。 
所 以 我 们 在 上 面 的 讨论 中 假定 5 Cv) 和 S (ws) 是 有 共同 边 的 。 要 是 S(v,) 儿 SC(vs) 是 边 不 共用 
关联 组 的 并 集 的 话 ，S(v) 候 St 中) 一定 可 以 分 解 威 S(r 们 ，S(o 分 ，…，Stv 人 等 有 个 组 
其 中 上 之 2。 这 样 在 $(o 中 中 3S(") 中 的 每 一 条 边 正 好 是 这 些 组 中 的 一 条 边 。 而 且 ， 组 
信 (v 们 一 定 是 给 出 的 图 中 对 应 于 点 ot 的 关联 组 ， 半 中 所 有 + = 1,2,…,&。 因 此 原来 纺 出 的 
图 一 定 包括 如 图 4 一 2 C6》 浙 示 那样 的 子 图 作为 一 个 部 分 。 这 样 ， 我 们 得 出 一 个 结论 ， 一 
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役 地 潮 ， 丙 个 关联 组 的 环 种 唉 不 是 一 个 关联 组 ， 也 不 是 边 不 共用 关联 组 的 并 集 。 


图 4 一 8 


第 二 节 ” 截 制 组 的 定义 


在 一 个 连通 图 局 中 ， 如 果 一 个 边 组 S 从 G 中 人 金 部 删除 后 ， 使 图 的 秩 数 呈 正好 减少 1， 而 
且 在 这 个 边 组 中 没有 一 个 真子 组 ( 扬 滑 S 的 真子 组 是 S 中 与 $ 不 恒 等 的 子 组 》 候 如 有 这 种 性 
质 的 话 ， 那 么 这 个 边 组 S 就 叫 作 截 荐 组， 或 称 宰 集 。 

例 4 一 1 在 图 4 一 3 (ca) 中 的 一 个 边 组 (5，c，d，、f 王 ) 中 ， 删 除 这 个 边 组 中 的 所 
有 边 ， 使 得 图 一 分 为 二 ， 成 为 一 个 分 离 图 ， 如 图 (b》 所 示 。 图 《a) 的 牧 数 RR 为 4, 一 上 一 
5 一 1 二 4， 而 图 (5) 的 RR 为 4,~&= 5 一 2 二 3。 如 果 在 边 组 (5，c，d，J 了 ) 中 只 
剩 除 其 中 所 条 边 醒 不 是 所 厅 边 的 话 ， 敬 如 说 只 异 除 边 4 ， < 和 台 ， 使 得 原委 成 为 一 入 如 图 
《6) 所 示 的 一 个 连通 图 ， 它 的 铁 数 仍旧 是 4 ， 即 秩 数 并 未 减少 。 所 以 根据 定义 。 边 组 (日 ， 
c，d，7) 是 一 个 截 制 组 。 由 此 可 见 ， 一 个 截 害 组 总 是 把 一 个 图 一 分 为 二 的 。 


医 4 一 3 


正春 图 4 一 3 {a》 中 的 一 个 边 组 (5 ，e ，3) 。 把 这 个 边 诅 中 所 有 的 边 铀 除 后 得 图 
(0) 。 在 第 二 章 中 已 经 讲 过 ， 边 的 删除 并 不 意味 着 端点 的 简 除 ， 所 以 在 图 〈d ) 中 仍 保 贸 
羞 点 4 ， 图 《ad) 的 秩 数 为 5 一 2 = 3， 努 边 组 《5，e，9》 的 删除 ， 靖 实 使 图 (ad ) 的 
隆 数 正好 减 一 ， 而 且 这 也 是 一 个 分 离 吕 。 可 是 ， 在 这 组 〈5 ，e ，9) 中 却 有 一 个 真子 组 
《5，e) ， 从 图 〔a) 中 删除 真子 组 《8 ，e ) 后 得 图 《〈《e) ， 后 者 的 秩 数 也 下 图 (a》 
焉 好 着 少 一 ， 而 且 图 (e ) 也 是 一 全 分 离 图 。 所 以 根据 稚 割 组 的 定义 ， 边 组 (5，e，9) 
不 能 算 作 一 个 截 制 组 ， 而 边 组 《5 ，e》 才 是 一 个 蕉 制 组 。 所 以 对 一 个 蕉 盾 组 也 可 以 这 样 下 
定义 ， 即 它 是 连通 图 中 的 一 个 最 小 边 组 ， 后 者 的 删除 使 原 图 的 特 数 减少 一 。 
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例 4 一 2? 图 4 一 4(9) 是 一 个 连通 图 ， 它 的 秩 数 为 6 -1 三 5。 边 组 (oa，2，vd， 
7 ) 的 删除 使 图 《a 》 成 为 图 〈5 》 那样 的 一 个 分 离 贺 ， 它 的 秩 数 为 6 一 2 一 4， 比 图 ( a》 
正好 咏 少 1， 而 且 边 组 (a ，“ ，d ，f ) 中 没有 其 它 子 组 有 这 样 的 性 质 ， 所 以 边 组 《o ， 
c ，d ，f) 是 一 个 截 割 组 。 再 看 这 1 作为 一 个 边 组 看 ， 抬 它 从 图 《2 》 中 胆 队 ， 使 品 {e ) 
成 为 图 (< ) ， 因 为 点 5 仍 保 留 状 ， 所 以 图 《c》 的 秩 数 为 4， 比 图 《4 ) 正好 减少 1。 因 
此 边 上 也 是 一 个 截 割 组 。 | 

在 杖 中 ， 任 何 一 条 边 即 枝 ) 的 别 除 把 一 棵 柑 一 分 为 二 ， 所 以 一 样 树 的 每 一 条 边 是 一 个 
截 割 组 。 

在 研究 通信 网 络 和 运输 网 络 的 性 质 时 ， 截 割 组 是 有 重大 意义 的 。 警 如 ,图 4 一 4 《9) 
中 的 6 个 点 代表 6 合 城市， 由 电话 线 〈 即 边 ) 联系 着 ， 我 们 希望 找 出 网 络 中 的 弱点 , . 以 便 用 
外 加 的 电话 线 来 加 强 它 。 我 作 就 要 研究 图 中 所 有 的 截 宰 组 ， 几 是 截 制 组 中 有 最少 边 的 那个 组 
就 是 景 脆弱 的 地 方 。 在 图 4 一 4 (Ca) 中， 点 5 所 代表 的 那个 城市 ， 只 要 边 ! 一 切断 ， 它 就 
与 其 它 城 市 失去 联系 。 


第 三 节 截 荐 组 的 若干 特性 


试 考虑 一 个 连通 图 GG 中 的 一 棵 生成 树 荆 和 局 中 任何 一 个 截 制 组 S。 同 一 个 图 中 ，S 与 个 
是 否 会 有 任何 共同 边 呢 ?* 回答 是 “有 的 ”， 否 则 从 G 中 删除 一 个 截 宙 组 8 就 不 会 把 G 一 分 为 
二 了 。 
定理 4 一 1 ;一 个 连通 图 人 中 每 一 个 截 制 组 必定 至 少 含有 G 中 每 标 生 成 树 的 一 个 枝 。 

那么 这 个 定理 的 逆 定 理 是 否 也 正确 呢 ? 换 旬 话说， 是 否 可 以 说 一 个 连通 图 中 一 个 最 小 过 
组 中 至 少 含有 每 棵 生成 树 的 一 个 枝 的 就 是 截 制 组 呢 ? 回答 是 “对 ”的 ， 理 由 如 下 。 

在 一 个 纵 定 的 过 通 加 台中 ， 设 入 是 @G 中 至 少 含有 每 一 村 生成 树 的 一 枝 的 最 小 边 组 。 
CCGQ) 是 G 中 删除 后记 余 留 的 子 图 。 既 然 子 图 《〈G 念 Q》 不 含有 的 生成 树 ， 所 以 
(CG 虽 Q)》 是 分 离 的 ， 其 中 有 一 部 分 可 能 只 有 一 个 孤立 点 。 而 且 ， 由 子 马 是 有 这 种 性 质 的 最 
小 边 组 ， 如 果 把 入 中 任何 一 条 边 e 还 给 〔〈GGQ) ， 那 么 至 少 可 以 产生 一 棵 生成 树 。 这 就 是 
说 《G 含 Q 田 2》 是 一 个 连通 图 。 因 此 从 局 中 删除 一 个 最 小 边 组 QQ 可 以 把 GG 一 分 为 二 。 这 就 
是 截 制 组 的 定义 。 所 以 
定理 4 一 2 ， 在 一 个 连通 图 G 中 ， 含 有 每 一 标 生 成 杉 中 至 少 一 枝 的 任何 一 个 景 小 边 组 是 一 个 
截 制 组 。 

现在 再 更 得 一 个 重要 定理 。 
定理 4 一 3， 每 一 个 回路 与 任何 一 个 截 岂 组 之 问 的 共同 边 数 为 偶数 。 


52 。 
于 :考虑 图 4 一 5 中 图 G 的 - -个 截 制 组 5。 


一 一 一 一 一 一 
Pe ~. 要 


图 4 一 5 

设 从 图 GG 中 革除 后，G 中 各 点 划分 为 两 个 互 不 相关 的 子 组 FF, 入,。 考 虑 在 G 中 有 一 个 回 
路 C 《如 粗 线 记 示 ) 。 如 果 人 中 所 有 各 点 完全 在 点 组 捕 : 《或 了 之 中 ， 那 么 8 和 C 之 癌 的 
共同 边 数 "就 是 零 ， 即 2.( 5S 个 C)= 9，0 是 一 个 偶数 。 另 一 方面 ， 郊 果 C 有 些 点 在 开 ; 之 
中 ， 有 些 点 在 让 ;之 中 ， 当 我 们 在 点 组 矿 , 和 六, 之 间 来 区 循 着 图 4 一 5 中 粗 线 边 中 第 头 扩 示 方 
和 应 沿 状 回 路 必 穿 行 时 ， 由 于 一 个 回路 的 闭 合 性 和 页， 在 广 ,和 六 ,之 间 所 经 过 的 边 数 一 定 是 俱 数 
的 。 还 闷 为 中 每 一 条 边 的 一 器 在 大- 中， 而 另 一 端 在 广 " 由 而且 G 中 的 其 它 边 没有 这 种 性 
质 ， 所 己 说 S 与 C 之 间 的 共 局 边 数 为 偶数 。 


第 丐 节 ”基本 蕉 制 组 


在 本 章 第 二 节 中 ， 已 经 讲 到 如 何 利用 截 制 组 来 识别 一 个 适 信 网 络 中 的 弱点 。 为 此 司 的， 
我 们 要 能 够 列举 一 个 图 的 所 有 蕉 独 组 ,然后 共 中 找 蝇 边 数 最 少 的 那个 规制 组 .即使 如 图 4 一 4 那 
样 的 简单 图 也 有 很 多 改制 组 .所 以 我 们 一 定 要 有 一 个 有 规则 的 方法 来 产生 所 有 有 关 的 城 鹿 组 。 

在 区 路 方面 ， 也 有 相似 的 问题 。 因 为 一 全 图 中 的 很 多 回 略 是 两 个 或 更 多 个 基本 回路 的 组 
合 ， 所 以 为 了 找寻 回路 组 ， 先 要 挡 出 基本 回路 。 硅 截 制 组 方面 ， 也 可 以 用 网 样 的 办 法 。 正 因 
为 一 株 生 成 寿 难 交 定 一 个 基本 回路 组 是 必要 的 ， 一 样 生 成 奉 对 确定 一 个 基本 截 制 组 也 是 必要 
的 。 所 以 注意 回路 组 与 鹤 制 组 之 间 的 类 似 性 对 我 们 了 均 截 制 组 是 有 好 处 的 。 

谱 一 个 连通 加 G 中 有 一 标 生成 桂 ? 。: 是 本 中 的 任何 一 梳 。 因 为 组 《5》 是 下 中 的 一 个 
截 草 组 ， 它 把 了 中 所 有 点 划分 为 分 离 的 两 组 。 每 组 各 在 核 5 的 一端 。 青 考虑 G 中 各 点 的 这 个 
划分 和 对 应 这 个 划分 的 截 制 组 S 。 截 祝 组 3 将 只 含有 了 的 一 枝 5 ， 机 3 中 其 余 (如 果 有 的 
话 ) 各 过 是 了 的 疙 。 这 种 只 含 树 了 的 一 枝 的 一 个 规制 组 S 是 
作 工 的 一 个 基本 规制 组 。 在 图 4 一 6 中 ， 有 粗 线 所 示 前 一 标 1 


生成 码 卫 以 及 唐 线 所 示 的 下 的 所 有 5 个 基本 被 齐 组 。 ~ 
正 象 一 机 生成 司 的 每 一 条 终 确 定 一 个 唯一 的 驮 本 回路 ， 4 e 
一 棵 生成 衬 的 每 一 个 核 磋 定 一 个 唯一 的 基本 截 制 组 。 必 须 注 -个 对 


意 ， 所 谓 基 本 截 审 组 〈 正 像 基 本 回路 一 样 》 只 是 对 某 一 给 定 
的 生成 岗 才 是 页 意义 的 。 4 

设想 一 个 连通 网 中 有 一 标 生 成 树 个。 设 c, 是 关于 个 的 一 条 天 ， 并 且 设 由 上 ,所 组 成 的 基 
本 网 路 岂 C ， 它 易 了 肯 纺 =, 外 ， 扩 有 上 只 个 枝 ，bs，…， be 就 是 说 ，C 一 (crypt ba 
4:} 是 甘于 人 的 一 个 基本 由 路 。 任 何 一 株 生 成 衬 的 每 一 个 枝 与 它 相 结合 的 有 一 个 基 本 截 币 
组 。 设 5 ,是 与 5, 相 绪 合 的 基本 截 割 组 ， 它 除了 有 枝 呈 外 ， 还 有 9 条 张 ， 就 是 说 ，S 一 (6 
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cu，cz，…，<) 是 关于 了 的 一 个 基本 鹤 割 组 。 

根据 定理 4 一 3 ,在 C 与 .之 间 有 偶数 条 共同 边 。 边 8, 是 既 在 c 之 中 ， 又 在 5S, 之 中 。 
那么 只 有 另 一 条 其 它 边 在 C 中 ， 这 就 是 c,， 它 也 可 能 在 S, 之 中 。 所 以 这 样 就 一 定 有 两 条 边 ， 
即 5. 和 c, 是 5S, 和 C 所 共有 的 ， 因 此 弦 c, 是 弦 组 c,，cs*，…，c* 之 中 的 一 条 。 

这 个 论证 对 于 与 5,，6s，…， 5 , 相 结 合 的 基本 共 记 组 也 是 对 交 。 亡 以 弦 c， 是 合 于 C 中 与 
渚 枝 相 结 合 的 每 一 个 基本 鹤 割 组 中 。 

那么 ci; 是否 可 能 在 于 除 那些 与 5,，5,，…，5: 相 结合 之 外 的 任何 别 的 基本 鹤 制 组 S'( 当 
然 对 工 而 盲 的 之 中 呢 ? 回答 是 否定 的 ， 否 则 既然 C 中 设 有 一 枝 是 在 S' 之 中 ， 那 么 只 有 一 
个 结果 ， 就 是 S$" 和 C 只 有 一 条 共同 边 c, 了 。 这 是 与 定理 4 一 3 相 违 背 的 。 因 此 我 们 得 到 一 
个 重要 结果 ， 即 
定理 4 一 4 ， 对 一 棵 给 定 的 生成 树 了 而 言 ， 确 定 着 一 个 基本 回路 C 的 一 条 藤 c, 只 出 现在 C 中 
诸 枝 所 确定 的 那些 基本 鹤 割 组 之 中 ， 而 不 会 出 现在 其 它 之 中 。 

例 4 一 3 图 4 一 6 中 粗 线 所 示 是 一 标 生 成 树 (b，c ，e，k，1)。 由 弦 了 所 组 成 的 
基本 回路 是 《ff，e。，k，1) 。 册 3 个 校 e，k& 和 1 所 确定 的 3 个 基本 鹤 割 组 是 

由 枝 。 记 确定 的 ，(d,，。，f) 

由 枝 & 所 确定 的 ， (ff，9，&) 

由 枝 1 所 确定 的 ，。(f，98，1) 
弦子 在 这 3 个 基本 裤 制 组 中 每 个 都 有 ， 但 是 其 它 基本 裤 制 组 不 会 含有 f 的 。 

定理 4 一 4 的 道 定理 也 是 正确 的 。 
定理 4 一 5 ， 对 于 一 个 给 定 的 生成 树 了 而 言 ， 确 定 着 一 个 基本 截 害 组 S 的 一 个 枝 5, 只 出 现在 
S 中 诸 弦 所 确定 的 那些 基本 回路 之 中 ， 而 不 会 在 其 它 之 中 。 

证 ， 这 个 证 明 所 用 的 论证 与 定理 4 一 4 所 用 的 相似 。 设 由 一 个 校 5, 所 确定 的 基本 截 制 组 
5S 为 

人 一 (clycay ,0s) 
并 设 由 弦 c, 所 确定 的 基本 回路 C, 为 
C=(c1,b1, 0," ,be) 
因为 S 和 C, 的 共同 边 数 一 定 是 偶数 ，6, 一 定 是 在 C, 之 中 。 对 于 由 弦 cs，cs，*…，cs 所 组 成 的 
基本 回路 ， 这 也 是 正确 的 。 
一 方面 ， 假 使 ,出 现在 由 芝 cl，cs，…，<c* 以 外 的 一 条 弦 记 组 成 的 一 个 基本 河 路 Co+， 

之 中 。 了 既然 谱 弦 cl，ca，…，c 之 中 没有 一 条 豆 是 在 Ci 之 中 ， 那 么 对 于 一 个 回路 Co 与 截 
割 组 S 之 间 只 有 一 条 共同 边 6, 了 ， 这 是 不 可 能 的 。 这 就 证 明了 这 个 定理 。 征 

例 4 一 4 以 图 4 一 6 中 生成 村 (5，c，e，R，1) 中 的 枝 e 为 例 ， 由 e 所 确定 的 基 
本 截 割 组 是 〈d ，e ，f) ， 由 弦 d 和 所 确定 的 两 个 基本 回路 是 

由 弦 d 所 确定 的 ，〈《c，d，e) 

由 弦 了 所 确定 的 ，《〈e ， 了 ，R， 站) 
枝 e 都 包括 在 这 两 个 基本 回路 中 ， 而 在 其 它 三 个 基本 回路 中 都 不 含有 枝 e 的 。 


第 五 节 截 制 组 的 环 和 


在 研究 截 制 组 的 环 和 之 前 ， 让 我 们 先 讨 论 一 下 边 组 的 分 解 。 


5 


设 一 个 图 中 点 组 扩 的 非 空 不 共用 真子 组 为 扩 .， 六 。， 志 。 和 天 。。 就 是 


VECV 《4—1) 
矿 ,站 (4—2) 

式 中 PE(a，b，c，d), 并 且 当 P，9g 《l(a,，5b，c，d) 和 了 P 承 9 时 
VNV=$ (4 一 3) 
设 。 Y=V, UV, C4—4) 
和 Vo=V ,Vs (4—5) 
则 E(V sxV)=EV, UY, xV. Ur) 《4 一 6) 


其 中 为 边 组 ， 符 号 ( 矿 4xYs) 表 示 一 个 边 组 中 每 一 条 边 从 矿 4 中 的 一 个 点 连接 到 六 s 中 的 
一 个 点 。 我 们 可 以 把 (VY x 玉 ,U 矿 ,) 分 解 成 下 烈 4 组。 
(一 )E(YV。 x )， 包 括 太 ,中 的 一 个 点 与 六 .中 的 一 个 点 之 闻 相 连接 的 所 有 那些 边 。 
《二 ) (Vx 了 4)， 包 插 太 ,中 的 一 个 点 与 广 , 中 的 一 个 点 之 间 相 连接 的 所 有 那些 边 。 
(三 )》 巨 (V' x 人 矿 .)， 包 括 矿 中 的 一 个 点 与 广 . 中 的 一 个 点 之 间 相 连接 的 所 有 那些 边 。 
《四 》E(V。x 玉 )， 包 括 太 ,中 的 一 个 点 与 广 ,中 的 一 个 点 之 间 相 连接 的 所 有 那些 边 。 
换 旬 话说 ，ECY ,YY x 严 。UFa) 可 以 表示 为 
EVUV, x VUV)=ECY, xVOUED ,XVI)UEC, xV UE , xY,) 
(4—7) 
由 此 可 网， 这 些 达 组 ECV ,x 术 ,)，E(V。xV)，E(V ,x8V,) 和 E(V sx 矿 4) 中 任何 两 组 问 
部 没有 共同 边 。 所 以 式 (4 一 7) 可 以 写成 为 ; 
EV UY XV UV)=EV,. VIDOE, xV DE, xV IDEY, xV,) 


(4—8) 
同样 ，ECO74x8 了 让 可 以 展开 为 
E(V sxVD)=EV UV, xY UY,) 
=EC,xVIOE(,. xV IDE, xY,) (4—9) 
但 是 由 于 这 里 所 沽 虑 的 线性 图 是 无 尚 的 ， 所 以 
E(V ,xV)=E(Y, xV,) 《4 一 10) 


现在 我 们 来 研究 如 何 从 一 个 图 的 已 知 苓 审 组 来 求 得 其 它 截 制 组 。 先 研究 一 个 定理 。 
定理 4 一 6， 一 个 图 中 任何 两 个 裁 制 组 的 环 和 是 另 一 个 截 制 组 ， 或 者 是 些 蕉 割 组 的 边 不 共用 
并 集 。 

证 ， 设 S, 和 5S: 是 一 个 连通 图 G 的 两 个 截 基 组， 六 ,和 亚 : 是 G 的 点 组 江 中 对 应 .S; 的 两 个 非 
空 不 共用 真子 组 ， 矿 ;和 六 ,是 对 应 ,的 两 个 非 空 不 共用 真子 组 。 两 个 被 割 组 和 它们 的 点 组 这 
划分 情形 如 图 4 一 7 所 示 。 由 图 《4 〉 和 图 .《 5b》 可 见 

VUV,=V 和 VNV ,=$ 
VUV ,=V 和 Vs N= 

设 子 级 (VN 了 OU (VN ,) 则 作 矿 6。。 根 据 定 义 ， 这 个 子 组 等 于 广 , 儿 放 , 的。 同样 ， 设 
子 组 (7 站 这 UY, 间 广 0) 则 作 让 。， 这 等 于 矿 ,四 Ys 的 。 它 们 的 关系 见 图 4 一 7 (0c》。 

两 个 被 制 组 的 环 和 S$, 和 5 只 包括 连接 六 中 的 点 到 六 ,中 的 点 的 那些 边 。 而 且 在 S 1 命 S, 之 
外 是 没有 连接 大。 中 的 点 到 六 s 中 的 点 的 边 的 。 

内 焉 SB5; 这 个 边 组 把 六 则 分 为 刻 ; 和 六 ,， 邑 VU YY。 一 VY 和 V6 站 这 =。 

所 以 从 G 中 删除 S$, 细 5S; 后 ， 妨 果 每 个 包括 三 ,入 6 的 子 图 仍旧 是 连通 的 话 ， 那 么 S;, 中 S。 


是 一 个 戴 割 组， 否则 就 是 些 鹤 割 组 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 


图 4 一 7 


例 4 一 5 在 图 4--6 中， 让 我 们 求 下 列 3 对 截 制 组 的 环 和 
(de,j) 引 (9 =(d eg, 月 另 一 个 截 割 组 
{a,b) 四 (65,c ,ef)=(9,c,e,f) 男 一 个 截 抽 组 
(d,e,9,RDf ,9,1)=(d,e,f,k,!) 
=(d,e,f)UL(E,1) 

两 个 载 割 组 的 一 个 边 不 共 轴 并 集 

由 此 可 见 ， 巾 一 个 图 中 车 于 已 知 截 害 组 可 以 得 到 一 个 产生 其 它 截 制 组 的 方法 。 不 过 用 这 
个 方法 ， 我 们 是 不 能 从 图 中 任何 两 个 截 害 组 开始 而 得 到 图 中 所 有 截 割 组 的 。 我 们 必须 从 前 一 
节 中 所 讲 的 关于 一 个 已 知 生成 树 的 所 有 基本 截 制 组 着 手 ， 才 能 得 到 图 中 所 有 的 截 灾 组 。 

例 4 一 6 在 唱 4 一 8 中, 粗 线 所 示 是 这 个 图 的 一 标 生 成 峙 ,关于 这 棵 生成 树 的 基本 截 制 
组 有 ; Si=(ayc,f)，5S:=(a,de)，Ss=(b,e) 和 3S,=(a,c,9)。 通 过 环 和 运 
算 ， 我 们 可 以 得 到 这 个 图 的 所 有 截 制 组 ， 截 制 组 的 边 不 共用 并 集 ， 和 空 组 的 集体 { 5} 的 所 有 
元 如 下 ， 

SIBS.= (c,d,e,f) 

SIBSs=(a,b,c0,f) 

SDS,=(f,9) 
s=(a,b,4) 

SPS=(c,d,e, 9g) 

SBS.=(a,0b,c,0,9) 

SHIPS = (6,c,d,7f) 

SBSDS,= (0,d,e,1,9) 图 4 一 8 

SDSPS = 8,6,f,9) 

SPSBS ,= (8,0,d,9) 

SIPSDS PBS,= (4,b,d,f,9) 

3 四 9,=3: 外 := 下 := 了 由 := 
注意 上 述 运 算 结 果 中 ，3 中 3 3: 由 53 中 :四 3 和 3 中 3: 申 5: 中 S, 都 是 些 截 市 组 的 边 
不 共用 并 集 。 

头 于 截 制 组 与 关联 组 的 关系 有 下 列 几 个 重要 定理 。 
定理 4 一 7 : 任何 - ' 个 戴 贡 组 可 以 表示 为 关联 组 的 环 和 。 
定理 4 - 8: 设 G 为 一 个 连通 图 ， 则 任何 -个 关联 组 等 于 @ 中 所 有 其 余 关 联 组 的 环 和 。 
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这 两 个 定理 的 证 明 从 略 。 
定理 4 一 9， 设 G 是 一 个 包括 个 点 和 个 部 分 的 分 离线 性 图 。 则 它 正好 有 "一 个 线性 无 
美 关联 组 。 

根据 定理 4 一 8 ， 一 个 线性 图 的 ,~ 个 线 福 无 关 关联 组 通过 环 和 运算 就 尼 饮 求 得 这 个 
图 的 所 有 规 基 组 。 换 名 话说， 一 个 图 的 所 有 截 制 组 ， 截 制 组 的 边 不 共用 并 集 ， 和 空 集 的 集体 
{SS} 可 以 表达 为 

{SH= {SC PBI) DOS tr,,)} 
SV So So ELAS, r=1,2,0 ,HN,— (4—11) 

起 中 {5S {2)} 是 图 的 ,一 个 线性 无 关 关 联 组 的 集体 。 

例 4 一 7 在 图 4 一 8 中 ， 因 为 一 1 ， 邑 na 一 一 4, 盾 以 这 个 图 有 4 个 线性 无 关 关联 
组 。 假 使 我 们 选 St1)= 一 (ac S(3)=(e,b,d), S(t(4)=(5,2) 和 S(5)= 
《c,d ,，e ,9) 作 为 4 个 线性 无 关 关 联 组 ， 那 么 

SC (DD={5c,d,f) 

SOCOMSCA)= Cade,e, fy 

SIDES(D=(a,d,e,f .8s) 
SI=(avd ye) 
(B={u, b,c,s,.9) 
(B= ,c,d,y) 
(DESID=(e ,de,f) 
S (WPS ,ef ,9) 
SAS (OE 


SVSMDS = ,9) 
担 如 SL，5S 31，5 4，S (5) 和 守 组 就 是 {.S} 守 的 序 有 组 。 
这 里 所 得 结果 是 与 例 4 一 6 所 得 的 结果 完全 相同 的 。 


第 六 节 ”连通 庆 和 可 分 性 


- 个 连通 外 伙 的 每 一 个 截 制 组 包 猎 若干 条 边 。 最 小 项 割 组 〔 即 有 最 少 过 数 的 截 寡 组 ) 的 
边 数 叫 帮 人 的 边 连通 度 ， 也 可 忆 拒 一 个 图 的 边 连通 度 解 姑 为 从 图 中 删除 欧 最 少 边 数 而 能 使 络 
前 秩 数 正好 减少 1 。 例 如 ， 一 溉 衬 的 边 连 通 度 为 1。 图 4 一 4 (a》) ，4 一 6 和 4 一 8 的 边 
连通 度 分 别 为 1 、2 和 2 。 

观察 图 4 一 9 ， 我 们 可 以 发 现 从 这 个 区 中 删除 一 条 边 ， 甚 至 两 条 边 ， 也 不 能 司 这 个 图 分 
离 为 二 。 可 是 测 除 一 个 点 v 却 能 把 这 个 图 分 割 为 二 个 图 。 一 
个 连通 图 的 点 连通 寝 ， 简 称 连通 度 ， 襄 是 从 图 中 辕 除 最 少 点 
数 而 能 使 过 接 图 分 离 成 为 二 个 藉 的 。 一 操 树 的 点 连通 度 为 
1。 图 4 一 4 (2) 、4 一 6 和 4 一 9 的 点 连通 度 分 别 为 加 
1、2 和 1。 我 们 这 里 对 这 连 通 度 和 点 连通 度 下 定义 时 ， 都 
是 对 连通 图 而 言 的 。 有 的 书 上 把 分 离 图 的 边 连 通 度 和 点 连通 
康 都 说 是 零 。 图 4 一 9 
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如 举 一 个 连通 图 的 点 连通 度 为 1 的 这 个 图 就 称 为 可 分 图 。 这 个 问题 已 经 在 第 .二 章 中 讲 
过 。 可 分 图 也 可 以 这 样 下 定义 ， 就 是 ， 如 里 一 个 连通 图 G 有 一 个 于 图 g， 它 与 余 图 g 之 间 只 
有 一 个 共同 点 ， 这 个 连通 图 G 就 叫 作 可 分 图 。 图 4 一 8 中 的 点 ” 叫 作 规制 点 。 在 一 棵 树 中 ， 
凡是 点 的 次 数 大 于 一 的 都 是 截 害 点 。 关 于 鹤 割 点 有 下 面 的 定理 。 
定理 4 一 10， 在 一 个 连通 于 休 中 ， 当 且 仅 当 他 中 有 这 样 的 两 点 z 和 5， 它们 之 间 的 每 一 条 路 
径 必 须 通 过 一 个 点 "， 这 个 点 口 就 是 台 的 截 割 点 。 

这 个 定理 的 含义 是 很 重要 的 。 对 通信 网 络 面 言 ， 如 果 这 个 通信 网 络 用 一 个 组 性 图 G 来 表 
示 。 这 个 点 "就 是 > 和 4” 之 间 必 经 的 关键 虑 。 所 以 连通 并 和 可 分 性 的 研究 是 有 实际 应 月 意义 
的 。 现 在 举 讽 来 说 若 它 们 的 应 用 。 

假设 我 们 有 *, 个 站 用 ”条 组 路 来 连通 。 这 些 线路 可 能 是 电 活 线 、 桥 梁 ， 铁 路 。 公 路 、 隧 
道 、 或 输油管 等 。 其 中 n. 之 .一 1 。 这 些 站 之 间 用 怎样 的 连接 法 最 好 呢 ? 所 谓 “ 最 好 ”是 指 
这 个 网 络 中 其 一 个 站 或 某 一 条 线 栈 ， 或 某 些 站 或 某 最 线 路 遗 受 破坏 时 ,网 络 要 尽量 少 受 报 害 。 
换 名 话说， 由 %. 个 点 和 %。 条 远 所 构成 的 图 要 有 最 大 可 能 的 这 连通 谋 和 点 连通 度 。 

例如 ， 图 4 一 9 中 有 mu 一 8 ， 和 和 n,=16， 这 个 图 的 点 连通 度 为 1 和 边 连通 度 为 3 。 用 相 
同 的 点 数 和 边 数 〔 即 4, 二 8 ，r, 二 16》 构 成 的 另 一 个 图 如 图 4 一 10 所 示 ， 而 这 个 图 的 点 连通 
度 和 边 连通 谎 都 是 4。 因 此 ， 这 个 系统 中 即 馈 有 3 个 站 被 炸 或 3 条 线路 被 破坏 ， 其 余 各 站 相 
互 之 间 仍 旧 能 够 联系 。 所 以 如 图 4 一 10 的 网 络 虽然 仍 归 用 16 条 线路 来 连通 3 个 站 ， 要 比 
4 一 9 那样 的 系统 好 得 多 。 

在 给 定 的 和 n, 的 条 件 下 ， 和 什么 是 最 高 的 点 连 题 误 和 边 连 度 呢 ? 


下 而 那些 定理 是 答案 。 
定理 4 一 11， 一 个 图 伺 的 边 过 通 度 不 可 能 超过 G 中 最 小 关联 组 的 次 
数 。 


证 ， 没 点 v1 为 图 G 中 的 最 少 次 数 的 点 。 设 dv,) 是 点 v; 的 次 数 。 
从 图 G 中 陨 除 关联 到 点 w; 的 4(o)) 条 边 ， 就 能 使 点 ww, 从 G 中 分 离 出 
来 。 所 以 最 小 关联 组 的 次 数 就 是 图 口 的 边 过 通 度 。 秆 4 
定理 4 一 12， 尾 何 图 G 的 点 连通 度 永远 不 能 超过 G 的 边 连通 度 。 

证 ， 设 人 的 边 连 通 度 为 <。G 中 就 有 一 个 截 鲜 组 S 是 关联 着 q 条 边 的 。 设 5 划分 G 的 所 
有 点 为 六 ,和 六 ;两 个 子 组 。 千 从 S 中 的 那些 边 靳 关联 的 ,< 或 六 ,，》 中 至 多 影 除 0 个 点 时 ， 我 
们 就 能 达到 站 G 中 删除 5， 连同 这 些 点 中 关联 着 的 所 有 其 它 边 。 这 就 证 明了 这 个 定理 。 目 

由 此 得 到 一 个 维 论 ， 在 一 个 有 两 个 点 以 上 的 不 可 分 图 中 。 每 个 规制 组 窗 少 含有 两 条 边 。 
定理 4 一 13， 在 一 个 有 ,个 点 和 ”条 边 《n, 之 7, 一 1 》 的 图 GG 中 所 能 得 到 的 最 大 点 连通 度 为 
2nsdn, 的 整数 部 分 ， 即 L211,J。 

这 是 因为 G 中 每 一 条 边 提供 的 次 数 为 2。 一 个 图 的 总 次 数 为 2x,， 分 配给 m 个 点 。 既 然 
+ 宕 1 一 1 ， 所 以 图 忆 中 一 定 至 少 有 一 个 点 的 次 数 等 于 或 小 于 2w./n。。 很 据 定理 4 一 11 和 定 
理 4 一 12，G 的 点 连通 度 不 能 超过 这 个 数 2。/4,。 

为 了 继续 进行 证 明 ， 一 个 人 可 以 先 画 出 一 个 有 z+ 个 点 和 次 数 为 L214,/n。 的 正则 图 ， 然 后 
任意 添加 其 余 的 m. 一 (nr.12).L2n,1n,j 条 边 。 读 者 试 完成 其 余 的 证 明 。 

上 述 3 个 定理 可 以 概括 如 下 ， 

点 连通 度 所 边 湛 通 度 坊 2n。/n。 {4—12) 

景 大 可 能 的 点 连通 度 王 L2p./zj (4 一 13) 
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所 以 ， 如 图 4 一 9 和 4 一 10 所 示 的 有 8 个 点 和 16 条 边 的 图 的 最 大 可 能 的 点 连通 度 为 2 x 1678 
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如 果 一 个 图 GG 的 点 连 么 度 为 上 ， 这 个 图 就 叫 作 -连接 医 。 所 以 ， 一 个 所 询 二 连接 图 就 
是 说 它 是 一 个 可 分 图 。 

除了 起 虚 和 终点 之 外 ， 路 径 之 间 没 有 共同 点 的 叫 作 不 相交 路 径 或 点 不 共用 路 径 。 
定理 4 一 14， 当 于 仅 当 一 个 过 通 图 G 的 每 一 对 点 之 间 是 由 或 更 多 的 不 相交 路 径 所 连接 ， 并 
且 诗 少 有 一 对 点 是 正好 由 个 不 相 变 路 径 连接 时 ，G 是 一 个 护 连 接 图 。 
定理 4 一 15， 当 且 仅 当 一 个 图 G 的 每 一 对 点 是 由 用 或 更 多 的 边 不 共用 路 径 〈 足 径 可 能 相交 ， 
但 是 没有 共同 边 ) 所 连接 ， 并 且 至 少 有 有一 对 点 是 正好 由 有 个 边 不 共用 路 径 所 连接 时 ， 这 个 图 
妇 的 边 连通 度 为 天 。 


4—1 
4 一 2 
4 一 3 
4 一 4 
4 一 5 


“< 一 6 


习 是 


挑选 图 4 一 10 中 任意 一 裸 生成 罕 ， 列 出 关于 这 棵 树 的 ?个 基本 截 割 组 。 

取 题 4 一 1 中 7 个 基本 裁 删 组， 利用 环 和 运算 得 出 这 个 图 的 所 有 鹤 制 组 。 

列 出 图 4 一 4 《03) 中 关于 点 对 2，3 之 间 的 所 有 截 割 组 。 

证 明 图 ?一 坊 中 图 的 边 连 适度 和 点 过 通 度 都 等 于 3 。 

5 个 点 完全 图 的 边 连 通 度 是 多 少 ? 

证 明 在 一 个 连通 图 G 中 ，G 中 的 一 个 截 甸 组 的 余 轿 不 含有 生成 树 ， 一 樟 生 成 树 


的 余 图 《 即 东 组 ) 不 含有 丧 割 组 。 


4 一 了 
4 一 8 
4 一 9 


证 明 在 一 个 不 可 分 图 G 中 ， 关 联 到 G 的 每 个 点 的 边 组 是 一 个 截 制 组 。 
证 明 具 有 3 个 或 更 多 点 的 一 个 连通 图 中 ， 至 少 存在 2 个 点 不 是 藏 审 点 。 
证 明 当 且 仅 当 图 @ 的 每 个 点 都 能 够 放 在 @ 的 某 一 回路 时 ， 图 G 是 不 可 分 图 。 


4 一 10 在 一 个 连通 图 局 中 ， 设 只 是 具有 以 下 特性 的 一 个 边 组 ， 
(1) QQ 同 G 的 每 一 戴 制 组 有 侦 数 的 共同 边 〈 包 括 零 ) 3 

{2) 不 存在 满足 特性 《 1》 的 Q 的 真子 集 。 

证 明 驴 是 一 个 回路 。 


4—Il 


数 之 5。 


4 一 12 


西 适 一 个 具有 下 列 特 性 的 图 G，G 的 边 连通 度 是 4 ， 点 连通 度 是 3 ， 每 点 的 次 


证 明 一 个 欧 拉 图 不 可 能 具有 奇数 达 的 截 割 组 。 
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第 五 章 ”图 的 矩阵 表示 法 


第 一 节 窍 阵 的 基本 运算 


在 讲 到 图 的 矩阵 表示 法 之 前 ， 我 们 先 复习 一 下 给 阵 的 基本 概念 和 几 种 基本 运算 。 
由 mx # 个 实数 或 复数 括 成 m 行 和 + 列 的 表 叫 作 mr x 天 阵 4。 例 如 


G1 G12 Gis 


Bar G22 G2 
A= : (5—1) 


当 古 一 ?时 ，-4 就 吕方 矩阵 ， 或 时 = 阶 方 阵 ， 或 简称 方 阵 。 
在 矩阵 中 ，9,; 是 行 了 和 列 了 的 元 素 。 作 为 一 种 简单 表示 法 ， 式 《5 一 1) 可 以 写成 


A=[avly i=1, 2, 0 更 
j=1, 2, 7 (5—2) 
一 个 由 mx 工 个 数 排 成 的 矩阵 叫 作 列 矩阵 。 
例如 
四 
Ts | 
X=|; | (5 一 3) 
Lz.) 
同样 ， 一 个 由 1 x # 个 数 排 成 的 甜 阵 叫 作 行 窟 阵 。 例 如 
” 不 =[zl Ye … ro] 《5 一 4) 
一 个 方 阵 4 = [ai 站 具有 下 列 性 质 ， 即 : 
ay=0, ixj (5—5) 
叫做 对 角 和 矩阵 。 就 是 说 ， 除 了 主 对 角 线 的 元 素 外 。 其 它 的 元 素 都 是 堆 ， 如 
[a 0% 0 os 0. 
|0 a 0 让 人 aas 
4=| : 1 : = 本 (5—6) 
上 0 0 Gar 0 Ton 
对 鱼 矩 阵 有 时 用 符号 diag 来 表示 。 


一 个 单位 矩阵 局 是 一 种 对 第 矩阵 ， 它 的 su= 15 i= 1 ，2，…，7， 如 
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《5 一 7》 


Lo 5 - 1] L 1 J 


就 是 说 ， 主 对 角 线 上 的 元 素 都 羡 1 ， 而 其 余 元 素 都 是 0 。 

如 果 一 个 矩阵 4 的 ao,i = oj， 这 个 矩阵 叫 作 对 称 矩 阵 。 

一 个 于 换算 阵 是 一 种 矩阵 ， 在 每 行 〈 或 列 》 中 只 有 一 个 元 素 的 值 不 是 0 而 是 1 。 在 六 阶 
的 置换 矩阵 中 ， 有 1 个 置换 矩阵 。 

如 果 一 个 矩阵 的 所 有 元 素 都 是 稚 ， 这 个 矩阵 叫 作 零 矩 阵 ， 用 [ 0 ] 来 表示 。 

当 且 仅 当 两 个 矩阵 4 CossJ] 和 B=[5i1] 的 对 应 元 素 都 是 相等 时 ， 即 

一 下 i=1, 2, "hh, j=1, 2, nn, 

4 和 B 是 站 等 的 。 这 就 在 定义 中 隐 含 有 有 4 和 BB 必须 有 相同 的 行 数 和 列 数 ， 即 是 同 阶 的。 也 就 
是 如 果 A4 是 mx n， 则 B 一 定 也 是 mx n。 

如 时 两 个 短 阵 4=[a;iJ 和 8B =[5:;] 是 同 阶 的 ， 它 们 的 和 与 差 是 


At B=C=[C (5—8) 
其 中 ci 一 av 士 8 
矩阵 的 加 法 是 符合 交换 律 的 ， 即 
A+B=B+A (5—9) 
同样 ， 加 法 也 是 符合 结合 律 的 ， 即 
A+{B+C)=(AT+B)+C (5—10) 
当 一 个 矩阵 4 葬 以 一 个 常数 或 纯 量 上 时， 等 于 4 中 每 一 元 素 o1; 乘 以 K， 即 
KA=[Ka,] (5—11) 
设 和 矩阵 4 为 m x n， 短 阵 B 为 x x 了 P， 则 当 .4 左 乘 以 8 时 所 得 的 乘积 48 为 
AB=C=[eii) C5—12) 
其 中 ，。 co 一 ob 让 =1，2，…， 要 ， 了 二 1，2，*…, 卫 ,结果 估 隆 C 是 mx p。 


乘法 的 运算 是 行 乘 列 运算 。 就 是 说 ，4 中 行 i 的 每 一 元 素 乘 以 中 列 7 的 对 应 元 素 。 这 些 滋 
积 合 起 来 得 到 C 中 的 c,;。 所 以 两 个 矩阵 4 和 BB 相 乘 时 ， 必 须 是 4 的 列 数 等 于 8B 的 行 数 。 应 
注意 矩阵 的 乘法 一 般 不 适合 交换 律 ， 即 
ABXBA (5—13) 
所 以 矩阵 4 乘 以 矩阵 五 ， 必 须 说 明 是 左 乘 还 是 右 乘 。 
矩阵 的 习 法 适合 下 列 诸 定律 


(一 ) 结合 律 A(B8C)=(4B)C (5—140 
(二 ) 分 配 律 4(B+C)=4B+4C (5 一 1 可 
(4+B)C=4C+BC (5 一 16) 

当 一 个 矩阵 4 乘 以 一 个 同 阶 的 单位 矩阵 UU 时 ， 
AU=4 (5—17) 


如 果 A4 和 B 是 两 个 方 害 阵 ， 而 且 
AB=8A=U 《5 一 18) 


。61 。 


那么 召 是 才 的 送 矩 阵 ， 昨 4: 来 表 示 。 任 意 一 个 方 矩阵 不 一 定 有 道 。 竹 阵 有 送 的 条 件 是 要 求 
矩阵 的 行列 式 信 1.4| 不 等 于 零 ， 即 矩阵 4 是非 奇 异 的 。 
出 式 〈5 一 18》 可知 ， 4 和 如 是 互 北 的 。 所 以 式 (5 一 18) 可 以 写成 


AA1=A1A=U 《5 一 19? 
道 抵 阵 在 矩阵 代数 中 起 着 普通 代数 中 除法 的 作用 。 所 以 。 如 果 
AB=CD (5 —20) 


式 中 ”4 是 一 个 非 奇 异 矩阵 ， 那 么 
， A-1AB=A-CD 


或 
B=A CD 《5 一 213 
这 就 是 矩阵 的 除法 。 
设 一 个 mx 3 矩阵 才 为 
[a an om 
| Ga Gas Can 
A=|: : {5—22) 
把 它 的 行 和 列 互 换 ， 邵 
qn ga em | 
os Ga Goz | 
A = ; :1 《5 一 23) 
要 ' 叫 作 了 4 的 转 置 抵 阵 。 
矩阵 的 转 置 运 算 送 合 下 列 算 律 : 
(CAV)'— A 《5 一 24) 
(RAY'=KA' (5 —25) 
{A+B)'=A:+B: 《5 一 26) 
《45) 一 可 :4 (5—27) 
CA Age A) = A A AEAT (5—28) 


算 阵 4 的 初等 变换 有 

(一 ) 对 换 矩 阵 中 的 两 行 或 两 列 ， 

《二 ) 用 一 个 不 是 零 的 数 乘 算 阵 的 一 行 或 一 列 ， 

(三 ) 月 一 个 数 飞 4 的 一 行 (或 列 ) 加 到 .4 的 另 一 行 (或 列 )。 

撼 阵 经 过 初等 变换 后 不 改变 它 的 秩 。 

一 个 矩阵 可 以 用 一些 从 左 到 右 的 横 线 和 一 些 从 上 到 下 的 至 线 分 成 若干 个 子 矩 阵 ， 这 种 方 


〈5 一 29? 
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同样 ， 我 们 也 可 以 只 用 模 线 把 一 个 矩阵 如 分 瑞 成 


B 1 ， 
B=| (5—30) 
Bs 
则 
[和 和 1 Bi]_[ A Brit AisBa | (5 3) 
A 4s ea 


在 图 论 中 所 用 的 短 阵 一 般 上 只 含有 两 个 元 案值 ， 即 9 和 1 。 这 种 失 阵 称 为 二 进 制 矩阵 ， 或 
《0 ，1) 矩阵 。 它 的 运算 有 两 种 方式 ， 就 是 模 2 算术 和 布尔 算术 。 
在 模 2 算术 的 运算 中 是 把 正常 算术 的 结果 除 以 2 ， 弃 其 高 数 而 只 取 其 余数 作为 结果 。 根 
据 这 个 定义 ， 模 2 算术 的 规定 为 
1x1=1 1+1=0 
1x0—0 1+0=1 
0x0=0 0+0=0 
从 这 些 规定 可 以 看 出 ， 它 与 正常 算术 的 区 别 只 在 于 1 + 1 ， 它 的 结果 是 0 而 不 是 2。 模 2 算 
术 中 另 一 特殊 规则 是 


—1=1 
在 布尔 算术 中 ， 算 符 十 可 以 看 作 是 并 集 ， 而 算 符 x 代表 交集 。 布 尔 算术 的 规则 为 
1x1=1 1+1=1 
1x0=0 1+0=1 


0x0=0 0+0=0 
由 此 可 见 ， 在 这 两 种 算术 中 唯一 的 区 别 只 在 于 1 + 1 的 结果 。 
例 5 一 1 求 矩 阵 4 与 矩阵 8 之 积 C， 其 中 


人 0] 
| B= 0 1| 
A= 
11 10|] L111| 
如 用 模 2 算术 
CAB 1*1+0x0+1x1 1x0+0x1+1x1 
[1x1+1x0+0x1 1x0+1x1+0xi 


1+0+1 0+0+1 
1+0+0 0+1+0 


如 用 布尔 算术 ， 则 结果 为 
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第 二 节 关联 和 撼 阵 


除了 用 组 或 集 的 概念 来 代表 一 个 线性 图 外 ， 我 们 也 可 以 用 矩阵 来 代表 它 ， 克 其 是 为 了 计 
算 机 处 理 ， 和 矩阵 是 一 种 方便 和 有 用 的 手段 。 此 外 还 可 以 利用 抢 阵 代数 和 某 些 规则 来 研究 图 的 
结构 特性 。 
设 一 个 图 G 有 #4, 个 点 和 ,条 边 ， 但 没有 自 环 。 我 们 可 以 作出 一 个 *, x %, 和 矩阵 ， 它 的 所 行 
对 应 着 ,个 点 ， 它 的 4, 列 对 应 着 n, 条 边 。 和 矩阵 4 的 定义 如 下 ; 
A=[aii) (5—32) 


式 中 a1; 一 1， 如 果 边 ej 关联 到 点 v3 

co 一 0，ei 和 u, 互 不 关联 。 
这 祥 一 个 矩阵 叫 作 点 -边关 联 托 阵 ,或 简称 关联 矩阵 。 一 个 图 的 矩阵 4 有 时 也 可 以 写作 A(G)。 
图 5 一 1 中 有 一 个 图 ， 宫 的 关联 惩 阵 为 


abcde fon 有 
1Jor0o01o100| 、 
2i10000111 1 

| 

4(G)-s ooooooei| (5 _33) 

4 11101000| 

5100110010| 

clloooooo| 


从 一 个 没有 自 环 的 图 很 容易 写 出 它 的 关联 矩阵 4(G)， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 有 了 一 个 关 
联 算 阵 4(G)， 我 们 也 可 以 唯一 地 作出 一 个 几何 图 形 G 来 。 关 联 宠 阵 和 几何 图 形 含 有 相间 的 
信息 ， 它 们 只 不 过 是 代表 启 一 抽象 图 的 不 启 方 式 面 已 。 

从 图 5 一 1 的 矩阵 中 可 以 看 到 ， 关 联 组 SC1 ) 是 由 行 1 中 的 《qd ，7) 表明 的 。 关联 组 
S(2) 是 由 行 2 的 《e ，f，9， 有 hh》 表明 的 ， 余 类 推 。 这 个 矩阵 4(G) 的 每 一 行 表示 一 个 点 
以 及 对 应 这 个 点 的 关联 组 。 

观察 关联 矩阵 4(G)， 我 们 得 到 下 列 信息 : 

《一 ) 既然 每 条 边 只 关联 到 两 个 点 ， 4 的 每 列 正好 只 有 两 个 1 。 

《二 》 每 一 行 的 1 的 数目 等 于 对 应 点 的 次 数 。 

{三 ) 都 是 0 的 一 行 代表 一 个 孤立 点 。 

《四 》 一 个 图 中 的 平行 边 在 关联 矩阵 中 表现 为 同样 的 列 ， 例 如 ， 窍 阵 44G ) 中 的 列 1 和 
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(五 ) 如 果 一 个 图 G 是 分 离 的 ， 并 且 包 揪 两 个 部 分 5: 和 gs， 则 图 G 的 关联 矩阵 4(C) 可 
以 写成 分 块 对 角 和 矩阵 形式 ， 如 


4t6)=| 4 0 ， (5 一 30 
0 Alg) 
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共 中 4(g 7 和 如 (go 分 别 是 部 分 g, 和 g: 的 关联 矩阵 。 这 是 因为 g, 中 的 边 不 会 关联 到 g, 中 的 点 ， 
反 过 来 也 是 这 样 。 这 个 说 法 对 于 一 个 图 有 任何 部 分 也 是 正确 的 。 
《六 ) 一 个 关联 矩阵 中 两 行 或 两 列 的 嘻 换 或 排列 相当 于 同一 岗 中 点 和 边 前 重新 编号 。 从 
这 一 条 就 引出 下 一 定理 。 
定理 5 一 1， 当 且 仅 当 两 个 图 G, 和 C: 的 关联 矩阵 4(G 和 4(Cs) 只 区 别 于 行 和 列 的 置换 
时 ， 这 两 个 图 是 同 构 的 。 
例 5 一 1 图 5 一 2 中 有 两 个 图 G, 和 Cs。 图 《e)》 中 C 的 关联 矩阵 为 


a & 品 
3 ft . 3 
4 * 
i ， cb) Gy 
图 5 一 3 
ab de 
1i10110 
2111000 
ACGI=3 01101 
4.00011 
把 行 3 和 行 4 互 换 得 
a bed e 
1r10110| 
2 11000 
1 
3 00011 
| 
4i101101] 
现在 再 把 列 c 种 d 互 换 得 
a bcde 
i110 110| 
2.11000| 
A(G,)= 
| 
410o01011| 


这 就 是 图 (68) G: 的 关联 矩阵 。 所 以 G: 和 C :是 同 构 的 。 

关于 一 个 图 @ 的 关联 矩阵 4(G) 的 秩 数 有 下 列 定理 。 
定理 5 一 2 ， 一 个 关联 矩阵 的 多数 等 于 它 的 线性 图 的 秩 数 。 

所 以 一 个 连通 图 的 关联 矩阵 的 获 数 是 m 一 1 ， 其 中 必 是 这 个 图 的 点 数 。 一 个 分 离 图 的 关 
联 和 矩阵 的 秩 数 是 x。 一， 其 中 是 这 个 图 的 点 数 ， 上 是 部 分 数 。 
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如 图 5 一 3 所 示 的 线性 图 ， 它 的 关联 矩阵 为 


例 5 一 2 


becege 9 
000D0D00 
0 0 0 

0 1 

1 


图 8 一 4 


35) 


《5 


1 

1 1 
100 .0 
19000 0 
i191010 1 


1 
2 
4(G)= 3 
4 
5 


置换 列 o 和 列 9 ， 并 将 行 1 加 到 行 5 。 因 为 


制 害 阵 用 模 2 算法 ， 得 


二 进 


a 


Cou 


befea 


置换 列 5 和 d， 并 且 将 行 2 加 到 行 3， 得 


3] 


将 行 8 加 到 行 5， 得 


景 后 将 行 4 加 到 行 5 ， 得 


000 
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由 这 个 移 中 知道 关联 矩阵 的 秩 数 为 4， 而 图 (= ) 的 秩 数 为 .一 1 一 5 一 1 = 4。 

如 果 我 们 从 一 个 连通 图 的 关联 矩阵 中 移 去 任何 一 行 ， 所 余 留 下 来 的 (mx, 一 1 ) xm. 子 矩阵 
的 秩 数 仍 是 4 一 1 。 因 为 这 (n, 一 1) 行 中 包含 闭 整 个 矩阵 的 信息 量 ， 所 以 我 们 只 需要 一 个 
关联 矩阵 的 nx,- 1 ) 行 就 可 以 完全 说 明 所 对 应 的 图 。 由 于 一 个 关联 矩阵 的 每 列 正好 只 有 两 
个 1 或 全 为 0， 所 以 我 们 很 容易 从 所 给 出 的 《mn, 一 1》 行 中 去 恢复 那 移 去 的 一 行 。 

从 关联 矩阵 中 移 去 一 行 的 《n. 一 1 ) x % 的 子 矩 阵 称 为 缩减 关联 矩阵 ， 或 称 降 阶 关联 矩 
中 4/。 也 有 的 书 上 称 为 关联 子 矩阵 。 对 应 原来 矩阵 中 移 去 的 那 一 行 的 点 好 作 参 考 点 。 一 个 
连通 图 的 任何 一 点 都 可 以 作为 参考 点 .例如 ,在 图 5 一 1 的 4(G) 中 移 去 行 6 则 成 为 


abede fo 
1F00010 100 
21o0o0001111 

3| 0 0000001 (5—36) 
4|11101000 
sloorioo:o 


这 就 是 一 个 缩减 关联 矩阵 ， 点 6 就 是 参考 点 。 参 考点 的 编号 常用 0 。 

在 关联 矩阵 的 定义 中 ， 我 们 规定 了 没有 自 环 的 图 。 其 实 ， 有 自 环 的 图 也 可 以 用 关联 矩阵 
来 表示 它 。 如 果 在 图 5 一 1 的 点 5 上 关联 着 一 个 自 环 ， 如 图 5 一 4 所 示 ， 赤 人 么 它 的 关联 抵 
跨 应 为 


ab cde 9 开关 
1[600101000 
2j000011110 
4(GJ)=3 00000003109 (5 一 37) 
4|1111010000 
5100 1100 100 
6l110000000 
这 里 多 了 一 列 &， 这 列表 示 自 环 的 一 列 都 记 以 0 。 这 个 矩阵 4 


4(G) 可 以 完全 表达 图 5 一 4 的 各 种 信息 ， 不 过 上 述 的 6 个 信息 中 的 1，2 ，3 应 路 作 修改 
如 下 : 

(一 〉 4 的 每 列 中 1 的 和 为 寞 2 零 。 

(二) 每 工行 的 1 的 数目 等 于 对 应 点 的 次 数 减 去 自 环 数 的 双 倍 。 

三》 都 是 0 的 一 行 代表 一 个 孤立 点 ， 都 是 0 的 一 列 代表 一 个 自 环 。 

有 自 环 的 图 虽然 可 以 用 一 个 关联 定 距 来 表示 ， 如 式 〈5 一 37》 所 示 ， 不 过 ， 有 自 环 的 
4(G) 中 表示 自 环 的 一 列 都 是 0， 它 不 能 表示 出 这 个 自 环 关联 到 哪个 点 上 。 因 此， 反 过 来 
讲 ， 由 关联 矩阵 4(G) 不 能 唯一 地 作出 一 个 几何 图 形 G 来 。 这 是 这 种 矩阵 表示 法 的 饼 点 。 所 
以 在 关联 矩阵 的 定义 中 还 是 规定 着 没有 自 环 的 。 


第 三 节 树 的 矩阵 
树 是 一 个 连通 图 的 子 图 。 在 我 们 讲 到 树 与 关联 矩阵 之 前 ， 我 们 要 先 了 解 一 个 矩阵 的 主子 
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矩阵 。 

一 个 有 Pp x 9 阶 的 矩阵 ， 如 果 一 个 方 子 矩 阵 的 阶 数 等 子 原 矩 阵 中 和 9 中 的 较 小 数 ， 这 
个 子 抵 阵 就 叫 主 子 撼 阵 4。。 这 个 主子 答 阵 的 行列 式 就 叫 作 主 行列 式 。 

例如 图 5 -一 1 的 缩减 关联 矩阵 -4 的 式 《5 一 36) 中 包括 5 行 和 8 列 。 既 然 行 数 小 于 列 
数 ， 所 以 其 中 的 一 个 主子 矩阵 为 


(5 一 38) 


cocooom 
~-ooon 
-ooorce 
o-oorosn 


为 了 显示 树 与 关联 矩阵 之 间 的 关系 ， 让 我 们 假定 一 个 有 个 点 的 连通 图 G。 设 4/ 是 图 
的 一 个 缩减 关联 矩阵 ， 既 然 4/ 的 秩 数 根据 定理 5 一 2 等 于 4; 的 行 数 ， 因 此 至 少 有 一 个 主子 
矩阵 的 行列 式 什 不 是 零 的 。 考 已 G 的 一 个 子 图 9。.， 它 的 那些 边 对 应 着 一 个 非 奇 异 主 于 矩阵 
4 的 那些 列 。 因 为 4。 是非 奇 异 的 ，A。 一定 是 g 的 一 个 缩减 关联 短 阵 。 蜂 然 4. 的 行 数 是 7 
一 1， 并 且 每 一 行 对 应 着 除 参考 点 以 外 的 一 个 点 ，g。 有 mn, 个 点 。 又 因为 4. 是 一 个 方 矩阵 ， 
并 且 每 列 对 应 着 一 条 边 ，gw 有 nn。 1 条 边 。 而 且 ，g。 的 秩 数 为 1 一 1 。 所 以 g。 一 定 是 连通 的 。 
这 样 的 一 个 子 图 就 是 一 裸 生成 柑 。 因 此 对 生成 树 也 可 以 这 样 来 下 定义 ， 即 有 rn, 个 点 的 一 个 连 
通 图 G 的 一 覃 生成 树 是 一 个 连通 的 子 图 ， 它 有 m. 个 点 和 n。 一 1 条 边 。 

现在 可 以 明确 地 说 ， 如 果 一 个 图 的 一 个 子 图 g, 是 一 裸 生成 桂 ， 那 么 一 个 各 列 对 应 着 g, 的 
所 有 边 的 主子 炮 阵 4 是非 奇异 的 。 式 《5 一 38》 所 示 的 主子 矩阵 是 奇异 的 ， 因 为 这 个 子 图 
的 备 边 不 是 图 5 一 1 的 生成 树 。 

以 图 5 一 5 为 例 ， 它 的 缩减 关联 抵 阵 为 +— 
ee 
ol “ HH 
?| 
1 0 于 


on 
-om 


b 

1 | 1 
Ai1=210 1 
0 0 

4 的 非 奇 异 子 甜 阵 和 它 相 应 的 子 图 即 生 成 树 如 表 5 一 1 所 示 。 图 5 一 5 


第 四 节 回路 矩阵 


正 象 一 个 关联 矩阵 显示 出 一 个 图 中 每 条 边 的 位 置 ， 回 路 甜 阵 则 显示 出 每 条 边 所 属 的 回 
路 。 . 

设 一 个 图 GG 中 不 同 回路 数 为 9 ，G 中 的 边 数 为 x.， 一 个 图 G 的 一 个 回路 逢 阵 卫 是 一 个 9 
xm. 阶 的 《0，17) 和 矩阵， 定义 如 下 ， 

B=[8,] 〈5 一 39) 

式 中 br= 1， 如 果 边 了 是 在 回路 i 之 中 ， 

5 一 0 ， 如 果 边 了 不 在 回路 i 之 中 。 
为 了 着 重 表明 8 是 图 G 的 一 个 回路 年 阵 ，B 也 可 以 写成 B(G)。 
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非 奇 异 子 短 阵 和 生成 树 _ 表 5 1 5 一 1 
非 奇异 子 仑 阵 生 成 鱼 莫 音 蜡 子 算 阵 生 成 册 
ao bd 1 ? a de 1 2 
if1 1 9 1 1 0 0 
T，2| 9 1 1 a a T, 2 0 1 0 2| 
3 0 0 1 让 0 1 1 
了 3 0 了 
a b e 1 2 b ed + 
if 1 31 9 17 1 0 0 
T, 2) 0 1 9 a Ts 4| 1 1 | 
a0 0 1 so ol 
3 a 3 
4 2 1 
a cd b ce e 
1f 1 0 0 a 区 i100. 
TT, 2 0 1 1 T，2 1 1 0 
3 0 1 忆 1 3 0 了 
1 2 b i 
a ee b de 上 ? 
I110 0 a pS 1 1 0 0 
7T。，。2| 0 10 T2011 1 0 上 
3 0 0 1 0 5 31 0 11 
z | 1 | | | 
下 4 


图 5 一 1 中 的 线性 图 G 有 4 个 不 同 回路 , 即 (a，65b)， 
9) 和 (cc，d，,，e，f) ， 所 以 它 的 回路 罕 阵 召 (C) 为 4 行 8 列 (0，1) ~ 一 矩阵 如 下 : 


外 


三 


nn 
2 
oo 
= = -~ 
oron 


-oo 


QO 
o 
c 


驶 察 8(G)， 我 们 得 到 下 列 信 息 ， 


ooNn 


了 


poo 


(一 ) 一 列 元 素 都 是 0 对 应 着 不 属于 任何 回路 的 一 条 边 。 


{二 ) 了 (G) 中 每 一 行 是 一 个 同 路 。 


(c,e, 9), (d, f,， 


《5 一 40) 


(三 》 与 关联 矩阵 不 一 样 ， 一 个 回路 矩阵 可 以 代表 一 个 自 环 ， 不 过 那个 对 应 行 只 有 一 个 


Te 


《下 》 每 行 申 1 的 数目 等 于 对 应 回路 中 的 边 数 。 
(五 〉 恕 果 图 忆 是 个 可 分 分离) 图， 并 且 包 括 两 个 部 分 E1 和 g:， 那 么 回路 矩阵 8B(G) 


可 以 写成 分 块 对 角 矩 阵 形式 ， 如 
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《5 一 41) 
0 


其 中 训 (g1) 和 Bgs) 分 别 是 g; 和 g 的 回路 和 矩阵， 这 是 因为 事实 上 8g, 中 的 回路 与 g: 中 的 回路 没有 
共同 边 的 。 反 过 来 也 是 这 样 。 

(六 ) 一 个 回路 矩阵 中 任何 两 行 或 两 列 的 置换 只 相当 于 回路 和 边 的 重新 编号 。 

在 一 个 曙 的 回路 短 阵 中 ， 了 既然 如 (G) 的 每 一 行 代表 着 一 个 回路 ， 两 行 或 几 行 的 模 2 和 为 
一 个 回路 . 鲍 她 ,在 式 《5 一 40) 中 ，C, 和 Cs, 这 两 行 的 模 2 和 就 是 Cl。 这 就 是 说 5C: 申 Ca: 一 
C 
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关于 没有 自 环 的 图 G 的 关联 第 阵 和 回路 矩阵 间 有 一 个 重要 关系 如 下 。 
定理 5 一 5 ， 设 一 个 没有 自 环 的 图 G， 它 的 回路 矩阵 互 和 关联 和 矩阵 4 中 那些 列 的 排列 都 是 按 
照 边 的 编号 顺序 的 ， 那 么 妃 的 每 行 正 交 于 4 的 每 行 。 就 是 

AB'=BA'=0 ( 模 2) 《5 一 42》 
式 中 上 标 .# 表示 转 置 矩 阵 ，O 表 示 一 个 匈 阵 的 元 素 值 都 是 二 进 制 零 。 即 零 矩阵 。 

证 ， 设想 图 G 中 一 个 点 和 一 个 回路 C。 这 个 点 v 可 能 在 C 之 中 ， 也 可 能 不 在 C 之 中 。 
如 点 ?不 在 C 之 中 ， 那 么 回路 C 中 没有 边关 联 到 tt。 另 一 方面 ， 如 果 点 ?是 在 C 之 中 ， 那 么 
加 路 C 中 关联 到 点 " 的 边 数 正好 是 2 。 

有 了 上 面 的 论点 后 ， 我 们 来 注意 4 中 的 行 ; 和 请 中 的 行 i 。 上 既然 各 边 是 按 须 序 排列 的 ， 
只 有 了 既 关 联 到 点 i ， 也 在 回路 j 之 内 的 那 条 特定 边 所 对 应 的 位 置 的 元 素 值 不 是 零 。 

如 果 点 i 不 在 回路 i 之 中 ， 就 没有 这 种 非 零 元 素 值 ， 并 且 两 行 的 点 乘积 是 零 。 如 果 点 : 
是 在 回路 j 之 中 ， 那 么 各 个 元 素 值 梁 积 之 和 中 正好 有 两 个 1 。 因 为 根据 模 2 算术 1+1= 
0 ， 任 意 两 行 (一 行 出 自 4， 另 一 行 出 自 ) 的 点 梁 积 均 为 零 。E 

这 个 定理 也 可 以 用 下 面 的 证 法 。 

设 图 G 有 ”条 边 和 % 个 点 ， 所 以 它 的 关联 矩阵 4 是 


[4 


1 4， 
A= 

[2. 

它 的 回路 矩阵 五 是 

8, 

B, 
3=| : 

B» 


设 扫 中 各 列 的 排列 法 是 使 4 和 8 中 的 列 上 都 代表 二 1 ，2 ，*…，、n, 的 同一 边 ， 那 么 


(4B! AB: . AB; | 
! AB! ABi . 4,B} | 


48'=| (5 —43) 


i 4B! A BE | 


«70% 
式 中 


ABI= Daisbis (5—44) 


注意 ais= 1 的 意思 是 边关 联 到 点 i ，b4s== 1 的 意思 是 边 & 是 在 8 中 行 7 所 代表 的 回路 
之 中 。 所 以 式 (5 一 43) 中 非 零 项 的 项 数 就 是 那些 边关 联 到 点 i 并 且 同 时 又 在 回路 ;之 中 的 
边 数 。 既 然 回 路 中 的 每 一 点 的 次 数 为 偶数 ， 式 《5 一 43) 中 非 零 项 的 项 数 就 是 偶数 。 因 为 我 
们 用 模 2 代数 ， 每 一 非 零 项 的 值 为 1。 所 以 关于 所 有 的 和 j 
A.Bi=0 《5 一 45) 

例 5 一 3 图 5 一 1 中 图 G 的 关联 算 阵 4(G) 见 式 《5 一 33) ， 它 的 回路 矩阵 见 式 (5 
一 40) 。 在 这 两 个 矩阵 中 ， 检 查 各 边 的 排列 顺序 是 完全 相同 的 。 所 以 可 以 用 式 〈5 一 42) 来 
求 4 和 8' 的 乘积 。 
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凡是 有 自 环 的 图 GG， 如 果 用 图 5 一 4 的 矩阵 4(G) 来 表示 ， 那 么 式 〈5 一 42) 也 是 适用 
的 。 


在 第 三 章 的 第 六 节 中 ， 我 们 知道 对 于 避 的 任何 一 棵 生成 树 中 的 基本 回路 组 是 图 G 的 独立 
回路 。 有 了 这 些 回 路 ， 其 它 的 回路 是 可 以 通过 环 种 运算 来 求 得 的 。 所 以 ， 在 一 个 回路 矩 阵 
中 ， 如 果 我 们 只 保留 那些 相当 于 基本 回路 的 行 而 抛弃 其 它 行 ， 我 们 还 是 不 会 损失 任何 信息 
的 ， 因 为 这 些 抛 奔 的 其 它 行 是 可 以 从 基本 回路 组 中 的 那些 行 构成 的 。 上 面 已 经 讲 过 ， 式 〈5 
一 40) 中 的 行 4 只 是 行 2 和 行 3 的 模 2 和 。 

当 一 个 回路 矩阵 的 一 个 于 和 矩阵 中 所 有 行 对 应 于 一 个 基本 < 


回路 组 ， 这 个 于 短 阵 则 作 一 个 基本 辐 路 什 阵 Bi。 图 5 一 6 A 
是 一 个 线性 图 ， 有 5 个 点 和 7 条 边 ， 其 中 粗 线 所 示 是 它 的 一 4 
裸 生成 树 。 3 


对 应 这 棵 生成 树 的 基本 回路 矩阵 为 图 5 一 


sc/ adeg 
100i1l101 

-| 1 0:0101 《5 —46) 
001i0011| 


在 征 降 A 和 号 中 ， 行 《或 列 ) 的 置换 并 不 影响 8:， 所 以 我 们 可 以 把 式 (5 一 40》 的 加 
路 矩 跨 召 蛋 新 排列 。 先 把 图 局 中 生成 树 以 外 的 ,一 ,+ 1 条 张 排 在 矩阵 的 最 左 4. 一 ,+ 1 列 
中 ， 例 如 图 5 一 6 中 的 弦 5b，5c 。 了 排 在 最 去 方 。 再 把 行 重新 排列 ， 使 行 1 对 应 着 由 列 1 购 
张 所 构成 的 基本 回路 ， 行 2 对 应 着 由 列 2 的 弦 所 构成 的 基本 回路 ， 余 类 扒 。 这 就 是 式 (5 一 
46) 基本 回 略 矩阵 的 排列 法 。 在 从 隆 加 :中 ， 志 线 以 左 的 方 宦 阵 是 一 个 单位 矩阵 。 所 以 一 
个 基本 回路 矩阵 号/ 可 以 写成 为 

Bi=CUx: Be {5 一 47) 
其 中 局 wx 的 阶 为 g 一 + 1 二 术 ， 而 8, 的 列 是 对 应 着 生成 树 各 树 校 8, 的 入 x (nr 一 1 ) 阶 子 算 
阵 。 
从 式 《5 一 45) 可 知 忆 ;的 秩 数 中 为 
再 一 和 一 中 十 工 一 中 
阴 然 如 ;是 回路 姑 阵 互 的 一 个 子 矩 阵 ， 所 以 号 的 秩 数 尺 , 为 
Reon,—n,+ 1 《5 一 48》 
定理 5 一 4， 如 果 瑟 是 一 个 有 a 条 边 和 个 点 的 连 般 图 双 的 一 个 回路 矩阵 ， 那 么 召 的 秩 数 只 
为 
Re=n,—n+ 1 {65—49) 
证 ， 如 果 4 是 C@ 的 一 个 关联 矩阵 ， 由 起 《5 一 42) 知 
AB'=0 
为 了 证 明 式 (5 一 49》， 先 介绍 一 个 竺 尔 凡 斯 探 定理 。 
霜 矩 阵 忆 是 x s 阶 ，Q 是 s x 1 阶 ， 且 PQ= 0， 则 


Rrt+ RaoSS 
式 中 有 "是 P 矩 阵 的 牧 ， 忆 是 驴 矩 阵 的 秩 。 
据 此 得 
Rat Ron, 

式 中 屋 4 为 关联 从 阵 4 的 牧 数 ， 中 6 为 回路 矩阵 8 的 牧 数 。 这 就 是 说 

Ren,— Ra (5 —50) 
根据 定理 5 一 2 

R= 1 《5 一 5 和 
以 式 (5 一 51) 代入 式 《5 一 50) 得 

Ren -H+ 1 (5—52) 
但 是 由 式 《5 一 48) ， 我 们 知道 

RsSne—n,+ 1 《5 一 53) 
从 式 【5 一 52) 和 《〈:5 一 53) ， 我 们 一 定 会 知道 

Rs=n,—n,+ 1 1 


利用 回路 年 阵 ， 我 们 可 以 解决 开关 网 络 中 某 些 问 题 。 假 使 方 一 个 未 说 明 上 庆 部 联系 的 黑 盒 
于 ,其 中 有 8 个 开关 a ，b ，c，d，e， 捕 ，9 和 卢 所 组 成 的 一 个 开关 网 络 。 这 些 开关 可 
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以 从 盒子 的 外 面 开 或 关 。 现 在 要 求 不 打开 盒子 而 找 出 内 部 开关 的 连接 法 。 

回答 这 个 问题 的 一 个 方法 是 在 盒子 土 己 备 有 的 两 个 端子 上 让 联 一 个 灯 泡 工 ， 一 个 电池 
巨 ， 并 另 加 一 个 开关 上 ， 如 图 5 一 7 所 示 。 找 寻 内 部 开关 连接 法 的 方法 是 测试 哪些 开关 的 组 
合 能 够 使 灯泡 发 亮 。 

假定 我 们 发 现 闭合 下 列 开 关 的 组 合 能 够 使 灯泡 发 亮 ; 

(a, Bb, f, h, hk) ， (a, b, 9g, RY), {a, e, f, 9g, k) ， (a, e, h, k) ， 
(b,c, es, 4 kh) , (ec, f, h, k), (ec, g, hk), (ld, Rk) 。 

上 月 光 论 的 解法 基 把 这 个 开关 网 络 作为 一 个 
线性 图 G， 并 把 它 的 边 代 表 着 那些 开关 ， 它 的 
点 是 开关 之 间 的 连接 点 。 我 们 可 以 假定 这 个 线 
性 图 G 是 一 个 连通 图 ， 并且 没有 自 环 。 灯泡 工 
的 发 亮 表 征 着 灯泡 和 电池 构成 回路 。 我 们 可 以 
把 .上面 的 开关 组 合 表 作 为 图 G 的 部 分 回路 。 这 


样 我 们 就 可 以 得 到 这 个 图 G 的 回路 矩阵 为 时 5 
abpcdef ghk 
Cli0001011| 
C110000101. 
Cs to0011101 | 
B(O=C 100010011| 
Cs 011010011| 
C001001011| 
Coolooololi 
ceoooilooool| 
为 了 简化 这 个 矩阵 ， 我 们 应 该 除去 那些 明显 地 是 多 余 的 加 路。 通过 下 列 的 环 和 运算 。 我 
们 可 以 得 到 
Ca, b, g, R) DB Cc, f, hh, kh) DB ec, 9, k) = Ca, b, f, h, 
=C, 


C4, 6b, 9g9, RY) B (la, es, h, RY) 国 (lc, gs Rh) = (b, c, ec, h, &) 
=Cs 
Ca, e, h, kh) DB (ce, f, h, &) DB (ce, g, kh) 一 (ae f, 9, A) 
=C, 
所 以 从 8(G) 中 除去 C!,，Cs 和 Cs 后 ， 我 们 并 不 损 类 什么 信息 。 从 8 行 中 删除 3 行 后， 得 一 
个 5 x 9 的 矩阵 8, 如 下 : 


abcdefghk 
{i110000101 
100010011 
B= oo01001011 
,901000101 
000100001 


?3 ， 


下 一 步 是 墨 换 行 或 列 ， 鲁 上 式 成 为 如 式 〈5 一 47) 那样 的 形式 。 现 在 先 置 换 上 式 中 的 玫 

列 ， 得 

已 
1009101001 
0109001011 
0010080111 
00D100D101 
600010001 


B: 


上 


再 将 行 4 加 到 行 1， 得 

befygdachk 
1000011001 
010001011 
001000111 
000100101 
000010D01 


Bs= =[Us: PF] 


在 类 阵 电 , 中 没有 多 余 回 路， 了 ,是 所 需 线 性 图 的 基本 回路 算 阵 。 蚂 然 8, 的 秩 数 为 5， 并 
且 这 个 网 络 假定 是 连通 的 ， 即 这 是 一 个 连通 图 ， 所 以 我 们 关于 这 个 图 有 下 列 信息 ， ?= 9 ， 
六 一 5， 尽 =4。，n 一 5。 

从 图 的 基本 回路 矩阵 来 构成 一 个 图 是 困难 的 ， 乌 是 从 它 的 关联 矩阵 来 构图 是 比较 简单 
揭 。 所 以 我 们 先 要 从 了 : 找 出 一 个 关联 算 阵 。 

根据 定理 5 一 4 我 们 郑 道 ， 一 个 关联 矩阵 的 每 行 是 正 交 于 召 中 的 每 行 的 ， 所 以 必须 先 找 
出 一 个 4 x 9 抑 阵 对 ， 它 的 各 行 是 线性 独立 的 ， 并 且 焉 变 于 如 :的 各 行 的 。 

因为 

B,=7U,: F] 
所 以 一 个 正 交 于 召 :的 抵 阵 好 是 
时 一 [一 下 了 二 [有 《5 一 5 和 


这 是 因为 在 模 2 算术 中 ， 一 1 = 1。 因 此 


befgd ch 
1160011000| 
M= 10110:0105 
O1100:0010 
011113:0001 


很 清楚 ， 好 的 秩 数 为 4 ， 并 且 容 易 检查 出 
BM:=0 (5—55) 


从 所 求 坦 的 对 署 来 ， 办 为 每 列 最 多 过 过 两 个 1 ， 所 雇 这 还 不 是 一 个 雏 减 关联 络 隆 。 这 可 
以 招 开 的 行 3 加 到 行 4， 这 样 就 得 到 4y。 
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befygdachkhk 
{110001000 
101100100 
011000010 
000110011 


算 阵 4: 是 一 个 缠 减 关联 息 隆 。 要 得 到 关联 息 阵 4， 我 们 可 以 在 4 中 深圳 一 个 第 5 行 ， 
使 得 每 行 正好 只 有 两 个 1， 如 


Ai= 


befjfgqdachk 
110001000 
101100100 
011000010 
000110011 
000011101 


从 关联 害 阵 4 我 们 可 以 构成 所 需要 的 线性 图 ， 如 图 5 一 8 (a ?所 示 ， 和 所 需要 的 开关 网 
络 吉 图 5 一 8 (56) 所 示 。 


疼 5 一 8 


第 五 节 ” 截 制 组 矩阵 


类 似 回 路 盾 隆 ， 我 们 提 进 截 割 组 矩阵 C ， 其 中 行 对 应 着 截 割 组 ， 列 对 应 着 图 的 边 。 定 义 
如 下 
C={C,) (5—56) 
式 中 Ci; 二 1， 却 果 边 ;是 在 截 制 组 之 中 ， 
Ci 二 0， 如 果 边 j 不 在 截 制 组 ;之 中 。 
图 5 一 9 是 一 个 图 和 它 的 截 割 组 。 对 应 这 个 图 的 截 审 组 矩阵 为 


~ 


5 


abcde/gh 
Si| oooocool 
Sa 110000900 
Ss OC1i01008 
CrtG)=S CIO01110|. (5 57) 
Ss O00100110 
Se 001¢100 
Sr 00110010 
Sa 00011070| 
从 截 割 组 矩阵 CLG 7 可 以 得 到 下 列 篇 息 ; 

(一 ) 象 在 关联 矩阵 中 那样 ， 在 一 个 鹤 制 组 称 阵 中 置换 行 或 列 就 相当 于 分 别 把 规制 组 或 
边 重新 编号 。 

(二 ) C(O) 中 每 一 行 是 一 个 截 割 组 。 

《三 ) 一 个 自 环 的 一 列 都 是 0 。 

《四 》 在 截 制 组 抵 阵 中 ， 平 行 边 产生 恒 等 列 [ 俏 恕 式 〈5 一 57) 中 的 列 1 和 列 2 >。 

(五 》 在 一 个 不 可 分 图 中 ， 所 有 关联 到 一 点 的 每 个 边 组 是 一 个 向 鹿 组 。 所 以 在 关联 纸 奖 
0G) 中 前 每 一 行 地 包括 在 截 制 组 矩阵 C(G) 中 作为 一 行 。 换 句 话 讲 ， 一 个 不 可 分 图 @ 中 的 C 
(〈G) 包 含 着 40G)。 对 于 一 个 可 分 图 呢 ， 每 个 部 分 的 关联 窍 阵 含 于 截 制 组 矩阵 之 中 。 例 如 ， 
在 图 5 一 9 中 部 分 (c，d，e。，f，9) 的 关联 矩阵 是 从 式 《“5 一 57) 中 删除 列 * ， 品 和 
和 及， 以 及 行 5,，S,，，Ss 和 5S; 后 所 余 贸 下 来 的 CiG) 的 4 x 5 子 矩 跨 。 

(六 》 由 上 一 条 ( 即 5) 淆 来 ， 好 中 < 为 宪 阵 C 的 秩 数 ， 只 .为 矩阵 4 的 秩 数 ， 那 么 

Re>R4 
所 以 ， 对 于 一 个 有 ,个 点 的 连通 图 来 说 
Rn,— 1 . 《五 一 58) 

(七 ) 既然 一 个 玲 剖 组 和 一 个 回路 所 共有 的 边 数 总 是 侦 数 ， 锁 玖 在 BB 和 中 各 过 用 同 祥 

顺序 排列 的 话 ， 屠 么 C 中 每 一 行 是 正 交 于 召 中 每 一 行 的 ， 即 


BC:=CB'=0 ( 模 2) (5 一 59》 
对 式 《5 一 59) 应 用 雪 尔 凡 斯 探 定理 ， 由 
Rs+ ReSn, C8 一 60)》 
又 因为 对 一 个 连通 图 来 涪 
Ro=n,~ Ht 1 (5—61) 
Ren— 1 C5 —62) 


由 式 (5 一 58) 和 《5 一 62)》 可 郧 
Re=n,—1 (5—68) 

出 此 得 连通 图 的 一 个 重要 定理 。 
定理 5 一 5: 截 籼 组 拭 阵 CCG) 的 秩 数 等 于 关联 秆 阵 4(9} 的 秩 数 ， 后 者 等 于 图 G 的 秩 数 。 

象 在 回路 矩阵 中 一 样 ， 截 割 组 矩阵 中 一 般 也 有 许多 元 余 的 《或 线性 相关 的 ) 行 。 所 以 ， 
除 截 制 组 矩阵 外 - 也 有 一 个 基本 蕉 宥 组 抑 阵 ， 它 的 定义 如 下 ， 

一 个 有 nm. 条 过 和 六 个 点 的 连通 图 的 基本 截 痢 组 抑 隆 C7 是 截 制 组 矩阵 C 的 一 个 (4. 一 1) 
xm, 子 矩阵 ， 它 的 那些 行 对 应 着 图 的 某 一 棵 生成 树 的 一 组 基本 截 制 组 。 
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一 个 基本 蕉 制 组 绝 阵 Cy 训 以 分 块 成 两 个 子 拭 隆 ， 一 个 是 =。 一 1) 阶 的 单位 矩阵 尽 ,-:， 
一 个 是 对 应 着 强 的 C。， 妇 

C=7C, : OU (5—64) 
其 中 Cj 网 后 n, 一 1 列 组 感 对 应 着 生 咸 树 鲍 ,一 1 个 核 的 单位 矩阵 ， 前 #. 一 ,+ 1 烈 组 感 对 
应 着 弦 的 C.。 图 5 一 10 是 一 个 连通 图 从， 粗 鲍 所 示 是 一 标 生 成 树 。 对 应 这 标 生 成 媒 的 基本 截 

制 组 矩阵 为 
bcd aerfgh 
100:10000 
ol10i01000 
001;00100 
| 011i:00010 
000;00001 


Cr 一 =[C, : Us] (5—65) 


图 5 一 10 


比较 式 《5 一 57》 和 式 〈5 一 65) ， 我 们 可 以 看 出 基本 截 制 组 矩阵 Cy 是 由 式 (5 一 57) 
中 的 3S:，S。，5。，S7 和 S, 所 组 成 的 . 这些 截 割 组 就 是 图 5 一 10 中 粗 线 所 示 的 生成 树 的 基 本 
截 守 组 。 因 为 CCG) 中 的 S$,，Ss 和 种 S:3 行 是 宛 余 的 截 割 组 ， 所 以 铀 除了 。 这 些 蕉 割 组 可 以 由 
基本 规制 组 通过 环 和 运算 米 得 到 的 ， 即 

Si=S.93 中 5 
Se= 9 由 5S， 
Se=3 申 5 

在 讲 到 截 制 组 抱 阵 时 ， 我 们 只 讲 连 通 图 。 对 于 分 离 图 呢 ， 我 们 就 要 一 个 部 分 一 个 部 分 地 

处 理 。 


第 六 节 路 径 扼 阵 


路 径 矩 阵 己 是 对 图 C 中 一 对 特定 点 而 言 的 。 芯 如 说 是 对 点 《x。y) 而 言 的 ， 它 的 表达 式 
为 
Plz, W =P) 《5 一 56) 
式 中 pw 一 ， 妇 果 边 /是 在 略 径 ;之 中 
pp 一 0 ， 如 果 边 /不 在 路 径 : 之 中 。 
以 图 5 一 1 中 的 线性 图 人 为 催 ， 在 点 3 和 点 4 之 间 有 3 条 不 同 的 路 径 , 基 (4，e) ， 
Ci 09，c) 和 CH， fj，d，c》。 这 样 我 们 得 到 点 3 和 4 之 闻 的 3 x 9 路 径 矩 阵 如 下 。 
abpcdefgnh 
plioooorool 
peloo0100011 
psloollel101, 


从 一 个 图 G 的 一 个 路 径 和 矩阵 号 (rx，y) 中 ， 我 们 得 到 下 列 信 息 : 
(一 ) 都 是 9 的 一 列 对 应 着 那 条 边 不 在 点 + 和 女 之 间 的 任何 路 德 之 中 。 
(二 ) 都 是 1 的 一 列 对 应 着 那 条 边 是 在 点 zx 和 上 之 间 的 任何 路 径 之 中 。 
(三 } 没有 一 行 都 是 0 的。 


Pesan= {5—67) 
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(四) 在 P(z，) 中 任何 两 行 的 环 和 对 应 着 一 个 回路 或 者 回路 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 
定 一 5 一 6 ， 如 果 一 个 连通 图 的 各 过 在 关联 矩阵 4 中 各 列 的 排列 顺序 与 路 径 抢 阵 已 (z， 妇 中 
的 顺序 相同 的话， 那么 
APi, =M ( 模 2) (5—68) 
式 中 冠 阵 MM 的 z 和 3 两 行 都 是 1 ， 而 其 余 的 ,~ 2 行 都 是 0 。 
俩 5 一 4 以 图 5 一 1 的 关联 拭 阵 4 孙 以 转 置 了 的 上 述 己 sw 
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一 般 地 讲 ， 一 个 路 径 矩 阵 中 所 包含 的 关于 图 的 信息 要 比 上 而 讲 过 的 关联 挎 阵 ， 回 路 矩阵 
和 裁 割 组 矩阵 为 少 。 


第 七 节 邻接 矩阵 


代表 一 个 图 G 的 关联 宅 阵 ， 有 时 还 不 如 用 邻接 拭 阵 来 得 方便 。 有 ?个 点 和 没有 平行 边 的 
图 C 的 邻接 矩阵 是 nr。 x +, 对 称 二 进 制 宠 阵 。 它 的 天 达 式 为 
=[zsi] 《5 一 69) 
式 中 xzo= 1， 如 果 在 点 ?和 /之 间 有 一 条 边 * 
?三 0， 和 如果 在 点 ;和 i 之 间 没 有 边 。 
图 5 一 11 是 一 个 简单 的 连通 图 C。 它 的 邻接 矩阵 为 ， 


123456 
IO010011 
2 100110| ’ < 
| 

X=3 000100 (5 —70) 。 
4l011011 
5| 110100 ! “ 
6l 100100 加 5 一 上 


从 图 G 的 邻接 矩阵 多 中 可 以 得 到 下 列 信息 ， 
(一 ) 当 且 仅 当 图 G 没 有 自 环 时 ， 污 的 主 对 角 线 的 元 素 值 都 是 0， 点 i 有 一 个 自 环 时 ， 
对 应 着 zx,, 二 1。 
《二 ) 邻接 矩阵 的 定义 规定 着 没有 平行 边 。 
(三 》 如 果 图 G 没 有 自 环 并 且 当 然 没 有 平行 边 ， 一 个 点 的 次 数 等 于 六 的 对 应 行 或 列 中 的 
1 的 数 且 。 
《四 ) 行 和 对 应 列 的 置换 意味 着 点 的 重新 编号 。 可 是 必须 注意 的 是 行 和 列 必须 用 同样 蜂 
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序 排 列 。 所 以 ， 如 果 在 天 中 而 行 互 换 ， 那 么 相应 的 两 列 也 必须 互 换 。 因 此 当 且 仅 当 两 个 没有 
平行 边 的 图 G, 和 G, 的 邻接 插 阵 和 (GD 和 与 (G:) 有 下 列 关 系 
X(GY)=RIX(GYIR 《5 一 71) 
《 式 中 尺 是 层 换 矩阵 ) 时 ， 人 和 C: 是 同 构 的 。 
《五 ) 当 县 仅 当 一 个 图 6 的 邻接 伦 阵 子 (G) 可 以 分 所 为 


(5—72) 


其 中 开 (g0) 是 部 分 9 的 邻接 矩阵 ， 民 (gs) 是 部 分 gs 的 邻接 矩阵 时 ， 图 G 是 分 离 的 ， 并 且 有 两 
个 部 分 g: 和 g:。 这 种 分 抉 清楚 地 意味 着 没有 边 把 子 图 g: 中 任何 一 点 连通 到 子 图 gs 的 任何 一 点 。 

《六 ) 给 定 任何 一 个 *。 阶 的 正方 的 、 对 称 的 二 进 制 宅 阵 Q， 人 们 总 是 能 够 构成 一 个 n。 个 
点 (而 无 平行 边 ) 的 图 G， 使 Q 就 是 6G 的 邻接 矩阵 六 。 

邻接 矩阵 的 定义 中 昌 然 规定 图 是 没有 平行 边 的 ， 其 实 ， 有 平行 边 的 图 也 可 以 用 邻接 矩阵 
来 代表 ， 不 过 ， 平 行 边 的 zj 不 等 于 1 而 等 子平 行 边 的 边 数 。 这 样 一 来 ， 这 个 邻接 矩 阵 不 再 
是 二 进 制 矩阵 ， 即 不 再 是 (0， 1) 矩阵。 这 种 矩阵 运算 或 应 用 起 来 有 时 是 不 方 便 的 ， 所 以 
在 定义 邻接 矩阵 时 ， 还 是 规定 着 没有 平行 边 。 

要 了 解 邻 接 拭 阵 亏 的 拜 ， 我 们 可 以 图 5 一 11 的 简单 图 G 的 6 x 6 邻接 矩阵 三 ， 即 式 〈5 
一 70) 自己 相 乘 ， 结 果 得 到 另外 一 个 6 x 6 对 称 虐 阵 必 ?如 下 所 示 。 注 意 这 是 整数 环 的 营 通 
怎 阵 乘法 ， 而 非 模 2 算术 。 
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在 关 : 中 一 个 非 对 角 级 上 的 元 素 信 驻 1;， 即 半 : 中 的 i 一 处 的 元 素 值 = 半 的 行 ;和 和 列 j (或 行 站 
点 采 积 中 的 1 的 数目 。 
六 ?二 了 的 行 i 和 和 行 j 都 有 1 的 位 置 数 
= 既 和 点 i 邻接 又 和 点 1 邻接 的 点 数 
二 在 点 i 和/ 间 有 两 段 间隔 的 不 局 路 径 数 
向 样 ， 艳 关中 对 角 线 上 i 的 元 素 值 是 矩阵 疗 中 行 《 或 列 》 i 的 1 的 数目 。 所 以 ， 如 果 G 没 有 自 
环 的 话 ， 革 :中 对 角 元 素 值 等 于 对 应 点 的 次 数 。 
逢 阵 的 短 适 用 交换 律 ， 即 
XK = XXX 《5 一 73) 


既然 两 个 正方 对 称 和 矩阵 的 浅 积 是 一 个 对 称 矩 阵 ，X* 也 是 一 个 对 称 窍 阵 。 这 旭 讲 的 乘法 是 通 
常 的 乘法 而 非 模 2 乘法 。 
图 5 一 11 中 简单 图 忆 的 六 :为 


4 79 。 
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在 了 解 这 个 矩阵 中 元 素 值 的 意义 之 前 ， 先 介绍 一 个 术语 边 序列 。 所 谓 边 序列 是 莽 干 条 边 
的 连续 序列 ， 其 中 每 条 边 〈 当 然 除去 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 ) 的 一 个 端点 与 前 一 条 边 所 共 
有 ， 而 另 一 个 端点 与 后 一 条 边 所 共有 。 第 二 章 中 所 讲 到 的 行走 ， 路 径 和 回路 都 是 边 序列 的 特 
例 。 在 一 个 边 序列 中 ， 一 条 边 可 能 出 现 不 止 一 次 。 

现在 让 我 们 看 看 上 面 的 矩阵 民 ?的 -7 处 的 元 素 值 

人 3 一 天 ?的 行 ;与 艺 的 列 〈 或 行 ) ;的 点 乘积 


= 了 XX? 的 i-h 处 的 元 素 值 与 六 的 kj 处 的 元 素 值 的 点 条 积 


EH 


X= 


= 之 从 点 ;通过 点 & 到 点 7 的 3 条 边 的 所 有 不 同 边 序列 数 


一 在 点 ;与 点 7 间 3 条 边 的 不 同 边 序列 数 
例 5 一 5 在 图 5 一 11 中 图 @ 的 蕊 ?的 1-5 处 的 元 素 值 是 如 何 得 来 的 呢 ? 根据 上 面 所 讲 ， 
从 ?中 1~5 处 的 元 素 值 是 工 ? 的 行 1 与 邢 的 行 5 的 点 困 积 ， 即 
如 中 1-5 处 的 元 素 值 
Xis=(3,1,0,3,1,0)。(1,1,0,1,0,0) 
=3+1+0+3+0+0=7 
在 点 1 与 点 5 之 间 3 条 边 的 7 个 不 同 边 序列 是 (a, a, 65) ， (6, 6, 5)， (ff, 扩 ， 
{b, ce, c), (f, 9 e), (b, e, ey), (a, d, e) 。 
很 明显 ， 这 些 边 序列 包括 在 点 1 与 点 5 之 闻 有 3 段 间隔 的 所 有 路 径 ， 即 (f，g,e》 和 《6， 
d, €) 。 
下 一 个 定理 概括 着 上 而 所 讨论 到 的 ， 六 * 和 XX? 的 性 质 。 
定理 5 一 7 设 久 是 一 个 简单 图 G 的 邻接 和 矩阵， 那么 在 X' 的 i-j 处 的 元 素 值 是 点 0; 与 点 v1 之 
闻 ?+ 条 边 的 不 同 边 序列 数 。 
因为 我 们 从 上 面 已 经 知道 允 ，XX? 和 革 * 的 订 处 的 元 素 信 ， 所 以 定理 5 一 7 就 可 以 用 归 纳 
法 来 证 明 。 这 是 面 为 这 个 定理 既然 对 针 的 + 一 1 每 是 正确 的 ， 那 么 
大 "一 大 《5 一 74) 
正 像 式 〈5 一 73》 中 的 久 : 一 样 。 这 样 论证 下 去 就 可 以 得 到 这 个 定理 的 证 明 。 
由 此 得 到 两 个 推论 ， 
(一 ) 在 一 个 连通 图 中 ， 当 上 且 仅 当 交 < 中 的 i-j 处 的 元 素 信 不 是 零 画 且 4 是 最 小 整 数 时 ， 
两 个 点 v1 与 "，(i 二 站) 之 闻 的 距离 为 4。 
(二 ) 如 果 革 是 一 个 有 #, 个 点 的 图 的 邻接 矩阵 和 
了 = 天 + 和 十 天 9 十 十 了 XX “(属于 整数 环 ) 
当 且 仅 当 矩阵 了 中 至 少 有 一 个 元 素 值 是 零 时 ，C 是 分 离 的 。 
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这 个 图 的 邻接 矩阵 陪 的 主 对 鱼 线 的 元 素 信 0 代 以 对 应 于 i 好 的 点 [的 次 数 d (站 ,而 把 i 
<j 处 的 元 束 值 标 俯 一 h， 其 中 为 图 G 中 点 1 与 点 j 之 韶 的 边 数 ， 则 这 个 短 阵 称 为 的 次 数 矩 
阵 呈 。 下 面 是 一 个 计算 图 GG 的 所 有 生成 树 的 定理 ， 称 为 矩阵 - 树 定理 。 
定理 5 一 8 ;一 个 没有 自 环 的 无 疝 标 记 图 G 中 所 有 生成 树 的 数目 等 于 从 这 个 图 的 次 数 和 矩阵 了 
中 删除 任何 一 行 及 其 对 应 的 烈 而 得 到 的 余子 式 的 值 、 
例 5 一 6 图 5 一 12 的 次 数 失 阵 人 为 
1 2 3 4 5 
1 2-1-1 0 0 
2 -1 3-1-1 0 
3 -1-1 4-1—1 
4 0-1-1 3-1 4 ¥ : 
5 0 0-1-1 2 


在 也 中 丙 除 行 1 和 列 1 得 一 余子 式 如 下 


D 


0—1-1 2 
这 个 余 于 式 的 值 为 21。 这 就 是 图 5 一 12 的 所 有 生成 树 数 。 


第 八 节 关联 年 阵 、 回 路 甜 阵 、 截 
市 组 窍 阵 、 邻 接 矩 阵 间 的 关系 


在 一 个 连通 图 C 中 的 基本 回路 矩阵 了 ,和 基本 截 制 组 矩阵 C; 是 
Br=LUy: B, (5—75) 
Cr=[C. EU,,-1l 《5 一 76) 
其 中 下 标 + 表示 对 应 着 一 棉 生 成 树 各 枝 的 子 窍 际 ， 下 水 “ 表示 对 记 着 各 弦 的 于 短 阵 。 
在 式 《5 一 75) 和 《5 一 ?6) 中 ， 生 成 桂 了 是 同一 标 树 : 并 设 两 个 方程 中 各 这 的 排列 硕 
序 是 相同 的 ， 而 且 ， 在 《一 1 ) x +, 缩减 关联 寄 阵 44 中 ， 各 边 《 就 是 各 列 ) 的 排 昼 顺序 
与 在 8/ 和 Ci 中 的 相同 。 把 ;分 块 万 两 个 子 甜 阵 


Ai=LA.: A (5—77) 
其 中 4 包括 生成 钳 7 中 对 容 着 各 枝 的 m 一 1 个 列 ， 所 .对 应 着 1 一 n,+ 1 条 驶 的 所 余 留 下 来 
的 子 矩 阵 。 
斑 然 4， 利 如 ,中 的 各 列 是 按 着 同一 顺序 排列 的 ， 由 式 〈5 一 42) 我 们 有 
ABi=0 
这 就 是 


部 A+4,Bi=0 《5 一 787 


“8l1。-. 
因为 4, 是 非 奇 异 的 ， 所 以 它 的 逆 47' 是 存在 的 。 在 式 《5 一 78) 的 两 边 乘 以 47 得 
Ai1A,=-B! 
外 为 在 模 2 算术 中 ， 一 + = 1， 所 以 


Bi=Ai'A, C5—79) 
同样 ， 因 为 召 ; 和 Cr 中 的 各 列 是 按照 同一 顺序 排列 的 ， 根 据 式 〔5 一 59) 我 们 有 
CBi=0 
这 就 是 
fun 
[Cr 0 
(B81 
即 CC 一 一 1 一 5 《5 一 80? 
以 式 (5 一 79) 代入 《5 一 80) ， 得 
C.= A 4. C5—81) 


例 5 一 7 在 图 5 一 1，5 一 9 和 5 一 10 中 所 用 的 图 人 的 3 个 不 同上 矩阵 中 ， 用 (ao，e， 
f，9， 且 作为 生成 树 ， 如 图 5 一 140 中 粗 线 所 示 ， 并 删除 式 〈5 一 33) 中 的 行 6 以 得 到 i， 
则 


bed oefgh. 


001300100 
000 1111 
4=|oon 0001 一 [4 4 
斑 i10050 
ol11i950010) 
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bed aefgh 
100:10000 
D10i01000| 
Cr oo01i00100 [CU 
tti00010 
1000300001| 
从 上 面 妃 /和 Cy 两 个 窃 阵 中 ， 我 们 立刻 可 以 看 省 
已 1=C。 (5 一 827 
所 以 我 们 容易 验证 出 
Ai'A.=B: (5 一 83) 


这 祥和 将 到 4， By 和 Cr 关系 的 3 个 结论 : 


8» 


(一 ) 给 出 4( 人 或 41 后 ， 从 一 探 任意 的 生成 社 和 它 在 A 中 的 子 图 拱 ,着 手 ， 我 们 能 够 
容易 地 得 到 五 :和 Cr。 

(二 》 给 出 8/ 后 ， 我 们 能 够 得 到 Cy， 绽 出 Cy/ 后， 我 们 能 够 得 到 81。 
三) 纵 出 Bj 或 Cj 后 ，4/ 一 般 是 不 能 完全 确定 和 多。 因为 Bi 二 CC， 以 它 代入 式 (5 一 
76) ， 得 . 


C=LB!: VU,, -0 《5 一 847 
同样 ， 因 为 8,=C:、 以 它 代入 式 (5 一 75) ， 得 
Bi=LUn ; CO (5—85) 


这 样 ， 我 们 也 得 到 一 个 基本 回路 第 降 刀 /和 一 个 基本 截 制 组 矩阵 Cy 之 间 的 关系 。 

关于 邻接 甜 阵 六 ( 避 )， 它 与 关联 盾 阵 4(G) 之 间 也 有 一 定 的 关系 。 如果 一 个 图 G 没 有 自 
环 ， 它 的 关联 秆 阵 4( 今 ) 包含 着 关于 今 的 所 有 人 信息。 同样 ， 如 果 从 没有 平行 边 ， 它 的 部 接 短 
阵 节 (CG) 也 包 含 着 关于 忆 的 所 有 信息 。 所 以 ， 如 果 一 个 图 人 是 一 个 简单 图 ， 即 忆 茎 元 自 环 ， 
叉 无 平行 边 ， 那 么 4(G) 和 X KG) 两 者 就 包含 车 的 全 部 信息 。 这 样 ， 在 一 个 既 元 自 环 ， 文 
无 平行 边 的 简单 图 中 ，4(G) 和 和 半 ( 忆 ) 之 间 就 有 一 个 关系 ， 它 们 可 以 从 其 中 一 个 来 求 得 另 
一 个 。 


习 题 


5 一 1 和 写 出 图 4 一 4Cb) 中 的 简单 标记 图 的 关联 算 阵 。 

5 一 2 考虑 图 4 一 6 的 图 对 于 生成 树 { ,ce ,有 ,1 以 式 41/=[4.; 4,]，Bi= 
[UV : B,J，Ci 一 [C. :可 ,J 的 形式 分 别 写 出 矩 降 1、Br、Cr:。 和 由 实际 计算 证 明 等 式 B!= 
AT!A4. 和 C.=B;。 

5 一 3 证明 对 于 一 个 有 名 个 部 分 ，m, 个 点 和 #, 条 边 的 简单 分 离 图 ， 乱 阵 4、8B 和 人 C 的 
鞭 分 别 是 "一 5 一 "+ 和 ,一 此。 

5 一 4 一 个 含有 ?个 开关 (1,2,3,4,5,6,7) 的 开关 网 络 的 其 例子 乳 从 于 图 5 
一 7 前 实验 ， 当 下 列 每 一 组 开关 强 合 与 开关 到 攻 米 通 财 ， 灯 兆 点 亮 。 硬 出 开关 网 络 的 连接 
图 。 开 关 组 合 为 ， (1 ,4,5》 ， (1,4,6,7),， (2,5,7), (2,6), (3,5), 

(3,.6,7) 。 

5 一 5 如果 下 面 是 一 个 滞 个 的 所 有 生成 村 的 表示 式 ， 请 决定 因 忆 
{evcdel ia,cdfh {bcde}, {b,c,.d,f}, 
{oe,cre.f}, tb,cre.f}, {od,e,f}, {6b,d,e,f)}, 
{oe,bd.e}, tab arh {eo,b,e,1}. 

5 一 6 表明 具有 mn, 个 点 的 完全 图 中 矩阵 4y， 吾 ，5 和 二 的 特性 。 

5 一 7 证 明 

Br=[CU, :ACAT DY 
C= A A, 

5 一 8 同 加 路虎 阵 或 截 币 组 移 阵 类似， 对 一 连通 图 定义 一 个 生成 树 窍 阵 ， 指 出 它 的 一 
些 特 性 。 

5 一 9 夯 出 一 个 线性 图 它 的 基本 回路 矩阵 是 


2345 6789 
1100:1000 
1111:0100 
1110i0010 
0111:;:0001 


oo 


5 一 10 村 出 一 个 线性 图 ， 它 的 基本 截 割 组 矩阵 是 


123456 78910 
11100031000 
10011030100 
000111 :i0010 
O01011i0001 


» 83 


4 


第 六 章 平面 图 和 对 侦 图 
第 一 节 抽象 图 和 几何 图 


在 第 一 章 开头 时 我 们 提 到 过 ， 一 个 线性 图 是 一 个 抽象 的 事物 或 对 象 的 组 或 集 ， 并 没有 把 
它们 在 三 维 欧 儿 里 得 泰 间 是否 可 以 用 罗 何 形式 画 出 来 相 联系 。 钢 如 一 个 抽象 图 或 称 组 合 图 @ 
可 以 定义 为 

G= (F, E, VY) (6—1) 

其 中 组 三 ， 属 姑 说 ， 包 括 5 个 对 象 ， 称 它们 为 1，2，3，4，5。 部 

P= (1，2，3，4，5) (6 一 2) 
组 巨 ， 璧 如 说 ， 和 包括? 个 对 象 ， 这 些 对 象 中 没有 一 个 是 在 组 六 之 中 的 ， 称 它们 为 a，46， 
c,d,e，f， #3, 有 即 

E= {a, b, tr, d, e, f, 9) (6—3) 
这 两 组 之 闻 的 关系 由 对 座 关 系 或 称 肌 射 于 来 规定 。 辟 如 说 ， 
| o> (1., 3) 
| &—> (3. 4) 
| o> C1, 4) 
| a 1, 2) C6—4) 
| er (2, 4) 
f> (4, 5) 
9 (2, 5) 


这 里 ， 符 号 a -> 《1 。3 ) 的 党 思 是 说 ， 由 组 中 求 的 对 象 6 对 应 着 或 喘 射 到 组 六 中 来 的 两 
全 对 象 1 和 3。 


图 6 一 1 


这 个 绿 合 的 抽象 事 饭 C 筷 可 以 用 几何 图 形 来 代表 。 图 6 一 1 〈“c)》 是 这 个 图 人 的 一 种 玫 
何 表 示 法 ， 但 是 这 并 不 是 图 G 的 本 身 。 臂 姑 说 ， 我 们 可 以 把 点 5 放 存 任何 她 方 , 如 象 图 
《5 ) 和 《c》 就 是 另外 丙种 表示 法 。 同 样 ， 我 们 也 可 以 把 点 1，2 ，3 或 4 放 在 任何 其 它 
地 方 ， 或 者 把 边 。，5 ，<，… 等 画 成 不 启 形式 ， 就 能 变 成 无 数 的 几何 形式 ， 都 能 表示 组 广 


[和 


与 组 吾 的 对 应 关系 。 可 是 ， 挫 要 不 会 吉 起 混乱 或 误解 ， 我 们 始终 把 图 G 的 图 形 君 作 是 图 G 的 
本 身 。 

在 前 面 几 章 中 ， 我 们 不 计较 抽象 图 与 几何 图 的 区 分 ， 而 在 这 一 章 中 ， 我 们 就 必须 要 注意 
它们 的 区 分 了 。 


第 二 节 ”1- 同 构 和 2- 同 构 


一 个 可 分 图 包括 两 个 或 更 多 个 不 可 分 子 图 ， 每 一 个 不 可 分 子 图 禾 为 片 或 部 分 ， 例 部 ， 图 
6 一 2 有 5 个 片 每 个 片 用 虚线 图 起 来 ， 它 们 
是 由 3 个 蕉 荐 庶 1 ，2 ，3 所 划分 的 。 一 个 不 
可 分 的 连接 图 只 有 一 个 片 。 7 

试 观察 图 5 一 3 中 的 分 离 图 上 与 图 6 一 2 可 
分 图 。 因 为 两 着 各 自 的 点 数 不 同 ,它们 当然 \\、 
不 是 同 构 ， 但 是 两 着 中 对 应 的 片 是 同 构 的 ， 它 
们 之 间 是 有 联系 的 。 这 种 图 叫 作 1- 间 构 。1- 同 


构 的 定义 是 ， 
AS 


图 6 一 3 


如 果 两 个 加 6G ,和 G: 对 各 截 馈 点 重复 永 困 下 述 操 杆 工 后 模 互 成 为 同 构 ，; 和 G: 就 内 机 是 
1- 同 构 。 

操作 工 ， 把 一 个 截 媚 点 剂 分 为 两 个 点 来 作成 两 个 边 不 共用 的 子 图 。 

由 此 定 久 可 见 ， 当 且 仅 当 丙 个 不 可 分 图 是 同 构 的 ， 它 们 也 是 1- 同 构 的 。 
定理 6 一 1， 和 如果 G, 和 G4 是 两 个 1- 同 构图 的 话 ，G 前 秩 数 等 于 Gs 的 秩 数 ，G 的 图 数 等 于 
G: 的 图 数 。 

证 ， 通 过 操作 工 ， 每 次 图 人 中 的 一 个 改制 点 剖 分 为 两 个 点 时 ， G 的 部 分 数 开 总 是 增加 一 
的 。 所 以 G 的 秩 数 忆 是 G 的 点 数 " 诚 去 局 的 部 分 数 b， 即 = 一 上 ， 仍 是 不 变 。 

两 样 ， 困 为 操作 了 工 不 破坏 一 条 边 ， 也 不 产生 一 条 新 边 ， 两 个 1- 同 构图 有 相同 的 边 数 ,。 
有 相同 的 牧 数 忆 和 入 肩 边 数 4. 的 两 个 图 一 定 有 相 户 的 豆 数 NN， 这 是 因为 N=", 一 RR。E 

把 图 6 一 3 中 两 个 片 中 的 点 + 和 4 合并 在 一 起 就 成 图 6 一 4。 图 5 一 4 是 图 6 一 3 的 1 
-局 狗 。 距 然 图 6 一 4 的 片 是 图 6 一 2 中 片 的 局 构 ， 这 两 个 图 也 是 1- 语 构 的 。 所 以 图 6 一 
2，6 一 3 和 65 一 4 中 的 3 个 图 是 互 为 1- 启 构 的 。 

了 媳 然 一 个 不 可 分 图 只 有 一 个 片 ， 所 以 不 可 分 图 的 I- 同 构 是 与 司 构 一 样 的 。 可 是 ， 对 柯 分 
图 ( 姑 图 的 点 连通 度 为 一 钓 》 来 说 ， 二 同 构 是 与 同 构 不 启 的 。 同 构 的 图 也 是 1- 同 构 的 ， 但 是 


26 。 
1- 疝 钧 的 锡 郑 可 能 不 一 定 是 同 构 的 。 这 个 广义 周 构 对 研究 可 分 图 是 于 分 有 有 曙 的 。 
那么 什么 叫 2- 局 构 呢 ?3 2- 同 神 的 定义 为 
如 果 两 个 图 侣 ;和 G: 的 回 获 一 一 对 应 ， 而 且 各 回路 之 问 多 浊 又 有 一 一 对 应 关系 ，G: 和 G， 


叫 作 二 为 2- 同 移 的 。 


a 
/ fa) 6 


i 


图 6 一 4 .图 6 一 5 


例如 ， 图 6 一 5 中 的 两 个 图 G ,和 :是 互 为 2- 同 构 的 ， 因 为 它 们 各 边 之 间 有 一 一 对 应 关 
系 如 未 6 一 1 所 孙 ， 并 且 它们 的 回路 之 闯 也 有 一 一 对 应 关系 如 天 6 一 2 所 示 。 


. 边 的 对 应 表 表 6 一 1 回路 的 对 上 应 表 发 6 一 2 
回路 编号 G 4 牢 的 回 略 口 :中 的 册 咯 
ol ob gehs 
er dier af 
en Ei Baca 
cs Ge dreshs 
os aicuet ds 
ou buco datags 
or Bb:0101 dg 


著 G, 和 Gs 是 2- 局 构 的 ， 则 只 要 把 一 个 图 的 回路 优 阵 的 行 和 列 加 以 置换 后 ， 就 应 该 与 另 
一 图 的 回路 矩 做 完 全 相同 。 从 表 6 一 2 中 可 以 君 出 ， 这 7 个 回路 中 ， 基 本 回路 只 有 前 面 的 4 
个 ， 面 后 面 的 3 个 是 可 以 通过 基本 回路 的 环 和 运算 得 到 的 ， 如 
CBC=Cs 
CBC =C 
CBCBC,=C+ 


现在 列 出 6 的 基本 回路 失 阵 B11 太 
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1 中 


e] 
ooo-” 

or 3 
o-oom 
-~ooo 
men 

局 

o 

- 


Cs 


抬 人 :的 这 个 矩 竹 的 各 列 换 成 C, 中 对 应 的 各 列 ， 并 把 各 边 挤 下 社工 折 二 2 ， 即 得 从 的 基本 加 
路 乱 阵 电 /,: 
:fs 2 ez 9a ca 

00 0 
0 0 
站 1 
D 0 


Bi,=C, 
Cs 
CD 


3 a 
Cll 9 
0 9 
0 1 


coor-o 
-ooon 
oD 


1 
0 
0 1 
它 是 与 82) 完全 相同 的 。 所 以 G, 和 人 :是 互 为 2- 同 构 的 。 贞 此 得 一 定理 。 
定理 86 一 2 ， 当 且 仅 当 两 个 或 更 多 个 图 有 相同 的 基本 回 降 矩 降 时 ， 它 们 是 互 为 2- 两 构 的 。 
根据 式 《5 一 80) 或 式 〈5 一 82) ， 我 们 愉 上 上 面 这 个 定理 又 可 以 得 到 ， 
定理 6 一 5 ， 当 且 仅 兰 两 个 或 更 多 个 图 宥 相同 的 基本 截 荐 组 矩阵 时 ， 它 们 是 互 为 3- 同 构 的 。 
上 面 这 两 个 定理 在 调试 两 个 图 是 否 互 为 2- 同 梅 时 也 许 不 实用 ， 可 是 它们 是 重要 的 ， 在 第 
十 章 中 设计 线性 图 时 会 有 帮助 的 。 
下 面 基 一 种 测试 2- 同 构 的 几何 方法 。 如 果 图 G :和 ,是 互 为 3- 同 构 的 ， 那 么 在 重复 经 过 
上 面 已 讲 过 的 操作 工 或 下 面 的 操作 五 或 连续 用 这 两 种 操作 后 ,它们 变 成 同 构 。 
在 一 个 -连通 图 妇 图 的 点 连通 说 为 2) G 中 ， 设 点 x 和 上 是 一 对 点 ， 把 它们 从 忆 申 移 
去 使 妈 余 的 局 成 为 分 次 图 。 换 名 话说 ，G 包括 一 个 子 图 E, 和 它 的 余 图 & ， 这 样 就 是 g 和 gi 正 
好 有 两 个 共同 点 = 和 上。 假使 我 们 对 GG 进行 下 面 的 操作 荆 (操作 后 ，G 当 然 不 再 保留 原来 的 
图 月 了 )》 。 
操作 卫 ， 把 点 < 部 分 为 2, 和 zs， 把 点 上 前 分 为 .和 刀 ， 这 样 图 G 就 划分 为 .和 本 ， 设 e 中 
有 zi 和 yi， 所 中 有 Zz: 和 y,。 现 在 把 x 与 y: 以 及 +: 与 y. 合 并 在 一 起 使 2, 和 E 重新 连接 起 来 。 很 
请 苑 ，G 中 过 去 端点 为 x 和 乡 的 那些 边 会 随 z, 或 外 面 移动 ， 但 不 残 影 啊 络 后 的 图 形 。 


x ER 本 
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区 殿 
名 多 
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区 5 一 8 


图 6 一 6 表 次 出 到 《a》 和 图 (d) 加 何 是 2- 同 构 的 。 值 得 注意 的 是 在 图 《a 》 中， 点 
x 的 次 数 为 4， 但 在 图 《qd 》 中 ， 却 没有 一 个 点 的 次 数 超 过 3 了。 

在 进行 操作 三 时 ， 一 个 图 的 点 数 和 边 数 都 不 减少 或 增多 。 所 以 在 操作 卫 后 ， 一 个 图 的 秩 
数 和 图 救 还 是 不 变 的 。 同 样 ， 通 过 操作 工 后 ， 一 个 图 的 秩 数 和 图 数 也 是 不 变 的 。 记 以 2- 同 构 
图 的 获 数 和 国 数 都 是 一 样 的 。 
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如 果 两 个 图 G1 和 G; 符 合 下 列 条 件 ， 叫 作 有 回路 对 应 ， 序 G, 和 G 的 边 之 间 是 一 一 对 应 
的 ， 以 及 G: 和 G: 的 回路 之 间 也 是 一 一 对 应 的 。 这 样 在 G, 中 由 某 些 边 所 组 成 的 回路 就 有 一 个 
在 G: 中 由 对 应 边 所 组 成 的 对 应 回路 ， 并 且 反 过 来 也 是 一 样 。 很 明显 ， 同 构 图 有 回路 对 应 的 
特性 。 

在 一 个 可 分 图 GG 中， 既然 每 一 回路 局 限于 一 个 片 中 ， 在 G 进 行 操作 工时 ，G 中 每 一 回路 
还 保有 它 的 边 。 所 以 二 户 构图 有 回路 对 应 。 

局 样 ， 让 我 们 考虑 一 个 图 宁 中 韵 一 个 加 路 进行 操作 下 后 的 情形 。 一 个 图 G 锡 回路 C 可 能 
属于 下 面 3 种 类 型 的 一 种 

(一 )C 的 答 边 都 在 g; 之 中 
(二 ) C 的 答 边 都 在 之 中 ， 

(三) C 的 各 边 有 些 在 E; 之 中 。 而 另 一 些 在 外 之 中 。 在 这 种 情况 时 ，C 一 定 包括 点 > 和 
ye 

在 第 一 和 第 二 种 情形 时 ， 操 作 卫 不 会 影响 C。 在 第 三 种 情形 时 ，C 仍旧 有 原 米 的 名 边 ， 
只 是 在 g, 中 点 xz 和 之 间 的 那 段 路 径 《 回 略 C 的 一 部 分 ) 被 担 转 了 。 所 以 一 个 图 台中 的 每 一 
回路 各 过 操作 二 后 仍 保有 它 原 米 的 各 边 。 因 此 ，2- 同 构图 也 有 回路 对 应 。 
定理 6 一 4， 当 且 仅 当 两 个 图 有 回 略 对 应 时 ， 它 们 是 2- 同 构 的 。 

另 有 一 种 测试 2- 同 构 的 方法 是 用 一 个 图 的 一 个 基本 回路 矩阵 和 另 一 个 图 的 一 个 基本 截 制 
组 矩阵 。 

设 G ,的 一 个 基本 回路 矩阵 吾 / ,为 


Br,=5B,,: B] (6—5) 
其 中 8,, 是 非 奇 异 的 。 再 设 G: 的 一 个 基本 截 制 组 矩阵 C1 为 
Cys=[Cz, : Cs] (6—6) 
其 中 C, 是 非 奇 异 的 。 假 使 
Bi ,Csi=0 (6—7) 
那么 
CE 二 CE (6 一 8) 
因为 C, 是 非 奇异 的 ， 它 是 有 逆 的 ， 
B= B.C, (CL) ‘6—9) 
所 以 
Bri=[B,.: BCEACIO T= BLU 1 CACE)Y C6—10) 
另 一 方面 ， 用 GG, 的 一 个 基本 回 略 矩阵 B81, =[U : B,,]， 根 据 式 (5 一 59) 
BriCri=0 《6 一 11) 
或 Ciet+ BCis=0 《6 一 127 
所 以 
Bs,=Cie (CH) (6—13) 
或 Bis={U ;CIC1)!) (6—14) 


因为 B81, 是 G6, 的 一 个 基本 回路 矩阵 ， 对 式 《6 一 14) 先 乘 以 任何 一 个 元 素 售 为 1 或 6 的 非 
奇异 矩阵 时 ， 所 得 的 结果 矩阵 也 是 G: 的 一 个 基本 回路 矩阵 。 因 为 如 .是 一 个 非 奇 异 矩 阵 , 我 们 


。 昌 。 
可 芭 用 它 来 作成 人 :的 另 一 个 基本 回路 矩阵 
BBrs= BLU : ColCE) 5 (6—15) 
这 个 矩阵 正 是 式 《〔6 一 10》 所 给 出 的 @ ,的 基本 回路 短 降 。 根 据 定 理 6 一 3 ， 我 们 证 明了 G， 
和 马 , 是 2- 同 构 欧 。 
定理 6 一 5 ， 设 号 是 一 个 图 刀 , 的 一 个 基本 回路 抵 阵 ，CY* 是 另 一 个 图 @ :的 一 个 基本 截 宙 组 
竹 阵 。 当 且 仅 当 置换 Cy :的 各 列 得 到 Crs 而 使 
CEBH 一 0 
时 ，C, 和 C: 是 2- 同 构 的 。 
例 6 一 1 图 6 一 5 《ao》 中 G, 的 一 个 基本 加 咯 矩 降 B8/ 为 
a by c,d. er fi gi hh 
-119 
D D 3 
| 0 D 9 
1 


1 


Bn= 


orco 


图 5) 中 人 :的 一 个 基本 割 蕉 组 矩阵 C 
Ca 
1 0 


为 
已 


Cis= 


和 
di, 
0 0 
D 
1 
1 


-oooR 


将 C7: 中 的 各 列 置换 后 贿 
fs ds ge hy 0s bs, os 


| 
| 


o-oon 
oo-.o 


所 以 
Cr 如 和 一 
因此 图 5 一 5 中 的 G, 和 含 : 是 2- 同 构 的 。 
从 定义 来 看 ， 我 们 知道 周 攀 图 总 是 1- 辣 移 的 ， 而 1- 同 构图 总 是 2- 刹 构 的 ， 坦 是 2- 同 构图 
不 一 定 是 1- 同 攀 ， 正 象 1- 同 构图 也 不 一 定 是 同 构 的 。 然 而 对 连通 度 为 3 或 更 多 的 图 来 说 ， 同 
构 ，1- 同 构 ， 和 2- 同 构 这 3 个 词 便 是 同义词 了 。 


三 季 平 面 图 
如 果 一 个 图 可 以 画 在 一 个 平 而 上 而 其 中 没有 两 条 边 是 交叉 的 ， 这 个 图 就 叫做 平 而 图 。 要 
是 一 个 图 画 在 一 个 平 而 上 而 有 相交 叉 的 边 的， 就 叫 作 菲 平 而 图 。 


在 任何 -个 平 而 或 曲面 上 ， 一 个 图 的 元 何 表 形 可 以 画 在 这 个 面 上 而 设 有 出现 边 相交 叉 
的 ， 就 叫 作 埋 置 。 所 以， 要 是 说 一 个 图 人 是 非 平 面 的 ， 我 们 必须 证 明 人 的 所 有 可 能 的 儿 何 琢 
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承 形式 中 没有 一 个 是 可 以 埋 置 在 一 个 平面 上 的 。 网 桦 意义， 如果- 一 个 几何 图 G 有 一 个 同 构图 
可 以 至 置 在 一 个 平面 上 ， 那 么 这 个 图 就 是 平 盏 图 ， 否 则 ，G 是 非 平 而 图。 把 一 个 平面 图 进 
党 在 一 个 平面 上 的 方法 册 作 口 的 平面 表示 法 。 
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图 6 一 7 图 6 一 8 


询 如 图 6 一 7 《0 》， 这 个 图 又 看 起 来 不 是 一 个 平面 图 ， 因 为 边 。 和 边 了 是 交叉 的 ， 所 
以 这 个 图 不 能 埋 导 在 一 个 平面 上 。 和 如 果 我 们 把 过 了 《或 边 e》 末 面 在 四 边 形 之 外 曾 其 它 各 边 
外 不 变 ， 姬 图 《b》 所 示 ， 我 们 就 能 饮 把 这 个 新 的 多 何 咒 形 瑟 置 在 一 个 平面 上 了 。 所 以 奶 几 
5 一 7 C4) 所 示 的 图 是 一 个 平面 图 。 又 象 第 二 章 中 图 2 一 12 折 示 的 两 个 同 构 图 不 过 是 同一 
图 的 不 同 几何 表示 法 曾 已 ,图 (a ) 是 平面 表 冰 ， 面 图 《〈 必 》 则 不 是 。 这 个 图 当然 过 平 而 
图 。 另 一 方面 ， 图 2 一 13 中 的 3 个 图 无 沦 如 何不 能 把 它们 蛋 画 在 一 个 平面 上 而 没有 想 交 叉 的 
边 ， 所 以 它们 是 非 平面 图 。 

从 图 6 一 7 (5b) 看 来 ， 似 乎 在 一 个 平 曾 上 要 通 成 一 个 平面 图 ， 问 题 在 于 能 否 用 帝 曲 的 
线条 画 出 迁 加 的 路 线 ， 不 后 当 或 迪 痪 交叉 。 事 实 不 是 这 样 的 。 有 一 个 定理 告 许 我 们 ， 没 有 必 
要 把 一 个 平面 图 中 的 边 菌 成山 线 ， 以 恕 免 边 神 交 叉 。 
定理 6 一 6 ;任何 一 个 简单 平 商 图 能 够 埋 置 在 一 个 平面 上 面 每 条 边 可 以 陨 成 直线 段 。 

这 个 定理 的 证 明 是 比较 复杂 的 这 里 从 梧 。 作 为 一 个 例子 ， 可 看 图 6 一 8 。 在 区 6 一 8 
Ca) 中 是 有 弯曲 过 药 ， 面 用 直线 段 重 曾 成 图 〔6 ) 。 这 个 定理 中 ， 规 定 所 埋 置 的 图 必须 是 
一 个 简单 图 ， 上 为 自 环 或 两 条 平行 边 中 的 一 条 就 不 能 用 直线 段 画 出 来 的 。 

一 全 故 避 的 平面 瑚 示 法 让， 各 边 拒 这 个 平面 分 成 苦于 区， 或 称 面 ， 如 图 6 一 9 所 示 。 


留 6 一 9 
在 图 (2) 中 ， 罚 G 把 一 个 平面 分 成 5 个 区 ， 妈 fF，， 焉 ,， 玉 ,， 正 ,和 所,。 一 个 区 由 边 
组 (或 点 组 〉 作 为 界 的 。 严 ,6 岂 作 无 限 区 或 外 区 ， 它 是 位 于 埋 置 在 平面 上 的 图 以 外 的 区 域 ， 
广 延 到 无 限 的 。 其 它 区 如 站:， 玉 :， 太 s， 和 厂 叫 作 有 限 区 或 内 区 。 一 个 图 的 区 组 不 是 唯一 不 
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能 变 的 。 如 果 我 们 把 图 6 一 8 《ae) 重 本 或 另外 经 置 ， 如 图 《5) 所 示 。 它 的 界 就 三 人， 
忆 {1， 开 2 本， 和 丈 !， 是 与 到 《aa) 中 的 界 不 

阅 ， 原 来 的 有 限 区 FF 变 成 现在 的 无 际 区 上 4。 和 

所 以 改变 一 个 平面 国 的 埋 置 法 ， 我 们 可 以 改变 

无 限 区 。 事 实 上 ， 用 适当 的 塌 置 法 ， 我 们 可 以 

使 任何 一 个 区 变 成 无 限 区 。 ( 

放置 一 个 球 宝 在 一 个 平 画 Z 上 ， 邵 图 5 
一 10 所 示 。 球 面 5 接触 平 硬 Z 的 那 点 叫 它 为 南 
极 SP。 由 SP 画 一 条 直线 息 直 于 平面 Z ,这 条 
直线 向 上 与 球面 5 接 能 的 那 点 思 它 为 北极 图 6 一 1 
NP, 

应 用 球根 平面 投影 法 ， 我 们 可 以 把 运 置 在 球 酒 S 上 芍 赔 投 射 到 平面 2 上 ， 反 之， 一 个 理 
置 在 平面 Z 上 的 图 也 可 以 投射 到 球面 9. 上。 由 平面 Z 上 的 点 了 画 一 条 直线 与 六 相连， 这 条 
直线 与 球面 丰 交 于 点 2/， 这 点 5 是 叭 一 的 ， 叫 作 王 在 球面 上 前 对 应 点 。 平 面 z 的 一 条 组 及 
4 也 可 以 在 球面 上 得 到 一 条 对 应 段 97'。 央 此 ， 在 球 画 和 平面 之 间 有 一 一 对 应 的 点 和 边 。 平 
面 之 上 在 无 穷 远 的 点 对 应 着 球面 3 上 的 北航 站 忆 。 由 此 得 一 定理 。 
定理 6 一 7 ， 当 上 生 仅 当 一 个 图 能 够 埋 置 在 一 个 平面 上 时 ， 它 就 可 以 至 置 在 球面 上 。 

当 一 个 平面 加 至 轩 在 球面 上 时 ， 将 球面 分 成 车 千 区 。 在 于 而 上 等 个 区 都 是 有 限 的 ， 因 为 
平面 上 的 无 限 区 映射 到 球面 上 包括 北极 点 欧 那 个 区 。 所 以 ， 当 我 们 要 使 平面 上 一 个 平面 图 的 
某 一 区 已 成 为 无 限 区 的 话 。 我 们 可 以 用 上 述 的 投影 方法 把 这 个 赂 光 映 射 到 球面 上 。 洁 适当 地 
放 转 球面 ， 使 北极 点 入 了 正在 ,区 里 ， 然 后 再 把 球面 上 的 图 又 画 回 到 平 窗 和 上 ， 那 时 那个 
区 下 ,就 变 成 无 限 区 了 。 由 此 我 们 又 得 到 一 个 定理 。 
定理 6 一 8 ， 一 个 平面 图 可 以 埋 置 在 一 个 平面 上 ， 使 某 一 特定 区 《就 是 由 组 成 这 个 区 的 各 边 
所 特定 的 ) 成 为 无 限 区 。 

月 球 而 上 区 的 慨 念 六 思考 ， 我 们 知道 在 平 硬 上 的 无 限 区 与 有 限 区 之 间 是 没有 什么 真正 区 
划 的 。 所 以 ， 当 我 们 讲 到 一 个 玫 的 平面 表示 法 时 ， 我 们 钓 意 转 是 包括 无 限 区 的 。 同 样 ， 既 然 
把 一 个 平面 图 水 论 埋 置 在 一 个 平面 上 或 者 一 个 球面 上 ， 其 癌 没 有 什么 水 质 上 的 区 别 〈 一 个 平 
面 可 以 看 作 是 无 限 大 半径 的 球 坷 ) 。 记 谓 一 个 图 的 平面 表示 法 也 常常 用 来 包 掺 平面 埋 置 以 及 
球面 翰 置 。 

猎 然 一 个 平面 图 可 能 有 不 同 的 平面 央 示 法 ， 我 们 也 将 要 问 每 一 种 塌 置 法 是 否 有 同样 的 区 
数 。 回 答 是 “是 的 ”。 下 一 个 定理 通称 欧 拉 多 商 朱 公式 就 告诉 我 们 任何 一 个 平面 区 的 区 数 。 
定理 6 一 9 : 有 ", 个 点 和 =, 条 边 的 一 个 连通 平面 图 有 nm, 一 入 十 2 个 区 。 

证 ， 对 这 个 定理 ， 我 们 内 要 证 明 对 于 简单 图 是 这 样 就 够 了 。 面 为 续 加 一 个 自 环 或 者 一 条 
平行 边 仅仅 是 一 方面 缮 加 一 个 区 到 这 个 图 ， 另 一 方面 也 同时 给 7 数 增 加 了 1 。 我 们 也 可 以 不 
管 或 删除 那些 并 不 形成 区 界 的 那些 边 ， 如 图 6 一 9 中 的 边 c。 和 Pp。 增加 (或 嘲 除 ) 任何 这 样 
的 一 条 边 ， 一 方面 德 &, 数 载 加 《或 减少 ) 1 ， 租 另 一 方面 也 使 4. 教 增 加 (或 减少 1 ， 所 以 
仍 保 持 * 一 的 数量 不 变 。 

因为 任何 一 个 简单 平面 图 的 平河 表示 法 可 以 使 每 条 边 是 一 直线 〈 定 理 6 一 6 ) ， 任 何 一 
个 平面 图 可 以 面 成 每 区 是 个 多 他 形 (一 个 多 角 网 络 ) 。 设 代表 给 定 图 的 多 角 网 络 包括 个 
区 ， 产 设 8, 为 -边区 拍 区 数 。 因 为 每 一 条 边 正好 是 两 个 区 的 界 ， 所 以 
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3 十 4 有 二 5 十 十 rR ==27。 6—16) 
其 中 中 是 边 数 最 多 的 多 边 形 数 。 
同样 
hoth+ hst. t+h,=f {6-—17) 
在 多 角 网 络 中 对 向 各 点 的 所 有 角 之 和 为 
2mm。 《6 一 18) 


想到 一 个 p- 边 多 角形 所 有 内 负 之 和 为 xp 一 2) 和 所 有 外 角 之 和 为 x (P+ 2》 。 让 我 们 证 
算式 (6 一 18) 作为 《7 1》 个 有 限 区 的 所 有 内 角 之 和 再 加 上 规定 无 限 区 那个 多 角形 的 所 
有 外 角 之 和 的 总 计 。 这 个 总 计 为 
nN(3— 2)ks tnd — 2)h tt (ra) (k,—1) tr(r+2) 
=7(3— 2 kT And— DR + +r(r DR, + dr=r(2n,—2f) +47 《6 一 19) 
使 式 〈6 一 19) 等 于 式 (6 一 18) ,得 
2x(n,—f}+47=2rn, 
或 
如 一 了 十 2 一 上 《6 —20) 
所 以 区 数 为 
了 一 0 一 mu 二 2 (6 一 21) 
出 此 得 一 推论 ， 任 何 一 个 有 了 个 区 ，m. 个 点 ， 和 #% 条 边 (nm.>> 2 》 的 简单 的 连通 平面 图 
中 ， 下 列 不 等 式 一 定 是 成 立 的 ， 


nf (6—22) 
N31,— 6 (6 —23) 
证 ， 因 为 每 个 区 至 少 有 3 条 边 为 界 ， 并 且 每 条 边 正 好 属于 两 个 区 ， 所 以 
2n.>3f 
或 
n> 


把 欧 拉 多 面体 公式 代 去 不 等 式 《6 一 22》 中 的 1， 得 
nt 
或 
HS3n, 6o 
不 等 式 (6 一 23) 常常 用 来 检查 一 个 图 是 否 平 面 的 。 如 果 一 个 图 违反 了 这 个 不 等 式 ， 那 
么 那个 图 是 非 平面 的 。 可 是 要 注意 不 等 式 〈6 一 23》 只 是 一 个 图 的 平面 性 的 一 个 必要 条 件 ， 
而 非 充 分 条 件 。 换 句 话 说， 虽然 每 一 简单 平面 图 必须 满足 式 〈6 一 23》， 可 是 只 满足 这 个 不 
等 式 不 能 保证 一 个 图 的 平面 性 。 我 们 将 在 下 一 节 中 再 谈 这 个 问题 。 


第 四 节 ”两 个 典型 的 非 平 面 图 


设 边 e ,的 端点 为 9 和 wo， 过 ez 的 端点 为 中 和 za， 其 中 心 风 zs，mi 天 zs。 如 果 za 一 mb 
并 且 没 右 别 的 边 以 tt 作为 它们 的 端点 ， 那 么 边 , 和 es 叫 作 上 串联。 所谓 串联 边 就 是 表明 这 些 
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边 基 串联 的 。 倒 如 ， 在 图 6 一 11 中 ， 边 e, 和 <: 是 串联 的 ， 我 们 就 可 以 虽 这 两 条 边 是 囊 联 边 。 
和 如果 在 两 个 图 中 前 一 个 图 ， 把 某 些 边 换 久 惠 联 过 〈 即 在 边 中 搬入 一 些 次 数 为 2 的 点 ) ， 
或 者 合并 一 些 举 联 边 为 一 条 边 ， 能 使 这 两 个 图 成 为 而 构 的 ， 那 么 这 两 个 图 称 为 同 胚 的 。 例 


芭 ， 图 5 一 12 中 的 G .和 GG: 就是 同 胜 图 。 
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图 6 一 1 图 6 一 13 

现在 我 们 要 学 习 关 于 区 别 一 个 平 商 图 和 一 个 非 平面 图 的 问题 。 先 学 习 一 个 定理 。 
定理 6 一 10， 一 个 有 5 个 点 的 完全 图 是 一 个 非 平 面 图 。 

证 ， 没 这 个 完全 图 的 5 个 点 命名 为 1，2，3 ，4，5。 我 们 在 上 面 讲 过 ， 所 谓 一 个 完 
全 图 是 一 个 篇 音 图， 其 中 每 个 点 都 有 一 条 边 与 其 它 点 直 搂 连接 的 。 

图 6 一 13 (4 ) 是 一 个 5 这 形 ， 由 点 1 到 点 2 到 点 3 到 点 4 到 点 5 再 同 到 点 1 成 为 一 个 
回路 。 这 个 5 边 形 把 纸 的 平面 分 成 两 个 区 ， 一 个 是 5 边 形 内 的 有 限 区 ， 一 个 是 5 边 形 外 的 无 
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5 一 13 


现在 我 们 在 点 1 与 点 3 之 间 连 接 一 条 边 。 这 这 可 以 画 在 5 边 形 里 ， 也 可 以 画 在 5 边 形 外 
( 面 在 外 面 时 ， 当 然 不 与 《4 ) 中 已 经 画 好 的 5 边 相交 叉 ) 。 假 定 我 们 选择 通 在 5 边 形 内 ， 
如 图 (6b》 所 示 。 如 果 我 们 选择 画 在 外 面 ， 讨 论 的 结果 还 是 一 洋 的 。 现 在 我 们 要 再 而 一 条 由 
点 2 到 点 4 的 边 ， 和 由 点 2 到 点 5 的 边 。 因 为 这 两 条 边 如 果 画 在 5 边 形 里 ， 那 么 就 会 与 原来 
已 经 醒 好 的 边 相 变 叉 。 所 以 我 们 把 这 条 边 西 在 5 边 形 外 ， 如 图 〈 ) 所 示 。 现 在 再 画 连 接点 
3 到 虑 5 的 边 ， 如 果 这 条 边 再 画 在 5 边 形 外 ， 就 要 与 点 2 到 点 4 之 闻 的 边 丰 交叉 ， 所 以 点 3 
与 点 5 之 间 的 这 只 能 画 在 5 边 形 里 ， 如 图 〔d 》 所 示 。 现 在 在 这 个 完全 图 中 还 有 一 条 连 楼 点 
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1 到 点 4 之 间 的 边 要 画 。 这 条 边 不 论 表 在 5 边 形 里 或 外 ， 都 要 与 别 的 过 相交 又， 如 图 .〈e ) 
5 图 (了 )》 就 是 图 〈e ) 的 另 一 种 画 法 】 所 未 。 所 以 说 这 个 图 不 能 埋 置 在 一 个 平面 上 的 。 

这 个 证 明 完全 是 直觉 观察 的 。 上 一 节 中 我 们 已 经 看 到 了 代数 证 明 。 在 图 6 一 13 (ec) 中 
这 个 完全 图 有 5 个 点 ， 即 mw = 5 和 10 条 边 ， 即 
n=10。3n。 一 6 二 15 一 6 一 9 迟 n,。 它 不 能 
满足 不 等 式 〈6 一 23) ， 所 以 是 一 个 非 乎 而 
图 

上 面 这 个 5 点 的 完全 图 姨 两 个 典型 的 非 平 
而 图 之 一 。 另 一 个 典型 的 非 平面 图 是 一 个 3- 过 一 
通 的 3- 正 刚 图 ， 它 的 两 个 通常 的 几何 到 示 图 形 ‘9 
如 图 6 一 14 所 示 ， 它 们 是 同 构 的 。 图 6 一 14 
定理 6 一 11， 一 个 6 个 点 3- 连 通 的 3- 正 则 图 是 非 平面 的 。 

这 个 定理 也 可 以 用 如 图 6 一 13 所 用 的 办 法 来 证 明 它 是 非 平 画 的 。 

这 两 个 典型 的 非 平面 图 叫 作 柯 拉 托 夫 斯 基 图 ， 它 们 是 由 一 位 波兰 数学 家 初 拉 托 夫 斯 基 首 
先 发 现 它们 的 特性 的 。 在 文献 中 ,图 6 一 13《 了 》 常 标 以 K。, 图 6 一 14 标 以 天 。， 大 字 就 是 ， 
发 现 者 名 字 的 首 字 母 

这 两 个 典型 的 非 平面 图 有 下 列 共性 。 

(一 ) 都 是 正则 图 

(二 》 都 不 能 进 置 在 一 个 平面 上 。 

(三 )》 删 去 一 条 过 或 一 个 点 ， 每 个 都 成 为 平面 图 。 

(四 ) 图 6 一 13《 上 ) 是 点 数 最 少 的 非 平面 图 ， 图 6 一 14 是 边 数 最 少 的 非 平 面 图 ， 两 者 
都 是 最 简单 的 非 平 画图 。 

象 图 6 一 14 《oa 》 那 样 的 图 称 为 两 分 图 。 它 的 点 组 可 以 划分 为 两 组 ， 辟 如 说 ， 上 面 的 
3 个 点 称 为 点 组 了 ,， 下 面 的 3 个 点 称 为 点 组 六 ,。 由 区 可 见 ， 图 中 每 条 边 的 一 个 端点 与 六 , 相 
关联 ， 面 另 一 个 端点 与 ,相关 联 。 

上 面 讲 启 的 平面 性 时 ， 我 们 都 是 讲 连通 图 的 。 对 于 分 离 图 呢 ， 那 就 要 把 各 个 部 分 单独 考 
虑 。 所 以 一 个 分 离 图 是 否 是 平面 的 ， 就 要 看 它 的 每 个 部 分 是 符 是 平 丁 的。 同样， 对 于 可 分 图 
(或 -连通 图 ) 也 像 分 离 图 一 样 ， 各 个 部 分 分 开 考 虑 。 所 以 当 且 仅 当 一 个 分 离 图 和 -一 个 可 分 
图 中 每 个 部 分 都 是 平面 的 ， 它 们 才 是 平面 的 。 

在 埋 置 或 平面 性 问题 上 ， 只 需 党 虐 不 可 分 图 。 

在 一 个 球 画 上 埋 玛 图 时 ， 是 否 只 有 一 个 埋 置 法 呢 ? 如 果 把 一 个 平面 风 用 两 种 办 法 埋 堂 在 
一 个 球面 上 时 ， 当 把 一 个 球面 对 另 一 个 球面 作 


E + 
适当 族 转 时 能 使 两 着 配合 的 ， 也 可 能 使 某 些 区 于 
发 生 些 瑚 变 ， 但 不 使 一 个 点 越过 一 条 边 时 ， 这 , 。 
两 种 理 置 法 是 没有 差别 的 。 凡 是 一 个 图 在 一 个 1 “ 
Cay ‘hy 


了 


球面 上 所 有 可 能 的 埋 置 法 中 ， 没 有 于 种 不 同方 
法 时 ， 这 个 图 就 叫 作 在 一 个 球面 上 有 一 个 唯一 
埋 置 法 ， 或 叫 作 有 一 个 唯一 平面 表示 法 。 图 6 一 15 
例如 ， 在 图 6 一 15 中 ， 辣 一 个 图 有 两 种 召 轩 法 。 韩 置 法 《5 ) 有 一 个 区 是 由 5 条 进 为 界 
的 ， 即 《6 》 中 的 无 限 区 是 由 边 组 《4 ，6，d ，e，f》 为 界 ， 但 是 埋 四 法 《a ) 中 却 没 
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有 5 条 过 为 界 的 区 。 挤 以 旋转 分 别 还 置 a) 和 5b) 的 两 个 球面 是 无 法 使 它们 杰 含 的 。 因 
此 这 西利 理 置 法 是 有 差别 的 。 而 这 个 图 是 没有 唯一 孚 面 表 示 法 的 。 但 是 ， 如 果 招 较 6 一 8 中 
的 两 个 图 分 别 埋 置 在 两 个 球 下 上 ， 适 当地 旋转 球面 是 可 以 使 它们 释 合 的 。 这 里 要 注意 的 是 边 
是 可 以 守旧 的 ,和 在 球面 十 置 时 是 设 有 无 限 区 的 .关于 唯一 埋 置 法 的 问题 有 一 个 定理 如 下 。 
定理 6 一 12， 每 一 平面 的 3- 连 通 图 的 球面 去 置 法 是 唯一 的 。 

这 个 定理 在 确定 一 个 图 的 平 耐性 时 是 很 重要 的 。 这 个 定理 指出 ， 如 果 一 个 3- 连 通 图 可 以 
埋 置 的 话 ， 那 就 只 有 一 种 埋 置 法 。 


第 五 节 平面 性 的 检查 


如 何 确定 一 个 给 定 图 G 是 平面 的 还 是 非 平面 的 是 一 个 重要 问题 。 只 滞 画 出 图 来 找 寺 平面 
性 显然 不 是 一 个 好 办 法 。 我 们 一 定 要 有 些 管 单 面 有 效 的 判别 准则 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 我 们 
采取 下 列 的 初等 简化 步 又 

第 一 步 ， 既 然 当 且 仅 当 一 个 分 离 图 的 每 个 部 分 和 一 个 可 分 图 的 等 个 片 痢 是 平面 的 ， 它 们 
才 是 平面 贸 ， 世 以 我 们 一 次 具 旋 考 宦 一 个 部 分 或 一 片 。 因 此 对 于 某 一 个 给 定 的 任意 图 G， 先 
要 确定 它 的 组 成 部 分 


G=1G, Gs we, Go 

其 中 每 一 个 6G, 是 G 的 一 个 不 可 分 的 片 ， 然 后 测试 每 个 G, 的 平面 性 。 

第 二 步 ， 既 然 增加 或 删除 自 环 不 影响 平面 性 ， 先 删除 所 有 的 妾 环 。 

第 三 步 ， 既 然 平 行 边 也 不 影响 平面 性 ， 在 每 一 对 点 之 间 ， 除 留 一 条 边 之 外 ， 删 除 所 有 其 
它 的 平行 边 。 

第 四 步 ， 澡 合并 两 条 捍 联 过 天 时 除 次 数 为 二 的 点 不 影响 平面 性 ， 扬 以 山 除 新 有 归 联 过 。 

反复 地 进行 上 述 的 第 三 步 和 第 四 步 一 般 将 大 大 简化 一 个 图 。 例 如 ， 图 6 一 16 说 明 图 6 一 
15《6) 的 并 联 简化 法 ， 其 中 图 《〈a ) 采用 第 跑步 招 昌 联 边 简化 手 ， 图 《5 ) 采用 第 三 步 
把 平行 边 简化 掉 ， 图 (<c ) 采用 第 四 步 把 让 联 所 简化 掉 ， 图 〔d ) 采用 第 三 步 把 平行 边 简化 
掉 。 


Fa 
4 了 A 
份 .人 7 人， 
和 i cy cz 
图 6 一 16 
设 一 个 不 可 分 图 G ,通过 反复 采用 第 三 步 和 第 四 步 后 简化 到 一 个 新 图 闭 ,， 新 图 厅 . 会 成 为 
怎样 的 呢 ? 下 一 定理 将 回答 这 个 问题 。 
定理 6 一 135， 由 一 个 不 可 分 图 通过 上 述 简化 步骤 所 得 的 新 图 互 , 有 3 种 可 能 ， 就 是 : 
《一 ) 一 条 单 边 ; 


《二 ) 一 个 有 4 个 点 的 完全 图 ; 
《三 》 一 个 不 可 分 的 简单 图 ， 它 的 x, 之 5，+, 之 7 。 
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在 定理 6 一 13 中 ， 所 有 局 于 第 1 类 或 第 2 类 的 新 图 囊 , 是 平面 的 ， 用 不 着 再 行 检查 。 

所 以 ， 今 后 我 们 需要 研究 的 只 是 那些 至 少 有 5 个 点 和 每 点 的 次 数 为 3 或 更 多 的 简单 的 ， 
连接 的 ， 不 可 分 图 。 下 一 步 ， 我 们 可 以 根据 式 〈6 一 23) ， 即 ,<&37, 一 6 来 检查 。 如 果 不 
能 满足 这 个 不 等 式 ， 那 么 图 是 非 平面 的 。 如 果 能 满足 这 个 不 等 式 呢 ? 我 们 在 上 一 节 中 已 经 知 
道 ， 这 个 不 等 式 只 是 一 个 必要 条 件 ， 面 非 充 分 条 件 ， 所 以 还 需 作 进 一 步 检查 。 例 如 ， 非 平面 
图 及。 ,能 满足 这 个 不 等 式 ， 因 为 Ks,s 有 9 条 边 ，65 个 点 ， 即 1, 二 9，7,= 6， 所 以 3n 一 6 
一 18- 6 =12>n.， 这 是 满足 这 个 不 等 式 的 ， 可 是 天,,: 是 个 韭 平面 图 。 

为 了 证 明天 s.* 的 非 平面 性 ， 我 们 可 以 利用 另 一 事实 ， 邵 这 个 图 没有 一 个 区 是 由 少 于 4 条 
边 为 界 的 。 所 以 ， 要 是 这 个 图 是 平面 的 ， 我 们 会 有 

2n,>4f 
由 欧 拉 多 面体 公式 代 去 上 式 的 1， 得 
2n,>4(n,— n+ 2) 

或 2x9>4(9 一 6+2) 
或 18 守 20 
这 是 一 个 矛盾 。 所 以 这 个 图 不 可 能 是 平面 的 。 

为 了 更 确实 地 进一步 检查 ， 那 就 要 用 到 下 一 个 很 重要 的 定理 了 。 
定理 6 一 14， 对 于 一 个 图 G 是 平面 图 的 一 个 必要 和 充分 的 条 件 是 ，G 不 含有 象 典型 的 非 平面 
图 中 任何 一 个 图 ， 或 与 这 两 个 非 平面 图 同 胚 的 图 。 

这 里 有 一 点 值得 注意 ， 就 是 对 于 一 个 非 平面 图 ， 不 是 必 错 有 象 典 型 的 两 个 非 平面 图 中 任 
何 一 个 作为 它 的 子 图 ， 但 是 可 能 有 一 个 子 图 是 一 个 典型 非 平面 图 的 同 胚 。 例 如 ， 图 6 一 17 
Ca》 有 一 个 对 图 如 图 (6 》 所 示 ， 后 者 是 图 6 一 14 的 同 胚 。 所 以 图 6 一 17 (a 》 是非 平面 
的 。 又 例如 ， 图 6 一 18《 4 》 是 非 平面 的 ， 可 是 没有 一 个 子 图 是 局 于 典型 非 平 曾 图 的 。 不 
过 ， 如 果 我 们 从 图 (o ) 中 删除 边 ec 和 边 5， 则 得 如 图 (6》 那 样 一 个 了 图。 把 图 (5》 中 
的 串联 边 c 和 < 在 点 3 合并 为 一 ， 则 得 图 (c) 。 图 〈5) 是 图 《c) 的 同 胚 。 很 明显 ， 图 
《c) 是 图 6 一 14 的 同 构 ， 这 就 证 明 图 6 一 18 1 


Ca ) 是 非 平面 的 。 
| ， ， AN 
fw ， 《2) “， 
3 < > ? ~ ~ 人, 
th 了 人 -一 人， -一 一 人 
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来 测试 一 个 火 图 ， 怕 如 说 ， 一 个 有 25 个 点 的 简单 不 可 分 图 ， 而 每 个 点 的 次 数 为 3 或 更 多 些 ， 
却 是 漂 难 的 。 对 一 个 平 而 轿 ， 另 有 几 种 可 供 采 用 的 表征 ， 其 中 之 一 就 是 是 否 存 在 对 偶 疼 的 问 
题 。 

在 第 三 章 中 ， 出 式 《3 一 19 我 们 辐 道 一 个 区 忆 的 图 数 入 是 

太一 和 二 下 一 和 一 大 《6 一 290 
所 以 
N+R=n, £6 —25) 

供 如 ， 在 图 $ 一 17 《a》 中 的 连通 图 GG 有 10 个 点 和 15 条 边 。 所 以 G 的 图 数 N 是 6。 从 式 
《5 一 46) 馈 一 个 连通 图 的 车 本 加 路 汗 阵 的 秩 歼 为 4. 一 4,+ 1， 也 是 6 。 所 以 一 个 连通 外 
的 图 数 等 地 它 的 基本 回路 沦 阵 铭 牧 数 。 

本 章 在 讨论 对 偶 图 中 ， 我 们 将 包括 那些 有 自 环 作为 边 的 图 在 内 。 

设 一 个 图 全 ! 包 桥 边 8， 加 ，…，#,， 另 一 个 图 全 :包括 a ，5 ，…，n:。 假 定 我 们 选择 
售 ; 中 多 边 p* 作 为 那个 对 应 于 如, 中 边 p 的 边 ， 其 中 p= 二 4， ，…，+#.。 这 样 ,我 们 在 G6, 的 
边 与 Gs 的 边 之 间 就 有 一 个 一 一 对 应 关系 。 设 g1 是 今 , 的 一 个 子 图 ， 包 括 边 i ,i,… ,is。 那么 
包括 这 六 ， 澡 ，…， 强 的 GG, 的 那个 子 图 gs 就 则 作 g: 的 对 应 子 图 。 同 样 , 为 了 方便 ,用 符号 
来 表示 一 个 图 GG 信子 如 的 余 熙 ， 这 就 是 ， 包 包 轿 局 中 除名 的 所 有 边 雇 外 的 其 它 过 ， 惧 及 
不 在 g 中 的 孤立 点 。 

例 6 一 2 图 6 一 19 中 Ca》 和 《65》 分 别 是 两 个 图 信 , 和 GG,。 假 定 避 ,中 的 边 P 对 应 
着 C: 中 的 边 P/， 其 中 2z= 0，5，…，。9。 再 假定 我 们 选择 ,的 一 个 子 图 5,， 它 包括 边 
4G，6，…，《。 如 图 6 一 20 《4》 所 示 ， 那 么 :中 对 应 着 g! 的 子 图 &。， 就 是 包 揪 边 4， 
5 ，…，e/ 的 子 较 ga， 如 图 6 一 20〈《5》 所 示 。 另 外 g' 的 余 图 g 将 包括 边 g ， 和 2 ， 如 图 
6 一 26《c》 所 示 ; gs 的 余 图 到 将 包括 过 d ，f' 和 9g ， 如 图 6 一 20 Ld》 所 示 。 有 了 这 吉 
子 图 ， 我 们 可 以 对 图 的 对 侦 性 下 定义 了 。 


‘a ‘b2 


型 6 一 0 


如 果 有 两 个 图 C ,和 GG,， 在 全, 各, 的 各 边 之 间 有 着 一 一 对 应 关系 ， 侠 得 G ,的 每 一 个 子 
图 E: 的 
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= Rr (6 —26) 
其 中 z+ 是 g: 的 图 数 ， 尺 ,是 G ,的 秩 数 ,7 是 :的 秩 数 ，&: 是 :的 子 攻 对 应 着 gi 以 及 1 是 gi 的 余 
图 ， 那 么 G. 就 叫 作 G ,的 对 侦 。 
根据 这 个 定义 ， 如 果 g: 一 G:,， 那 么 名 就 没有 边 了 。 因 此 rz 是 零 ， 关 县 gi 一 G,， 这 就 意味 
着 4 二 入 ，(CN 是 GI 的 图 数 ) 。 这 样 ， 如 果 G: 荐 G ,的 对 偶 ， 由 式 〔〈6 一 29) 得 


N,=R, (6 —27) 
因为 当 C: 是 和 ,的 对 人情 时 ， ,和 G, 中 的 边 数 =, 是 相 岂 的 ， 所 以 式 《6 一 27) 可 以 写作 
1 一 (6 一 28) 

根据 式 〈6 一 27) ， 式 《6 一 29) 即 成 为 
R=N, (6 一 29) 


所 以 ， 根 据 式 〈6 一 27) 和 〈6 一 29》 ， 刀 果 G, 和 G: 是 对 介 的 ， 那 么 , := R 和 尺 , = 
设 g 是 G; 的 一 个 子 图 ， 它 有 nm. 条 边 。 设 *。* 是 
Woz = Ho— Ne 《6 一 30) 
或 Ht a= C6—3D) 
其 中 .是 .的 边 数 。 当 电 , 是 ,的 对 届时 ， 刚 人 ,中 gs 的 边 狼 是 4,:， 其 中 gs 是 本 的 余 图 ，& 是 
对 应 着 下 的 。 那 么 式 (6 一 26) 成 为 


m= Rr, (6—32) 
其 中 妨 是 的 剧 数 ，r: 是 8 的 秩 数 。 式 (6 一 32) 可 以 表达 为 

He — Hi = Rs tr C6—38) 
或 根据 式 《5 一 19) 和 《6 一 317 

Het ne — n= N+r, 《6 —34) 
阁 项 *.: 移 至 等 号 的 在 方 ， 并 报 锯 式 《8 一 19》 短 

r= Ns (nra) “ 《6 一 35) 
或 = 《6 —36) 
根据 式 (6 一 29) ， 式 〈6 一 36) 成 为 

1 一 届 一 Pi 《6 —37) 


这 就 表 未 如果, 是 GG, 的 对 癸 ， 则 全, 是 GG; 的 对 偶 ， 即 ,和 Gs 是 互 为 对 慢 的 。 

大 一 个 平面 图 .， 我 们 得 到 下 述 一 种 方法 来 构成 对 个 于 G, 的 另 一 个 平面 区 个 2。 

设 有 .条 边 的 个: 是 一 个 平面 图 ， 它 能 够 埋 置 在 一 个 平面 上 而 役 有 边 是 互相 交叉 共 ， 在 
仿 , 的 各 区 中 放 上 一 令 点 p， 然 后 按照 下 列 方法 把 各 点 连接 起 来 。 

如 果 两 个 区 下 .和 下: 是 邻接 的 ， 就 是 有 一 条 共同 达 的 ， 醒 一 条 虚线 连接 p 和 pz ， 它 与 
下 和,; 饲 的 共同 边 只 能 交叉 一 次 。 邵 果 在 ,和 下 ;之 间 有 一 条 以 上 共 局 边 的 ， 则 在 每 一 条 
共同 边 的 Pp; 和 忆 之 间 画 一 条 虚线 连接 线 。 对 于 完全 在 一 个 区 已 (的 那 条 边 e ， 则 在 点 ps 上 西 
一 个 虚线 自 环 ， 与 边 。 具 交叉 一 次 。 

用 这 种 方法 ， 我 们 得 到 一 个 新 图 上 ,。 这 个 图 G: 就 是 卉 人 ,的 对 偶 图 。 人 ,和 全, 之 阅 的 各 
边 是 一 -- 对 应 的 。G, 的 一 边 与 9; 的 一 边 相交 叉 。 严 格 地 讲 ， 这 样 攀 成 的 对 偶 是 几何 对 偶 。 
这 种 找 对 偶 的 方法 岂 作 刀 - 方 法 。 

图 6 一 21 (4》 是 一 个 连通 图 Gi, 它 有 6 个 区 个,， 玉 ;， 玉 s，FF!，Fs,， 和 下。 各 区 
之 中 分 别 放 有 点 1，2，3，4，5 和 和 6。 图 (5) 中 的 虚线 图 就 是 通过 DD- 方法 所 得 到 的 
对 惕 图 口 ,。 
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《三 《4 直线 图 为 Pa 


图 6 一 21 


观察 图 6 一 21 中 的 两 个 图 ， 我 们 得 到 一 个 平面 图 G6, 和 它 的 对 偶 忆 :之 间 的 关系 如 下 ， 

一》 在 G, 中 形成 一 个 自 环 药 一 条 边 在 G: 中 产生 一 条 悬挂 边 。 

( 寺 ) 在 G, 中 的 一 条 六 挂 边 在 ,中 产生 一 个 自 环 。 

(二 》 在 6, 中 的 目 联 这 在 6: 中 产生 平行 边 。 

《四 } 在 ,中 的 平行 这 在 G: 中 产生 申 联 边 。 

(五 ) G. 中 组 成 ,区 界 的 边 数 等 于 G: 中 对 应 点 pi 的 次 数 ， 如 区 内 有 县 注 边 ， 则 党 晤 持 
边 的 丙 面 答 返 。 作 为 两 条 边 计算 ， 反 过 来 也 是 这 样 。 

{六 ) CG: 可 以 埋 置 在 一 个 平面 上 ，C: 也 可 以 理 置 在 一 个 平面 上 ， 所 以 也 是 平面 的 。 

《七 ) 根据 忆 - 方 法 作对 偶 图 的 过 程 ，9: 也 是 G: 的 对 偶 。 所 以 G: 和 侣 。 共 称 为 对 假 图 。 

( 八 》 其 果 rw， mi 无 ， 玉 ; 和 六 ;分 别 表示 一 个 连通 平面 图 恕 ;的 点 数 、 边 数 、 区 数 ， 
秩 数 和 圈 数 ，#。,，n。,， 了 :， 民 :和 入 ,分别 为 对 偶 图 上 口 :中 对 应 的 上 述 备 数 ， 那 么 


Hus= fi {6—38) 
a= ol (6—39) 
无 一 ms 《6 一 407 


利用 上 述 关系 ， 我 们 立即 可 以 得 到 上 面 已 经 得 到 的 R,= NN ,入 ,二 RR.。 
图 5 一 22 是 另 一 个 应 用 D- 方 法 由 ,得 到 对 偶 口 :的 例子 。 图 (a》 是 一 个 平 硬 图 G1 面 
留 (8) 中 的 虚线 所 示 的 图 是 G ,的 对 企图 G:。 


由 品 - 方 法 疡 得 到 的 对 偶 有 一 个 定理 ， 
定理 6 一 15， 册 一 个 图 G, 通 过 DD -方法 而 得 到 的 一 个 图 6, 是 连通 的 。 

用 史 - 方 法 是 否 能 够 得 到 任何 一 个 对 企 贸 的 ? 上 而 这 个 定理 说 ， 由 呈 - 方 法 所 得 到 的 对 侦 
图 是 连通 的 。 那 么 ， 如 果 一 个 图 《本 身 是 分 离 的 ) 有 一 个 对 偶 图 ， 后 省 就 不 能 由 刀 - 方 法 获 
得 。 我 们 知道 这 种 对 偶 图 是 存在 的 .例如 ,如 果 我 们 选择 一 个 分 离 图 G, 面 用 万 -方法 来 求 它 的 
对 俑 加 G:， 那 么 人 ,和 局 ;就 是 互 为 对 侦 的 。 这 就 是 说 ，G ;是 G: 的 对 个， 而 ,是 分 离 的 。 所 
以 用 号 ~ 方法 是 不 能 驶 得 到 任何 一 个 对 由 图 的 。 
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通过 号- 方法 由 G1 而 得 到 它 的 对 偶 : 时 ， 一 个 图 中 的 回路 与 男 一 个 图 中 的 裁 割 组 之 间 有 
下 列 关 系 ， 
定理 6 一 16: 设 C, 和 ,为 对 偶 图 。 设 e, 是 6, 中 的 一 条 边 ，e4 是 ,中 的 对 应 边 。 再 设 g1 是 从 
G6, 中 短 接 去 1 所 竺 到 的 图 ，g: 是 从 G: 中 删除 e, 所 得 到 的 图 。 那么 g, 和 gs 也 是 对 侦 图 。 

现在 讨论 一 下 对 偶 图 的 唯一 性 。 从 一 个 图 攻 刀 -方法 所 得 到 的 对 侦 是 否 是 唯一 的 ? 换 句 
话 培 ， 一 个 图 的 所 有 对 侦 是 否 是 回 构 的 ? 从 刀 - 方 法 来 看 ， 当 且 仅 当 一 个 图 有 一 个 叭 一 平面 
表示 法 或 在 一 个 球面 上 的 唯一 运 置 法 时 ， 我 们 有 理由 希望 一 个 平面 图 将 有 一 个 唯一 的 对 介 。 

例如 ， 在 图 6 一 15 中 ， 同 一 个 图 ( 辐 构 的 ) 有 次 种 不 同 的 埋 置 法 (oe 》 和 (5》。 所 以 
这 些 同 构图 的 对 侦 是 非 同 构 的 ， 如 图 6 一 23 所 未 ， 其 中 图 ( e ) 是 图 6 一 15 《a ) 的 对 偶 ， 
Cb》 是 图 6 一 15 (5b》 的 对 偶 。 这 两 个 图 虽然 不 是 同 构 的 ， 却 是 2 - 同 构 的 。 从 这 个 例子 
推广 可 以 得 到 下 一 个 定理 。 
定理 6 一 17， 一 个 平面 图 G 的 所 有 对 偶 都 是 2- 同 构 的 ， 倘 然 一 个 图 对 GG 的 对 帆 是 2 - 同 构 的 
话 ， 它 也 是 G 的 对 侦 。 

有 了 这 个 条 件 ， 一 个 对 个 可 以 合适 地 认为 是 一 个 平面 图 的 对 侦 。 


图 6 一 23 醒 6 一 24 


例 6 一 3 有 一 个 图 G 如 图 6 一 24 所 示 。 通 过 万 -方法 ， 得 到 G 的 对 偶 G, 如 图 6 一 25 
《a) 中 虑 线 所 未 。 将 〈a ) 重 通 得 图 (5》。 图 6 一 26 所 示 的 Gs 也 是 G 的 一 个 对 个 ， 可 
以 团 出 图 6 一 25 (8) 的 个 与 图 6 一 26 的 Gs, 是 2 ~ 司 构 的 。 
现在 我 们 要 学 习 关 于 对 侦 图 的 一 个 重要 定理 。 
定理 6 一 18， 对 于 两 个 平面 图 G, 和 入, 互 为 对 偶 的 一 个 必要 和 充分 条 件 是 ，G 1 中 的 那些 边 与 
G: 中 的 那些 边 有 一 一 对 应 的 关系 ， 而 且 当 且 仅 当 G: 中 的 一 个 边 组 构成 一 个 截 制 组 时 ，G,， 中 
的 对 应 边 组 构成 一 个 回路 。 


图 5 一 25 
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证 ， 让 我 们 考官 一 个 平面 图 G 的 平面 表示 法 ， 并 且 也 让 我 们 用 号- 方法 可 出 G 的 一 个 对 
偶 G'。 然 后 在 G 中 假定 有 一 个 回路 CC。 很 明显 ，C 会 在 G 的 平面 表示 中 形成 某 个 闭合 篇 单 
晤 线 ， 把 这 平面 分 成 两 个 区 ， 一 个 是 图 形 内 的 有 限 区 ， 一 个 是 图 形 外 的 无 限 区 。 因 此 中 
的 那些 点 划分 为 珊 个 非 零 的 ， 互 不 相 混 的 子 组 ， 一 个 在 C 内 ， 一 个 在 和 外 。 搁 名 话说 ， 对 应 
着 G 中 C 的 那 组 在 C "的 那个 边 组 是 C "中 的 一 个 巷 害 组。 同样 ， 对 应 着 愉 "中 截 制 组 3 的 ， 
在 G 中 有 一 个 唯一 的 回路 ， 包 括 那 个 对 应 边 组 9$， 使 3 是 一 个 回路 。 这 就 证 明了 这 个 定理 的 
必要 部 分 。 


an 


图 6 一 26 


为 了 证 明 充分 部 分 ， 设 G 是 一 个 平面 图 ， 并 设 G* 是 一 个 图 ， 在 G 中 的 那些 截 害 组 与 G* 
中 的 那些 回路 之 闻 ， 或 者 在 G 中 的 那些 回路 与 9* 中 的 那些 规制 组 之 间 有 着 一 对 一 的 对 应 关 
系 。 设 C “是 G 的 一 个 对 偶 图 。 在 G* 中 的 那些 思路 与 G 中 的 那 些 规制 组 之 间 ， 以 及 在 G 中 
的 那些 截 制 组 与 9 "中 前 那些 回路 之 间 有 着 一 对 一 的 对 应 关系 。 所 以 在 CG' 和 C* 的 那些 回 略 之 
间 有 着 一 对 一 前 对 应 关系 ， 这 就 是 意味 着 CG "和 C* 是 2 - 同 构 的 〈 定 理 6 一 5) 。 根据 定 更 
6 一 17，G* 一 定 是 G 的 一 个 对 侦 。 
定理 6 一 19， 设 Ci 和 C: 是 对 偶 图 ， 那 么 G: 中 的 一 个 回路 对 应 着 G: 中 的 一 个 蕉 市 组 。 

现在 我 们 要 研究 一 个 子 图 的 对 情 。 没 6 是 一 个 平面 图 ， 而 Gs 是 它 的 对 偶 。 设 a 是 9, 中 
的 一 条 边 ， 而 在 台中 的 对 应 边 是 2,。 假 使 我 们 从 G, 中 删除 边 4,， 并 且 试 着 找 出 (G ,a1) 
的 对 个， 如 果 边 a, 是 在 两 个 区 的 界 上 ， 人 删除 过 a 会 合并 这 两 个 区 为 一 个 区 、 因 此 (GGa1) 
的 对 侦 可 以 从 Gs 中 而 除 对 应 边 6，， 并 且 在 GsSras) 中 合并 过 :的 两 个 端点 面 得 到 的 。 另 
一 方面 ， 如 果 边 4, 不 在 区 界 上 ， 那 么 0, 就 是 一 个 自 环 。 这 时 (Gs 已 a2) 就 是 (GG01》 的 
对 偶 。 因 此 如 果 图 G ,有 一 个 对 偶 : 的 话 ，G; 的 任何 一 个 子 记 的 对 偶 可 以 连续 采用 这 种 步 又 
来 得 到 的 。 

至 于 岗 旺 罚 的 对 但 呢 ? 我 们 设 G, 是 一 个 平面 图 ， 和 :是 它 的 对 偶 。 设 a 是 G ,中 的 一 条 
边 ， 而 0: 是 6: 中 的 对 应 边 。 假 使 我 们 在 边 4, 中 说 加 一 个 次 数 为 2 的 点 就 是 现在 一 条 边 a， 
变 成 串联 的 两 条 边 ) 。 增 加 一 个 点 将 怎样 影响 对 侦 加 呢 ? 这 在 :中 具足 增加 一 条 平行 于 a; 
的 边 。 同 样 ， 将 两 条 曲 联 边 合并 为 一 条 边 ， 在 G: 中 只 是 诚 少 两 条 对 应 的 平行 边 中 的 一 条 。 
因此 如 果 一 个 图 上 有 一 个 对 个 Gs。 任何 一 个 同姓 于 G, 的 对 个 可 以 从 Gs 中 用 上 述 步 踊 得 到 
的 。 

到 此 为 止 我 们 只 研究 了 平面 图 的 对 偶 性 。 这 也 有 道理 ， 因 为 讲 到 对 偶 姓 或 对 偶 图 的 唯一 
性 时 是 建立 在 平面 工 的 叭 一 埋 置 法 的 。 可 是 ， 现 在 定理 6 一 18 使 我 们 有 对 但 性 的 一 个 等 效 的 
铀 象 定 义 ， 就 是 ， 在 回路 与 截 制 组 之 间 的 对 应 关系 ， 它 不 是 依据 一 个 图 的 平面 麦 示 法 。 这 就 
司 对 偶 性 的 焙 仿 可 以 扩展 到 非 平 面 图 。 换 句 话说 ， 给 出 一 个 非 平 面 今 ,, 我 们 能 否 找 出 另 一 个 
图 Fs， 它们 再 者 的 各 边 间 有 否 一 一 对 应 关系 ， 使 G, 中 的 每 一 个 回路 对 应 着 G; 中 的 崔 一 茂 制 
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组 ， 或 者 反 是 昵 ? 这 个 问题 的 答案 是 “ 否 ” 。 下 面 就 有 关于 这 方面 的 一 个 重要 定理 。 
定理 6 一 20， 当 且 仅 当 一 个 图 是 平面 图 时 ， 它 才 有 一 个 对 候 。 

证 ， 要 征明 这 个 定理 的 第 一 部 分 ， 即 当 它 有 对 偶 的 问题 是 容易 的 。 只 要 用 号 -方法 。 

证 明 这 个 定 更 前 第 二 部 分 ， 即 “ 仅 当 ” 它 是 一 个 平面 图 时 。 我 们 只 要 证 均一 个 非 平面 贸 
是 没有 对 偶 的 。 设 G 是 一 个 非 平面 图 ， 那 么 根据 第 四 节 ， 邓 一 定 含有 天 ,或 所,。， 或 者 一 个 
图 同 腔 于 两 者 之 一 。 根 据 定 型 6 一 14 和 定理 6 一 18， 我 们 已 经 知道 仅 当 字 的 每 一 个 子 图 g 是 
及 与 & 同 凸 的 每 一 个 图 有 一 个 对 则 时 ， 图 人 才能 够 有 一 个 对 偶 ， 因 此 如 果 我 们 能 够 证 明 KK。 
或 扩 :. :是 没有 对 侦 的 ， 我 们 就 证 明了 这 个 定理 。 

假使 典型 非 平面 图 太 ,,s 有 一 个 对 将 刀 。 根 据 定理 6 一 19， 兵 :,: 中 的 一 个 截 戎 组 对 应 着 
忆 中 的 一 个 回路 ， 或 反 是 。 因 为 乓 :没有 只 包括 两 条 边 的 截 制 组 ， 刀 也 没有 只 包 活 两 条 边 
的 回路 。 就 是 说 万 不 含有 平行 边 对 。 因 为 天 ss 中 的 每 条 路 径 的 长 度 有 4 眉 或 6 段 , 吃 就 没有 
一 个 规制 组 少 于 4 条 边 的 。 所 以 万 中 每 个 点 的 次 数 至 少 为 4 。 既 然 刀 没有 平行 边 ， 每 个 点 的 
次 数 至 稍为 4， 万 一 定 至 少 有 5 个 虑 ， 每 个 点 的 次 数 为 4 或 更 多 。 这 就 是 说 万 一 定 至 少 有 

《5 x 4) 12 二 10 条 边 。 因 为 我 们 知道 KK;,: 有 9 条 边 ， 那 么 它 的 对 偶 也 一 定 有 9 条 边 。 上 
面 嗓 然 说 石 至 少 有 10 条 边 ， 这 是 矛盾 的 。 所 以 说 天 s: 不 可 能 有 一 个 对 偶 。 

同样 。 假 使 典型 非 平 画图 久 s 有 一 个 对 惯 娘 。 广 意 下 ,有 《1》 10 条 边 ， 【2 ) 没有 平行 
这 对 ; 《3》 没 有 两 条 边 的 截 制 组 ，《4》 只 有 4 条 边 或 5 条 边 的 截 害 组。 因此 ， 对 侦 图 广 
一 定 有 《1》10 条 边 ，〈2) 没有 一 个 点 的 次数 少 于 3; 《3 ) 没有 平行 边 对 ， 《4)》 只 有 
主 段 或 段 的 回路 -现在 如 含 有 一 个 6 边 形 ( 女 数 为 6 的 一 个 回路 ) ; 参看 图 6 一 14 (2b) 
对 这 个 6 边 形 ， 不 能 增加 多 于 3 条 边 而 不 产生 有 3 段 的 回路 或 是 一 对 平行 边 。 因 为 这 两 者 对 
于 五 都 是 禁止 的 ， 和 已 有 19 条 边 ， 所 以 五 一 定 至 少 有 ?7 个 点 。 每 个 虑 的 次 数 至 少 为 3 。 这 就 
导致 万 至 少 要 有 11 条 边 。 这 是 自 衫 示 对 的 。 

在 对 侦 图 中 ， 还 有 一 种 自 对 偶 图 。 如 果 一 个 平面 民品 是 它 自 己 对 个 的 同 构 ， 伟 就 叫 作 一 
个 自 对 偶 图 。 一 个 4 个 点 的 完全 图 是 一 个 自 对 锦 图 。 自 对 偶 图 有 许多 有 趣 的 特 社 ， 但 也 提出 
一 些 示 解决 的 问题 。 


第 七 节 ”基础 回路 全 组 


如 果 一 个 图 的 一 个 回路 组 有 下 列 两 个 特性 ，《1) 图 中 每 一 个 国耻 可 以 用 这 个 回路 组 中 
的 几 个 或 所 有 回 略 的 环 和 来 表达 《2 ) 这 个 回路 组 中 任何 一 个 画 路 不 能 用 组 中 其 它 一 些 回 
路 的 环 和 来 表达 ， 则 这 个 回路 组 下 作 基 础 回路 全 组 。 基 础 回路 是 与 第 三 章 ， 第 七 节 中 所 讲 的 
基 本 回路 有 所 区 别 前 。 基 本 回 略 系 对 一 个 图 的 某 一 裸 生 成 树 面 言 的 ， 而 基础 回 了 路 不 一 定 是 与 
生成 笠 有 关 的 。 不 过 ， 这 两 者 却 有 下 述 的 关系 ， 就 是 一 个 基本 回路 组 常常 构成 一 个 基础 回路 
全 组 ， 面 对 于 所 有 线性 图 来 讲 ， 一 个 基础 回 此 金 组 不 一 定 构 咸 一 笃 生 成 树 的 一 个 基本 回路 
组 。 

在 一 个 平面 图 中 ， 一 个 基础 回路 全 组 另 有 一 种 特性 ， 在 一 个 平面 前 连通 图 他 的 平面 表示 
法 中 ， 由 各 有 限 区 回路 组 构成 一 个 基础 回路 全 组 ， 对 于 G 中 的 任何 一 个 基础 回路 全 组 C 可 以 
表达 为 己 中 所 含 规 定 那些 有 限 区 的 那些 回路 的 环 和 ， 可 以 观察 到 图 中 每 一 条 边 最 多 出 现在 这 
种 基础 回路 全 组 中 的 两 个 画 路 之 由 ， 因 此 ， 对 于 每 一 个 平面 图 CG， 我 们 可 以 找到 一 个 基础 回 
路 全 组 ,没有 一 条 边 会 出 现在 这 些 基础 回路 中 的 两 个 回路 以 上 ,这 个 结果 使 我 们 又 得 到 一 个 检 
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查 图 的 平面 性 的 重要 淮 则 
定理 6 一 21， 当 且 仅 当 一 个 图 G 有 一 个 基础 回路 全 组 就 是 它们 所 有 的 六 个 回路 ， 这 个 六 系 
GG 的 图 数 ) ， 没 有 一 条 边 会 出 现在 这 些 回 路 中 的 两 个 以 上 时 ， 这 个 图 C 才 是 平面 的 。 

表示 一 个 平面 图 的 特征 有 3 个 重要 表征 ， 那 就 是 定理 6 一 14、 定 理 6 一 18、 和 定理 6 一 
21。 可 是 这 3 个 表征 都 有 两 个 缺点 ， 第 一 ， 它 们 应 用 于 一 个 大 图 时 都 很 困难 ， 第 二 ， 当 一 个 
图 是 平面 型 时 ， 它 们 都 不 会 给 出 图 的 平面 表示 。 这 些 缺 点 近年 来 鼓励 了 一 些 作 图 法 的 创制 ， 
使 得 平面 性 的 检测 可 以 根据 图 的 平面 表示 法 。 有 些 作 图 法 是 由 于 应 用 了 数字 计算 机 面 完 成 
的 。 这 些 方法 中 的 大 部 分 是 先 把 一 个 给 出 的 图 简化 到 一 个 或 几 个 简单 的 不 可 分 图 ， 每 一 个 点 
的 次 数 为 3 或 大 于 3 ， 和 边 数 a,< 3 ,一 6 ， 然 后 应 用 作 图 算法 来 求 得 一 个 图 是 否 是 平面 
的 ， 有些 我 们 将 在 第 十 一 章 第 七 节 中 关于 平面 性 测试 算法 中 讲 。 


第 八 节 ”厚度 和 交叉 


如 果 一 个 图 CG 是 非 平面 的 ， 就 有 一 些 另外 的 有 关 表 征 ， 象 夯 度 和 交叉 数 等 问题 。 这 是 因 
为 生前 在 复杂 系统 的 自动 布线 ， 印 刷 电 路 工艺 ， 大 规模 集成 电路 的 设计 等 领域 中 ， 对 这 些 问 
题 是 很 感 兴 趣 的 ， 面 且 有 一 些 问 题 还 没有 解决 。 

为 了 埋 置 一 个 非 平 面 图 从 ， 就 要 把 G 分 成 若干 个 平面 的 子 镶 ， 分 别 运 置 在 几 个 平面 上 
面 合成 一 个 非 平 面 图 如 的 最 少 的 平面 子 图 数 就 叫 作 @ 的 厚度 。 例 如 ， 在 一 鞭 印 刷 电 路 板 上 ， 
分 隔 不 同 子 图 所 需要 的 绝缘 层 就 是 所 考虑 的 非 平面 图 G 的 厚度 。 

根据 定义 ， 一 个 平面 图 的 厚度 是 1 。 典 型 的 两 个 非 平面 图 的 厚度 为 2 。 试 画 草 图 ， 就 可 
以 知道 一 个 有 8 个 点 的 完全 图 的 厚度 为 2; 有 9 个 点 的 完全 图 的 厚度 为 3， 一 般 地 讲 ， 一 个 
任意 灸 的 厚度 是 难于 确定 的 。 


习 题 


6 一 1 判断 图 6 一 27 中 的 3 个 图 ， 哪 是 平面 图 ? 哪 是 非 平 面 图 ? 把 平面 图 函 在 一 个 平 
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图 6 一 好 

6 一 2 ” 重 画 图 6 一 28， 使 图 中 射线 区 成 为 无 限 区 。 

6 一 3 节 出 图 6 一 29 的 几何 对 偶 图 。 

6 一 4 ”利用 类 似 证 明定 理 5 一 1 的 几何 理论 ， 证 明 网 大,,: 也 是 非 平面 。 

6 一 5 如果 有 2 个 点 ，", 条 边 的 简单 平面 图 ， 其 每 个 区 都 是 由 点 条 边 构成 的 ， 试 证 明 
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n(n, 2) 
“ 大 一 2 

如 果 平 面 图 忆 的 所 有 点 的 次 数 部 相等 ， 构 成 每 个 区 的 边 数 世相 等， 风 平 面 图 避 
匣 为 完全 正则 留 。 例 如 图 2 一 28 《4a》 和 和 图 2 一 30《b》 是 完全 正则 图 。/ 试 证 明 除 次 数 少 于 
或 等 于 2 的 图 外 ， 只 存在 5 种 可 能 的 简单 的 完全 正 别 平面 图 ， 并 绘 出 这 些 图 (利用 钦 拉 多 面 
体 公式 ) 。 

6 一 7 用 面 图 方法 说 明 ，8 个 点 的 完全 图 的 摩 度 为 3， 9 个 点 的 完全 图 的 厚度 为 3 。 

6 --8 ”说明 4 个 点 的 完全 图 是 自 对 偶 的 。 试 再 画 出 两 个 自 对 侦 图 。 

6 一 9 ” 试 说 明 最 大 平面 图 的 每 个 区 域 都 是 由 3 条 边 构 成 的 。 

6 一 10 用 定理 6 一 14 说 明 图 6 一 30 是 非 平面 图 。 


5—6 


转 6 一 29 避 6 一 30 
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第 七 章 有 向 图 
第 一 节 有 向 图 的 特点 和 类 型 


前 面 几 音 所 研究 的 线性 图 都 是 无 向 图 ， 每 条 边 并 不 规定 方向 。 点 0; 和 ;两 点 之 间 的 一 条 
边 e* 可 以 看 作 是 由 点 z: 走 向 点 z， 也 可 以 看 作 是 由 点 "走向 点 "的 。 这 一 章 我 们 将 着 重 研究 
每 条 边 有 伴 尖 表示 的 规定 方向 的 线性 图 ， 即 有 疝 图 。 这 是 因为 在 很 多 实际 情况 中 都 需要 有 加 
图 。 城 市 的 街道 常 标 有 单行 道 ， 管 道 流 网 络 中 有 了 闲 ?; 电 力 两 络 中 有 输电 方向 ， 这 些 都 得 用 
有 向 图 来 表示 。 有 向 图 也 是 计算 机 程序 所 常用 的 抽象 表示 ， 又 是 研究 时 序 开关 两 络 的 有 力 工 
县 。 在 控制 理论 中 ， 也 用 有 向 图 作为 系统 分 析 的 信号 流 图 。 

在 研究 无 向 图 中 所 用 的 概念 和 术语 ， 大 部 分 对 有 疝 图 还 是 适用 的 。 警 如 ， 一 个 图 的 平面 
性 是 不 管 那 图 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ,都 是 一 样 的 。 可 是 , 当 有 疝 图 与 无 向 图 有 区 别 时 ， 我 们 在 
下 定义 时 ， 如 对 行走 、 路 径 、 回 路 、 树 、 截 制 组 等 就 会 有 所 说 明 ， 但 是 无 向 图 中 若干 特性 还 
是 在 有 向 图 中 有 所 反映 的 。 

有 些 情况 ， 在 研究 有 疝 边 时 可 用 无 向 边 来 代替 ， 反 过 来 也 是 这 样 。 所 以 在 研究 有 疝 图 
时 ， 有 时 我 们 必须 知道 所 对 应 的 无 向 图 。 所 谓 一 个 有 向 图 鼠 的 对 应 无 向 图 6, 就 是 把 前 者 每 
一 有 向 边 代 以 无 向 边 。 例 如 ， 图 7 一 1 《as 》 是 一 个 有 向 图 ， 面 图 (b) 就 是 它 的 对 应 无 向 
图 。 网 样 ， 如 果 一 个 有 向 图 的 对 应 无 向 图 是 连通 的 ， 这 个 有 向 图 就 是 连通 的 。 例 如 ， 因 为 图 
7 一 《5》 是 连通 的 ， 所 以 图 (a 》 是 连通 的 。 同 样 ， 所 谓 可 分 有 疝 图 ， 分 离 有 疝 图 ， 子 
图 和 部 分 等 ， 也 是 以 它们 对 应 的 无 向 图 为 准 的 。 


图 7 一 1 


在 一 个 有 向 图 中 ， 一 条 边 不 仅 关联 着 一 个 点 ， 而 且 要 看 是 关联 出 还 是 关联 入 一 个 点 。 凡 
是 一 条 边关 联 出 的 那个 点 v, 蔬 作 边 ex 的 起 点 ， 它 关联 入 的 那个 点 2, 叫 作 边 ex 的 终点 。 像 
图 7 一 1 (a) 中 , "点 1 是 边 6 的 起 点 ， 而 点 3 是 边 a 的 终点 。 对 于 一 个 自 环 ， 像 图 (4》 
中 的 边 e。， 点 2 既是 它 的 起 点 ， 又 是 它 的 终点 。 有 的 书 中 把 有 向 图 的 边 叫 作 驱 ， 以 别 于 无 向 
图 中 的 边 。 但 是 在 本 书 中 ， 我 们 简单 地 都 叫 作 边 ， 有 必要 时 ， 就 明白 地 说 有 向 边 或 到 向 边 。 

在 有 间 图 中 ， 关 联 出 点 ,的 次 数 叫 作 点 x ;的 田 次 数 ， 用 符 叶 d (0,) 来 表示 。 关 联 入 点 
的 次 数 岂 作 点 的 入 次 数 ， 用 符号 df -(z 力 来 表示 。 例 如 。 在 图 7 一 1 (a》 中 
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d* (1)=3 qd (1) =1 
d (2)=1 d (2) =2 
1 


d* (3)= qd (3) =4 
d* (4) =1 d (4) =3 
d+ (5) =4 d (5) =0 


所 以 ， 在 一 个 有 向 图 G 中 ， 入 次 数 的 总 和 等 于 出 次 数 的 总 和 ， 而 且 每 个 总 和 等 于 G 中 的 边 
数 ， 即 


Sa)= Da w=n, (7—1) 
一 个 孤立 点 的 入 次 数 和 出 次 数 都 等 于 零 。 有 向 图 中 的 一 个 悬挂 点 的 次 数 为 1 ， 即 
do)+drCo=1 《7 一 2) 


如 果 两 条 有 疝 边 以 同一 方向 映射 到 一 对 项 点 时 ， 这 两 条 边 叫 作 平行 边 。 这 就 是 说 ， 除 了 
必须 象 在 无 向 图 中 那样 地 平行 外 ， 也 要 所 指 的 方 网 一致。 在 图 7 一 1 《ae) 中 ， 边 及，mm， 
nn 是 平行 的 ， 而 边 5 和 < 都 不 算 平行 的 。 

一 个 有 有 向 图 有 它 对 应 的 无 向 图 。 反 过 来 ， 设 有 一 个 无 向 图 G， 我 们 可 以 把 各 边 任意 指定 
方向 ， 这 样 结果 的 有 疝 图 ， 有 时 标 以 合 巴 作 与 G 相 伴 的 有 疝 图 ， 或 叫 作 人 的 定向 。 这 里 要 注 
意 ， 一 个 给 定 的 有 向 图 只 有 一 个 唯一 的 〈 在 同 构 性 总 义 上 》 对 应 它 的 无 向 图 ， 而 一 个 给 定 的 
无 向 图 却 可 能 有 许多 个 定向 。 这 就 是 为 什么 说 对 应 某 向 图 的 特定 无 向 图 ， 而 却说 相伴 某 个 无 
向 图 的 一 个 有 向 图 〈 可 有 多 个 ) 。 

那么 什么 叫 同 构 有 向 图 昵 ? 所 谓 同 构图 是 有 恒 等 的 特点 。 聊 句 话 讲 ， 如 果 它 们 的 标号 山 
除 ， 两 个 周 构 图 是 没有 区 别 的 。 而 两 个 有 向 图 要 是 同 构 的 话 ， 那 么 不 但 它们 对 应 的 两 个 无 向 
图 必须 是 同 构 ， 而 且 对 应 边 的 方向 也 必须 一 致 。 例 如 ， 图 7 一 2 中 的 两 个 有 向 图 不 是 同 构 
的 ， 因 为 虽然 它们 所 对 应 的 两 个 无 向 图 是 完全 相同 的 ， 但 是 两 图 中 的 边 d 的 方向 正 相 反 。 

由 于 有 向 图 每 边 所 规定 的 方向 不 同 ， 有 向 图 的 类 型 较 它们 相伴 的 无 向 图 为 多 。 

简单 有 向 图 ， 一 个 既 无 自 环 又 无 平行 边 的 有 向 图 叫 作 简单 有 图 狗 。 例 如 ， 图 7 一 2 和 图 


7 一 3。 
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图 ?7 一 2 图 ?一 3 
非 对 称 有 向 图 ， 有 向 图 中 一 对 点 之 间 量 多 只 有 一 条 有 向 边 ， 但 允许 有 自 环 的 ， 叫 作 非 对 
称 有 向 图 。 
对 称 有 向 图 ， 有 向 图 中 有 某 一 个 方向 〈 如 从 点 = 到 点 已》 的 有 间 边 ， 就 也 有 另 一 个 方向 
《如 从 点 5 到 点 a》 的 有 向 边 的 ， 叫 作对 称 有 向 图 ， 例 如 图 7 一 3 。 
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一 个 有 向 图 取 简 单 又 对 称 的 ， 叫 作 简单 对 称 有 向 图 ， 一 个 有 向 图 片 简单 又 非 对 称 的 ， 叫 
作 简 单 非 对 称 有 向 图 。 

完全 有 向 图 ， 一 个 简单 有 向 图 其 中 从 每 个 点 指向 每 个 其 它 点 只 有 一 条 有 间 边 的 ， 叫 作 完 
全 对 称 有 向 岁 ， 例 如 图 7 一 3 。 一 个 非 对 称 有 向 图 如 果 每 一 对 点 间 只 有 一 条 边 的 ， 叫 作客 全 
非 允 称 有 阅 轿 ， 例 如 图 7 一 2 。 

一 个 有 #, 个 点 的 完全 非 对 称 胡 向 图 含有 n。 人 zs- 1》 /2 条 边 ， 但 是 一 个 有 so 个 点 的 完 
全 对 称 有 向 图 却 含 有 n，(n, 一 1〉 条 边 。 一 个 完全 非 对 称 有 向 图 也 叫 作 -个 比赛 图 或 完全 比 
赛 图 。 这 种 图 将 在 下 面 讲 弱 。 

平 街 有 内力 :一 个 有 商 图 其 中 每 一 个 点 ”的 入 次 数 等 于 出 次 数 的 , 即 df (2D = 4 人 (v0)， 
叫 作 平衡 有 疝 图 ， 也 叫 作伪 对 称 有 向 图 。 胡 时 一 个 平衡 有 向 图 的 每 个 点 有 祖 同 的 入 次 数 和 出 
次 数 的 ， 则 凶 作 正 出 平衡 有 向 图 。 


5 二 节 ”有 向 图 的 关联 矩阵 


与 一 个 有 向 图 相关 的 矩阵 是 与 第 五 章 中 所 讨论 过 的 无 向 图 的 有 关 和 矩阵 十 分 相似 的 。 不 过 
它 有 一 个 基本 区 别处 ， 即 由 于 各 边 的 定向 ， 有 向 图 的 各 种 矩阵 的 元 素 有 3 个 值 ， 即 + 1， 
]， 和 - 1 ， 而 无 向 图 的 矩阵 只 有 0 和 1 。 这 些 值 + 1，0， 和 - 1， 看 作 是 普通 的 实数 ， 
即 在 实 诚 中 的 。 所 以 加 法 篆 法 是 用 普通 算术 ， 而 不 像 无 向 图 中 那样 用 模 2 算术 。 

一 个 有 向 图 中 各 条 边 的 位 置 和 定 沿 的 一 种 表示 法 是 用 一 个 关联 窍 阵 。 一 个 有 关 个 点 ，n。 
条 边 ， 和 没有 自 环 的 有 向 图 的 关联 矩阵 4 是 一 个 r。 x ?的 矩阵 ， 其 中 答对 应 着 点 ， 列 对 应 着 
边 ， 定 义 如 下 ， 

A= [ai (7 一 3) 
式 中 sr= 1， 如 果 边 了 自 点 i 射出 ， 
au 二 一 1, 如 果 边 了 从 点 1 射 入 
2 一 0， 如 果 边 并 不 关联 着 点 i 。 
图 7 一 4 是 一 个 线性 图 G。 它 的 关 磋 矩阵 为 
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a 《7 一 4) 
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如 果 不 管 各 条 边 的 定向 而 相应 地 把 式 《?7 一 4) 中 的 - 1 收 为 1， 那 么 式 《7 一 4) 就 变 成 
峡 5 一 工 的 关联 矩 踪 式 〔5 一 33) 了 。 

在 第 五 章 ， 第 二 节 中 所 讲 的 从 一 个 无 向 图 的 关联 托 阵 中 所 观察 到 的 6 个 信息 ， 只 要 销 作 
修改， 也 适用 于 这 里 的 有 向 国 。 

在 定理 5 一 ? 中 一 个 关联 矩阵 的 秩 数 等 于 它 的 无 向 图 的 秩 数 。 这 对 于 有 向 图 也 是 适用 
的 。 
定理 7 一 1， 一 个 有 向 图 关联 秆 降 的 秩 数 是 # 一 上， 其 中 ,是 有 向 图 的 点 数 ，& 是 部分 
数 。 
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从 关联 定 阵 4 中 移 去 任何 一 行 ， 得 《x。 一 1) x 4, 的 缩减 关联 逢 阵 4/。 对 应 移 去 那 一 
行 的 点 叫 作 参 考点 。 

在 一 个 无 向 图 的 关联 矩阵 4 中 ，4 的 每 个 方 子 第 阵 的 行 
列 式 是 0 或 1， 这 是 因为 行列 式 是 用 模 2 算术 演算 的 ， 它 的 
结果 只 能 是 0 或 1， 而 不 会 有 别 的 值 。 

对 于 有 向 图 呢 ? 关联 矩阵 4 是 在 实 域 中 。 初 看 起 来 ， 方 
子 矩阵 的 行列 式 可 能 得 到 任何 整数 值 。 下 列 这 个 定理 告诉 我 
们 不 是 那样 一 回 事 。 
定理 7 一 2 : 一 个 有 向 图 的 关联 拭 阵 4 中 每 个 方 子 矩 阵 的 行 
列 式 的 值 是 1， 一 1， 或 0。 图 7 一 4 

证 ， 这 个 定理 的 证 明 可 以 把 矩阵 4 的 一 个 方 子 优 阵 直 搂 展开 而 得 到 的 。 假 定 4 的 一 个 甸 
x 吉方 子 逢 年。 吉 果 村 有 任何 一 行 或 列 的 元 素 信 都 是 零 ， 那 么 很 明显 的 行列 式 M| = 
0 。 同 样 ， 如 果 计 的 每 一 列 含 有 两 个 非 零 元 素 值 ， 一 个 1 和 一 个 一 1， 那么 IM] = 0。 

现在 ， 如 果 fag| 关 0 ， 那 么 开 中 每 行 的 元 素 信之 和 不 能 是 零 。 著 以 1 一 定 有 一 列 其 中 有 
一 个 单独 非 零 元 素 值 ， 或 是 + 1 ， 或 是 一 1 。 设 这 个 单独 元 素 值 是 在 下 的 〔《i ， 了) 处 。 因 
此 


EL = 士 11 着 省 (7—5) 

其 中 对 ,是 时 删除 去 行 上 和 列 了 后 的 子 窍 阵 。 因 为 彩 是非 奇异 葛 ( 就 是 1 关 0 7， 所 以 (mm 
一 1) x (m 一 工 ) 的 子 撼 阵 耻 ,; 也 是 非 奇异 的 。 所 以 好 一定 也 有 一 列 其 中 有 一 个 单独 非 零 
元 素 值 ， 艾 如 说 在 《P，3) 处 。 对 于 (〈(p，9) 处 的 这 个 元 素 展开 IM ,| 。 

[型 让 = 士 对 的 一 个 非 奇异 (一 2)x cm 一 2) 子 矩阵 | 
重复 应 用 这 种 步骤 最 后 得 到 

Ml= 土 1 (7—6) 

任何 一 个 矩阵 它 的 每 一 个 方 子 秆 阵 的 行 区 式 的 值 为 1， 一 1， 或 0 的 串 作 一 个 么 模 矩 

阵 。 台 神 窍 阵 在 线 姓 规划 中 有 重要 作用 。 


第 三 节 有 向 子 图 


一 个 有 向 图 韵 子 图 ， 如 行走 ， 路 径 和 回路 等 ， 统 称 为 有 向 子 图 ， 它 们 除了 有 所 对 应 的 无 
向 图 竟 子 医 和 的 那些 特 福 外 、 还 要 考虑 到 定向 。 所 以 有 岛 子 图 有 些 特殊 性 质 是 对 应 的 无 疝 子 图 
所 没有 的 。 

一 个 有 向 行走 是 一 个 行走 ， 它 的 定向 是 从 起 点 到 终点 ， 并 且 行 走 中 每 条 这 葛 定 南 是 与 整 
个 行走 的 定 上 自 一 致 的 。 侧 如 ， 在 图 7 一 5 中 ,WW7 Ca，b， 
c，d，。) 是 一 个 有 疝 行走 ， 但 是 到 (ao ，&5。f) 却 不 
是 一 个 有 高 行走 ， 耐 只 是 对 应 着 有 讽 图 的 一 个 行走 ， 称 为 半 
行走 。 

如 果 一 个 有 疝 行走 的 起 点 和 终点 是 同一 点 ， 这 个 行走 就 
叫 作 有 疝 闭 行 走 ， 和 否则 就 则 作 有 向 开 行走 。 例 如 ， 在 图 ?7 一 
5 由， 瑟 必 58，c，d)》 是 一 个 有 向 闭 行走 ， 面 (ce ， 5 
cj da，e) 是 一 个 有 向 开 行走 。 图 7 一 5 
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在 有 向 图 中 ， 前 面 已 经 讲 过 ， 一 个 点 0 的 次 数 分 为 出 次 数 d ' (tv) 和 入 次 数 G (v0) 可 

是 一 个 点 wo; 的 总 次 数 是 与 无 各 图 中 点 "的 次 数 杠 同 的 ， 即 
qd (v)=d'{(v,) td (9,) (7—7) 

在 一 个 行走 中 ， 虽 热 一 条 地 不 能 出 现 一 次 以 上 上， 一 个 点 才 匙 多 许 出 现 多 次 的 。 但 是 在 一 
个 开行 走 中 ， 如 果 没 有 一 个 点 出 现 一 次 以 上 ， 这 个 开行 走 就 叫做 路 径 。 在 有 向 图 中 。 一 个 有 
向 路 径 的 定义 除了 与 无 向 图 中 的 路 径 一 样 外 ， 还 要 如 由 起 点 到 终点 有 一 个 十 向 ， 而 且 路 径 中 
每 条 过 的 定向 是 与 路 径 的 定向 一 致 的 。 例 如， 在 图 7 一 5 中 ， 由 起 点 1 到 终点 3 之 间 的 到 
Ca，e， 了 ，5》 是 一 个 有 向 上 路径， 面 行 走 (9，f， 上 5，d) 却 不 是 一 个 有 向 路 径 而 只 
是 一 个 半路 径 。 在 有 向 图 中 ， 各 只 提 “ 有 路径” 两 字 时 ， 那 就 是 指 有 向 路 色 或 半 路径 。 同 样 。 
在 有 向 图 中 提 到 “行走 ”时 ， 就 指 有 向 行走 或 半 行 走 。 

有 向 回路 和 半 回 路 也 可 以 用 同样 方法 下 定义 。 在 图 7 一 5 中 ， 边 组 (56。c，d) 是 一 
个 有 身 回 路 ， 而 边 组 Ca，e，48) 只 是 一 个 半 加 路， 两 者 都 是 回路 。 象 在 无 向 图 中 一 样 ， 
有 疝 图 中 两 个 同 路 (有 向 回路 或 半 回 路 》 的 环 和 或 者 是 另 一 个 回路 或 者 是 这 不 共用 回路 的 并 
集 。 但 是 两 个 有 向 回路 的 环 和 不 一 定 是 另 一 个 有 向 回路 或 过 不 共用 有 向 回路 的 并 集 。 讽 如 图 
7 一 5 中， 有 向 回路 (58，c，d》 和 (c,d，。，f) 的 环 和 ， 即 

{b, cs, dy Ble, d,s, e, fy= (6b, e, 1) 
而 《5，e，f) 不 是 一 个 有 向 回路 而 是 一 个 半 司 路 。 

在 第 二 章 申 ， 我 们 说 过 一 个 图 《 摊 无 向 师 ) 中 在 一 对 点 之 间 至 少 有 一 个 路 空 的 就 叫 作 连 
通 图 。 在 有 向 图 中 ， 上 既 热 有 两 种 类 型 的 路 径 ， 有 向 四 的 连通 度 就 也 有 两 种 。 如 果 在 一 个 有 向 
图 他 中 ， 从 每 一 个 点 到 其 它 任何 一 个 点 之 间 至 少 有 一 个 有 向 路 径 的 ， 这 个 有 商 图 G 就 叫 作 强 
连通 的 。 如 果 一 个 有 向 图 作 的 对 应 无 向 图 是 连通 的 ， 耐 如 不 是 强 连 通 的 ， 这 个 有 向 图 作 就 叫 
作 驳 连通 的 。 例 如 ， 在 图 7 一 2 中 ， 图 (0) 是 强 连 通 的 ， 面 图 《5》 是 能 连通 的 。 所 以 ， 
当 我 们 说 到 一 个 连通 有 向 图 @ 时 ， 我 们 只 是 指 对 应 的 无 向 图 是 连通 的 ， 而 这 个 人 可 能 是 强 连 
般 的 ， 也 可 能 是 约 连 通 的 。 

因为 在 ~- 个 有 向 图 @ 中 有 两 种 连通 度 ， 部 分 的 连通 记 就 王 着 也 有 两 种 。 在 台 的 部 分 中 有 
强 连 通 的 子 图 叫 作 安 的 片段 。 例 如 ， 图 ?一 8 的 有 向 图 他 有 两 个 部 分 gEi 和 g:，g 中 含有 3 个 
片段 Ca，6) ，《(e，f，9，h)， 和 《n) ， 而 边 c，d， 和 滩 并 不 包 据 在 g, 的 任何 
片 眉 申 。 在 部 分 8: 中 存在 一 个 片段 《P，9，r+) 。 在 一 个 有 向 图 G 中 ， 拒 每 个 强 连 通 的 片 
段 代 以 一 个 点 “ 即 由 一 个 点 代表 一 个 片段 )， 由 一 个 台 连 通 片 段 到 另 一 个 强 连通 片段 之 间 所 
有 有 向 边 用 音 一 的 有 向 边 来 代替 《〈 即 由 一 条 有 向 过 来 连接 表示 两 个 片段 的 两 个 点 ) ， 这 样 就 
成 为 一 个 有 向 图 的 医 聚 C,。 例 如 ， 图 7 一 6 中 的 有 向 胃 人 可 以 比 聚 成 如 图 7 一 7 所 示 。 
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由 凝聚 的 定义 可 以 看 出 ， 

(一 ) 一 个 强 连通 的 有 向 图 只 上 凝聚 成 一 个 点 。 

(二 ) 一 个 凝聚 了 的 有 向 图 是 没有 有 向 回路 的 。 

在 一 个 有 向 图 台中 ， 如 果 从 点 i 到 点 有 一 个 有 向 路 径 ， 我 们 就 说 从 点 i 可 达 点 了。 这 
种 性 质 称 为 可 达 人 性 。 很 明显 ， 当 且 仅 当 一 个 有 向 图 @ 中 的 每 一 个 点 可 以 从 其 它 任何 一 个 点 到 
达 时 ， 这 个 G 是 强 连 通 的 。 图 ? 一 2 《a ) 就 是 这 种 有 向 图 的 一 个 例子 。 
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欧 拉 图 的 概念 可 以 推广 到 有 向 图 。 在 一 个 有 向 图 G 中 ， 一 个 有 向 闭 行走 经 过 @ 的 每 一 条 
按 正 好 只 有 一 次 的 ， 岂 作 有 向 欧 拉 线 。 含 有 一 条 有 向 欧 拉 线 的 存 向 图 叫 作 有 向 网 拉 图 。 有 问 
欧 拉 图 也 可 以 定义 为 一 个 有 向 图 其 中 每 一 个 点 的 出 次 数 d *(v ) 等 于 入 次 数 q (2 )。 例 如 ， 
图 7 一 8 (a》 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 而 图 《6》 却 不 是 有 向 欧 拉 图 而 是 一 个 欧 拉 图 或 是 连通 
有 和 问 图 。 
定理 7 一 3 当 且 仅 当 一 个 连通 有 向 图 G 中 有 一 条 含有 了 G 中 所 有 边 的 有 向 闭 行走 时 ， 这 个 有 
向 图 G 是 一 个 有 向 欧 拉 图 。 

例如 ， 图 7 一 8 《“ ) 的 有 向 欧 拉 图 是 含有 这 个 图 中 所 有 各 边 的 一 个 有 向 闭 行走 《9 ， 
b, c,d, e, f, 9, h) 。 


图 7 一 8 


当 一 个 连通 有 向 欧 拉 图 的 每 个 点 的 次 数 为 2 的 〈 就 是 说 ， 只 有 两 条 边关 联 着 每 个 点 ) ， 
这 就 是 一 个 有 向 回路 。 例 如 ， 图 7 一 8 〈a) 中 有 下 列 各 有 向 回路 ，《c，5，c，d， 
hh), (a, 6 5，9，h) (ed f, h), (a, f, 9, h), (b, c¢, 
d: ey), (bb, c, e, 9), (d, e, f), 和 (ee, f, 9)。 

她 果 C: 和 Cs 是 两 个 有 向 回路 ， 而 C, 们 Cs 六 $， 那 么 CBC, 不 是 一 个 有 向 同 路 。 一 般 地 
讲 ， 了 两 个 有 向 欧 拉 图 的 环 和 可 能 不 是 一 个 有 向 欧 拉 图 。 
定理 7 一 4， 设 忆 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 设 ,是 忆 的 一 个 真子 图 ， 并 且 也 是 一 个 有 向 欧 拉 图 。 
那么 

EBE,= EOE, (7—8) 

是 一 个 有 向 欧 拉 图 。 

这 个 定理 可 以 考 目 OE, 中 各 个 点 的 入 次 数 和 出 次 数 来 证 明 的 。 
定理 7 一 5， 一 个 有 向 欧 拉 图 至 少 含有 一 个 有 向 回路 。 

这 个 定理 可 以 考虑 建立 一 个 有 向 闭 行走 来 证 明 。 
定理 7 一 6; 一 个 有 向 欧 按 图 可 以 是 一 个 有 向 回路 ， 或 是 若干 个 有 向 回路 的 一 个 边 不 共用 并 
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集 。 

证 ， 根 泥 定 理 7 一 5 ， 我 们 印 道 -一 个 有 疝 欧 二 疼 巨 至 少 含有 一 全 有 向 回路 。 设 这 个 有 疝 
回路 为 C,。 杠 据 定 理 7 一 4， 乓 外 C 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 那 么 在 巨 马 ,中 至 少 含有 一 个 有 
册 回 路 。 这 样 推 论 下 去 ， 最 后 ESCGCSC, 就 空 7。 折 以 我 位 得 烈 一 个 结论 ， 忆 是 有 
高 加 路 C,，C，…,C, 的 一 个 过 不 共用 并 集 ， 当 = 1 时 ， 五 就 显然 只 是 一 个 有 向 回路 。 蜂 

例如 ， 图 7 一 8 《ea) 的 有 向 欧 靶 图 可 以 作为 两 令 有 向 回路 (a，d，/，A) 和 
《ba，2，e，39) 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 

在 无 向 图 中 ， 我 们 研究 过 MM- 图 ， 它 是 一 个 路 径 和 巷 干 同 路 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 在 有 
调 图 中 ， 也 者 M (1 > 了) 型 的 有 向 邮 - 图 ， 它 满足 下 列 三 条 忻 ， 

《一 ) 除 点 5 积 了 外 ， 对 于 其 它 各 不) 二 dU 

(TF) di)=d (i)+1, 

(=) dd 了 

例如 ， 图 7 一 9 就 是 一 个 M 〈i x 5 》 型 的 有 向 对 -图 ， 它 完全 满足 上 述 3 个 条 件 。 

当 一 个 村 (i x 了) 型 有 阅 冰 -图 不 连通 的 话 。 那 么 其 中 必 有 一 个 部 分 是 M (i xj》 
型 有 和 间 村 -图 ， 而 其 余 的 部 分 一 定 是 有 向 欧 拉 图 。 例 如 ,图 7 一 19 是 - -个 MM (1 x 站 ) 型 分 离 
有 向 池 - 图 ， 其 中 部 分 《a ) 是 一 个 村 《i x 了》 型 有 向 只 -图 ， 而 部 分 《20 》 和 《〈c 都 是 
有 向 欧 拉 区 。 
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时 7 一 9 图 7 一 10 
定理 7 一 7， 设 用 (ix 站 是 一 个 训 (i x j) 型 有 向 时- 图， 并 设计 人 xi) 是 一 个 Mij x i) 
型 有 向 对 -图 ， 作 使 
了 Gix 门 站 MU xD 一 在 《7 一 9) 
那么 
M(x))EMO x) =E 《7 一 10) 
是 一 个 有 问 酌 近 图 。 

这 个 定理 可 以 用 检查 已 中 每 一 个 点 的 入 次 数 和 间 次 数 来 证 明 的 。 

从 上 夯 的 定 怪 宁可 以 看 出 ， 一 个 有 向 欧 匀 图 必须 是 连通 的 《可 能 有 的 孤立 点 是 除外 ) ， 
否则 在 一 个 行走 中 不 可 能 每 条 边 都 经 过 。 事 实 上 ， 一 个 有 向 欧 拉 图 是 强 连 通 的 。 当 然 ， 反 过 
来 诗 ， 每 个 强 连 通 的 有 向 图 不 一 定 都 是 让 六 欧 按 晤 。 为 了 确定 一 个 有 向 图 有 无 欧 拉线 ， 下 而 
这 个 定理 是 一 个 很 简单 的 测试 方法 。 
定理 7 一 8: 当 且 仅 当 一 个 有 向 图 @ 是 连通 的 ， 并 且 是 平衡 的 ， 即 G 中 每 一 个 点 的 dr (e 一 
dvi) 时 ， 这 个 图 G 是 一 个 有 向 欧 拉 图 。 

这 个 定理 的 证 明 ， 可 以 参考 定理 2 一 1 的 证 明 。 
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在 无 总 图 电 的 轻 是 一 种 没有 性 休 回路 的 连通 图 。 在 有 向 图 中 ， 这 信 模 念 以 及 “ 械 这 个 术 
语 还 是 适用 的 。 有 疝 图 中 的 一 标 柑 是 一 个 连通 有 向 图 ， 它 没有 回路 〈 既 无 有 区 回路 ， 也 无 半 
回路 》。 有 ** 个 点 的 一 棵 有 向 树 含有 n, 一 工 个 有 向 边 ， 并 县 它 的 性 质 是 与 无 向 过 的 树 相 似 
的 。 有 了 向 树 在 许 多 应 用 中 是 很 重要 的 ， 诸 如 在 电网 络 的 分 析 ， 对 策 论 ， 语 言 理 论 ， 计 算 机 程 
序 设计 ， 计 数 问 题 等 等 方面 。 

有 向 松 由 于 边 的 定向 不 同 ， 又 可 以 分 为 以 下 两 种 ， 

《一 ) 内 商 树 

如果 在 有 疝 树 中 存在 一 个 项 点 vu。， 使 树 的 其 它 任 一 顶 志 vw 都 有 一 条 有 向 路 径 到 达 v.， 那 
么 这 种 有 向 树 称 为 内 向 树 ， 和 如 图 7? 一 11 (a 》 所 示 。 

《二 ) 外 向 树 

如 果 在 有 疝 树 中 存在 一 个 顶点”， 从 到 任 一 其 它 点 ”都 有 一 条 有 疝 路 径 ， 那 么 这 种 有 
出 树 称 为 外 癌 树 。>e 的 入 次 数 为 零 。": 也 叫做 根 ， 用 只 表 示 。 如 图 7 一 13《 5》 所 示 。 
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定理 7 一 9， 在 一 个 外 向 树 中 ， 除 根 以 和 外， 每 一 个 点 的 入 次 数 正好 为 一 。 

证 ， 一 个 有 ?个 点 的 外 向 森 G， 最 多 可 以 有 "一 人 条 边 。 所 以 在 G 中 所 有 各 点 的 入 次 数 

的 总 和 为 

do +d (it (VEN 1 《7 一 11) 
式 中 左 俩 #, 项 中 ， 只 有 一 个 点 的 入 次 数 为 零 ， 而 其 它 一 定 都 是 正 整数 ， 并 所 一 定 都 是 1 。 现 
在 ， 嗓 然 正 好 有 入 次 数 为 1 的 x。 一 工 个 点 以 及 入 次 教 为 零 的 一 个 点 ， 有 向 图 G 正 好 有 ne 一 1 
条 这 。 既 然 G 没 有 回路 ， 它 一 定 是 连通 的 ， 而 且 是 一 巢 硅 。 旺 
定理 7 一 10， 在 一 个 外 净 输 中 ， 从 根 尺 到 每 一 个 其 它 点 有 一 条 有 向 路 径 。 反 过 来 ， 如 果 一 个 
无 回路 的 有 疝 圆 @ 中 有 一 个 点 "， 可 以 从 ~ 到达 每 一 个 其 它 点 ， 而 从 任何 其 它 点 不 能 到 达 点 
bu ， 这 个 有 向 图 G 就 是 一 个 外 向 本 。 

证 《一 》 在 一 个 外 向 树 中 ， 设 椒 一 个 有 向 路 径 P ， 以 根 丸 沿 定 应 出 发 ， 景 后 只 能 到 达 
一 个 基 挫 点， 否则 一 个 点 的 入 次 数 会 是 2 或 更 多 。 这 是 矛盾 的。 因为 一 个 外 向 树 是 连通 的 ， 
每 个 点 一 定 是 在 由 恨 呈 到 每 一 个 有 基 鞋 点 的 有 疝 路 熏 之 中 。 

《一 ) 反 过 来 讲 ， 因 为 人 中 每 一 个 点 可 以 从 成 到 达 前 ， 面 县 人 没有 回路 ， 所 以 和 是 一 
棵 树 ， 另 外 ， 既 然 点 1 不 能 以 任何 其 它 点 到 达 ， 刻 久 d (4v) 一 0 。 每 一 个 其 它 点 可 以 从 点 
到 达 ， 名 此 每 一 个 这 些 点 的 入 次 数 一 定 至 少 为 1 。 因 为 在 人 由 只 有 ma 一 1 条 按 ， 其 中 是 G 
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的 点 数 ， 所 以 这 些 点 的 入 次 数 不 可 能 大 于 工 。 里 
外 向 树 可 以 应 用 于 计算 机 的 算法 理论 中 。 芯 如 有 一 个 算术 表达 式 
ed 
of 
在 一 种 程序 语言 (如 象 ORTRAN 或 4LGOL》 中 ,这 个 表达 式 可 专 写 成 为 
atb-ed/(gt zr- (7 一 13? 


其 中 了 表示 取 寡 。 在 求 这 个 裘 达 式 的 值 时 ， 计 算 机 必须 按照 一 定 次 序 进 行 算术 运算 ， 否 则 将 
算 错 。 让 我 们 把 这 个 表达 式 中 各 种 运算 的 次 序 用 数目 字 标 出 如 下 ， 
aisb—c*d/(gtr-f) 
人 人 不 十 不下 《7 一 1 委 
@@B0 18 
从 这 里 可 以 看 出 ， 为 了 求 这 个 裘 选 式 的 值 ， 计 算 机 必须 来 加 扫描 这 个 表达 式 ， 以 便 找 出 运算 
的 先后 次 序 。 

为 了 避免 计算 礼 的 来 回 扫 措 ， 我 们 在 翻译 表达 式 【? 一 13》 时， 就 可 以 不 用 上 述 语言 而 
用 无 括号 表示 法 ， 也 称 卢 柯 西 维 兹 表示 法 。 这 个 表示 法 有 一 个 优点 ， 就 是 运算 是 按照 表达 式 
中 运算 符号 出 现 的 先后 次 序 进行 的 。 

无 括 导 表示 法 的 基本 想法 是 把 一 个 二 进 制 算 符 放 在 两 个 
运算 对 象 的 左 人 出， 而 不 是 象 平 常 那样 放 在 两 者 之 间 。 人 钢 如 
十 就 写成 +zg。 治 表达 式 从 程序 语言 翻译 成 无 括号 址 
示 法 在 编译 程序 中 是 极为 重要 的 。 这 可 以 先 把 给 出 的 表达 式 
用 外 商 树 表示 出 来 。 方 法 如 下 : 表达 式 中 每 一 变数 (或 党 
数 ) 在 外 疝 树 中 昨 一 个 悬挂 点 表示 ， 每 一 个 内 部 点 连接 树干 
或 树枝 的 成 代表 一 种 二 进 制 算 符 ， 而 把 两 个 子 外 疝 树 作为 它 
的 运算 对 象 。 表 示 出 式 (7 一 12) ， 的 外 向 耕 见 图 7 一 12。 

为 了 得 到 用 无 括号 表示 法 翻译 式 《7 一 12) 的 结果 ， 我 
们 就 从 畦 根 民 开始 沿 着 外 向 树 从 左 到 右 和 从 上 到 下 ， 如 图 7 
一 12 中 虚线 所 示 的 路 线 去 进行 。 每 次 我 们 磁 到 以 前 所 未 碰 到 轩 ?一 12 
的 一 个 点 时 ， 就 深 上 它 的 标 导 。 在 图 7 一 12 中 进行 这 个 过 程 的 结果 是 
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用 汛 揪 号 起 孙 法 来 裘 达 式 的 情 的 方法 是 ， 从 式 〈? 一 15) 的 最 右 方 开始 向 左 移动 。 每 当 
玫 到 一 个 算 符 时 ， 运 算 总 是 在 紧 接 这 算 符 占 方 的 两 个 运算 对 象 中 进行 。 运 算 所 得 的 结果 就 作 
为 一 个 运算 对 象 以 备 下 一 次 运算 用 。 这 痒 进行 下 去 ， 我 们 可 以 看 到 式 (7 一 15) 所 得 的 结果 
就 等 于 式 (7 一 14) 。 式 (7 一 15) 比 式 《7 一 14) 优越 的 地 方 在 子 式 《7 一 15) 中 没有 括 
号 ,并且 算 符 按照 运算 次 序 从 右 到 左 彤 次 出 现 。 所 以 可 以 免 踪 运算 时 计算 机 的 来 加 扫描 。 

从 图 7 一 12 的 表 计 式 外 向 树 中 可 以 注意 到 ， 各 点 在 纸 平 面 上 的 相对 位 置 ， 即 左 或 右 ， 上 
或 下 ， 是 很 重要 的 ， 而 且 必 须 保持 。 在 计算 机 文献 中 ， 凡 是 一 次 树 的 分 丢 与 它 相 连接 的 每 个 
点 的 相对 次 序 必 须 保皇 的 ， 叫 作 有 上 序 树 ， 或 电 作 平 团 料 ， 后 者 的 命名 是 因为 这 棵 树 可 以 看 作 
是 劲 直 地 埋 壮 于 纸 平 盏 上 。 在 计算 机 科学 中 ， 树 这 个 术语 通常 是 指 有 序 柑 ， 并 且 按 照 惯例 ， 
一 标 树 的 根 总 是 画 在 纸 面 的 上 部 ， 树 是 朝 下 挂 着 的 。 

在 一 个 有 ?#。* 个 点 的 连通 有 疝 图 中 的 一 烛 生 成 树 是 与 一 个 无 疝 图 中 的 一 棵 生成 树 相似 的 ， 
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它 包括 4。 一 1 条 有 向 浪 。 -个 连通 有 向 图 的 生成 树 称 为 外 向 生成 树 。 倘 如 ， 图 7 一 13 中 的 
《5，d , 广 ) 是 一 棵 外 向 生成 树 。 在 一 哥 外 向 生成 树 与 一 条 
欧 拉 线 之 间 有 着 某 些 显著 的 关系 ， 如 下 面 的 两 个 冠 理 所 示 。 
定理 7 一 11， 在 一 个 有 "个 点 和 mm 条 边 的 连通 的 平衡 有 疝 图 
G 中 ， 设 所 ==(e,,e2"…,e。) 是 一 条 欧 拉线 ， 它 从 点 ?开始 
又 终止 于 v 〈 就 是 说 点 "是 边 e, 的 起 点 ， 和 过 e .的 终点 ) 。 
在 w 的 m 条 边 中 ， 有 + 一 1 条 边 进入 除 点 以 外 的 每 一 个 
一 1 个 点 只 有 一 次 。 由 这 些 n 一 1 条 有 向 边 连 同 "个 点 内 组 
成 的 有 向 子 图 g 是 @ 的 一 个 外 向 生成 树 ， 根 在 点 v。 时 了 一 

证 ， 在 有 向 子 赂 8g 中， 点。 的 入 次 数 为 零 ， 而 每 一 个 其 它 点 的 入 次 数 为 1 。 子 图 g 中 只 包 
插 进 入 每 个 4 一 1 个 点 的 一 条 边 ， 耐 没有 进入 点 v 的 边 。 另 外 ，s 的 形式 荐 让 栈 赐 定 的 ， 它 
是 连通 的 ， 并 内 含 有 # 一 1 条 有 身边。 所 以 g 是 中 的 一 个 外 向 生成 树 ， 根 在 点 v。 生 

出 如 ， 在 图 了 一 13 中 ， 形 一 (6,d,c,e,f,9,#,0) 是 一 条 欧 拉 线 ， 由 点 1 开始 ， 又 国 到 
点 1。 有 向 于 图 (5b,，d ,了 )》 是 一 个 外 向 生成 树 ， 根 在 点 1 。 

定理 7 一 11 提 供 了 一 个 方法 ， 只 要 一 个 图 是 有 向 欧 拉 图 ， 就 可 以 得 到 一 个 扎根 于 任何 加 
定点 前 外 周 入 成 树 。 反 过 来 ， 给 出 了 一 个 有 向 欧 拉 图 中 一 次 外 向 生成 树 ， 我 们 可 以 用 下 一 定 
理 来 构成 一 条 欧 拉线 。 
定理 7 一 12， 设 @ 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 和 人 是 G 中 的 一 棵 内 向 生成 树 ， 根 在 点 尺 。 设 e 是 人 
中 的 一 条 边 ， 关 联 出 自 点 尺 。 如 果 一 个 有 向 行 走 栈 =(e,,ea es》 是 按照 下 列 规则 构 成 
的 。 那 么 本 是 一 条 有 向 欧 拉线 。 

(一 ) 在 7 中 没有 一 条 边 经 过 一 次 以 上 。 

《二 》 从 一 个 点 沿 闵 ， 及 于 人 的 那 条 边 一 直 双 等 到 其 它 外 向 边 都 经过 后 才能 几 它 。 

(三 )》 行走 只 终于 那 一 点 。 从 它 那里 已 经 没有 余 留 下 任何 外 向 边 了 。 

证 ， 因 为 图 G 中 所 有 点 一 定 是 进入 多 少 次 就 出 来 多 少 次 《 园 为 G 是 平衡 的 ) ， 行 走 扩 一 
定 终止 于 点 尺 。 现 在 假设 在 人 中 有 一 条 边 e 没有 包括 在 访 之 中 。 设 点 0 是 边 4 的 一 个 终点 。 
因为 G 是 平衡 的 ， 点 * 一 定 也 是 一 条 没有 包括 在 沪 中 的 边 5 的 起 点 ， 咨 则 边 5 且 点 出 来 ， 
根据 规则 一 ， 它 一 定 是 在 人 之 中 。 由 此 推理 ， 又 引导 到 另 一 条 没有 包括 在 三 中 的 边 <。 这 样 
推论 下 去 ， 最 后 到 近 点 尺 ， 又 找到 一 条 没有 包括 在 乓 中 笃 外 疝 边 。 这 是 与 规则 《三 )》 相 矛 拓 
的 。 上 

例 7?7 一 1 图 7 一 14 中 注 线 记 示 是 扎根 于 
虹 的 一 个 内 向 生成 树 T 一 { 5 ，c ，9 如，n 
从 这 个 内 向 生成 树 ， 我 们 可 以 按照 定理 7 一 12 
所 规定 的 三 条 规则 来 得 到 不 间 的 有 向 欧 拉线 。 

芭 烽 根 忌 处 的 一 条 边 z 出 发 ,到达 点 1 
后 ， 点 1 有 两 条 外 向 边 ， 即 和 J。 因为 边 4 
是 属于 内 疝 树 亿 的 ， 记 以 按照 视 定 (二 ) 暂 不 先 
用 = 而 先 选用 边 P 。 到 达 点 3 时 ， 这 里 有 3 条 因 ?7 一 14 
外 向 边 b。e， 和 有 h。 因 为 边 5 访 于 了， 所 以 办 不 选用 5 而 从 边 。 和 上 中 任 选 其 一 。 设 先 先 
用 边 。 〈 如 先 迁 用 边关 ， 则 将 为 另 一 条 有 向 欧 拉线 ) 。 到 达 点 5 时 。 这 里 有 两 条 外 向 边 c 和 
 。 我 们 暂 不 先 朋 “ 而 先 选用 边 站 ,到 达 点 4 ,这 里 只 有 一 条 外 向 边 9， 所 以 没有 选择 余地 而 
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只 能 采用 它 。 到 达 点 3 时 ， 这 里 有 两 条 外 向 边 6 和 ， 我 们 先 选 用 边 包 。 到 达 点 2 ， 这 里 有 
两 条 外 向 边 1 和 w， 我 们 先 选用 1 。 因 为 边 ! 是 条 自 环 ， 所 以 又 回 到 点 2 。 这 于 这 里 已 经 没 
有 其 它 外 向 这 可 选 ， 只 能 用 边 mm。 到 达 点 1 时， 也 只 能 采用 边 %。 到 达 点 3 时 ， 只 能 采用 边 
5。 到 达 点 时 ， 只 能 采用 边 4 。 到 这 点 5 时， 只 能 采用 边 c， 又 回 到 了 祖 尺 。 到 达 衫 民 
时 ， 因 为 外 廊 边 a。 和 和 d 已 用 过 ， 没 有 年 合 余 留 下 来 的 外 向 边 了 。 所 以 根据 规则 《三 》， 有 向 
欧 拉 线 就 到 此 为 止 。 这 样 选择 所 得 的 结果 是 一 条 有 向 欧 拉线 (a,p,e,f,g,h,1,m,n,b, 中 
5) 。 用 同样 方法 ， 我 们 可 以 得 另 一 条 有 周 欧 拉线 (4,p,h,i,m,n,e,f,g,b,d,c) 。 

从 一 个 给 出 有 向 图 中 一 个 给 定 的 内 向 生成 料 中 其 一 条 边 出 发 究竟 能 有 多 少 不 同 的 有 向 欧 
拉线 呢 ? 这 可 以 从 树 根 尺 的 一 条 边 e, 开 始 ， 计 算 每 一 个 点 所 能 看 的 和 远 择 数 。 到 达 边 ei 的 终点 
2 时 ,我 们 在 从 这 个 终点 "出 发 ,除了 包括 在 内 向 树 7 中 只 有 一 条 外 回 边 ,而 且 根 据 规则 (二 }， 
这 条 边 只 能 等 到 其 它 外 向 边 都 选用 后 才能 最 后 选用 外 ， 在 点 ", 多 其 它 可 殿 选 用 的 外 疝 边 的 选 
择 数 为 [d*(v;) 一 1 ]1 。 散 然 这 些 都 是 互 不 相关 的 选择 ,所 以 总 共有 
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条 不 同 的 政 拉线 可 以 符合 定理 ? 一 14 的 三 条 规则 。 

根据 式 〈7 一 16)》， 对 图 7 一 14 从 根 民 的 一 条 边 开 始 所 得 的 信 为 2 .这 个 值 与 葬 7 一 1 中 
所 得 的 结果 是 符合 的 。 注 意 这 里 所 得 的 不 同 有 向 政 拉 线 不 是 有 向 图 人 中 所 有 的 有 向 欧 拉线 
数 ， 而 只 是 根据 所 规定 的 内 向 树 了 而 得 到 的 有 向 欧 袜 线 数 。 

对 于 一 个 有 向 狠 ， 生 成 码 了 的 符号 或 是 + 1 或 是 一 1 ， 它 就 是 对 应 一 棵 生成 树 T 的 .4 的 
非 击 异 子 知 阵 的 行列 式 值 所 采用 的 符号 。 生 成 树 扒 符号 不 是 绝对 的 ， 而 是 相对 的 。 这 是 亲 为 
一 棵 生成 树 的 符号 是 由 .4 中 各 点 和 各 边 的 某 一 种 排列 顺序 所 规定 的 。 婚 果 一 个 矩阵 中 的 两 行 
或 两 列 开 换 一 下 ， 行 列 式 值 钓 符 导 就 改变 了 。 一 棵 生成 椅 的 符号 一 经 任意 选 定 后 ， 每 一 棵 其 
它 生成 椅 的 符号 就 由 于 这 棵 生成 树 而 定 为 正 或 负 了 。 

为 了 确定 一 个 连通 有 出 一 中 的 生成 树 目的 ， 我 们 看 下面 一 个 定理 。 
定理 7 一 18， 设 .4 是 一 个 连通 有 向 图 G 的 缩减 关联 算 阵 。G 的 生成 树 数目 等 于 下 列 行列 式 值 

14 A 〈7 一 17) 

这 个 行列 式 的 运算 系 在 实 域 。 

证 明定 理 7 一 13， 要 用 到 矩阵 代数 中 的 比 内 - 柯 西 定理 。 

比 内 -要 西 定理 ， 

设 中 和 吕 为 两 个 矩阵 ， 已 是 m x * 阶 的 ， 而 久 是 sxm， 且 mr， 风 

det[ P.QI= DPQ, 《7 一 19) 

式 中 ;和 ;是 号 ，Q 的 友 阶 行列 式 、 其 中 ,中 的 列 对 应 外 ,中 的 行 ， 这 样 的 行列 式 称 为 对 应 
主 行列 式 

例如 ， 


p 


|:? 


datfP.GJ= | 1 9 0 1 
lozilzi 2 2 
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下 面 证 明定 理 7 一 13。 

因为 4 是 (xn, 一 1) x #1。 阶 算 阵 ，A,' 是 x。 x (n, 一 1) 阶 ， 且 一 般 而 言 #, 之 ,~ 1 。 因 为 
1, 尺 4, 一 1 时 ，G 是 不 连通 的 ， 因 而 也 就 不 会 有 生成 树 。 于 是 4 和 47 满足 比 内 - 柯 西 条 件 ， 
即 


det[ A1A1]= BA.4. = DA 


式 中 4 是 ,一 1 阶 行列 式 ， 这 个 行列 式 的 值 只 可 能 等 于 0 或 土 1。 对 于 4, 一 0 的 那些 项 在 
det[A141 中 中 不 起 作用 ， 而 对 于 4; 一 土 1 的 那些 项 在 de 红 474 门 中 是 存在 的 。 可 是 根据 
第 五 章 第 三 节 所 述 ， 连 通 图 @G 的 一 棵 生成 树 对 应 着 了 中 一 个 非 奇异 的 主 于 些 阵 ， 所 以 


SSAA 0 = Dt) 
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因此 ，det[AjA 涩 = 有 向 树 数 。 目 

无 镶 树 的 数目 也 可 以 应 用 式 《7 一 17) 推导 。 

同样 ， 有 向 图 G 的 所 有 生成 树 的 数目 也 可 以 相似 地 应 用 定理 5 一 8 来 计算 。 不 过 这 个 次 
数 抠 阵 中 的 次 数 应 该 是 每 点 的 入 次 数 d (i) ， 而 i<j 时 的 一 k 中 的 应 该 是 图 G 由 点 到 点 的 
边 数 。 这 样 的 次 数 什 阵 称 为 入 次 数 写 了 泗 。 在 有 向 图 中 ， 计 算 有 向 图 中 的 所 有 生成 桂 数 的 定理 
应 该 是 
定理 7 一 14: 一 个 没有 自 环 的 有 向 图 G 中 的 根 7 的 所 有 生成 树 的 数目 等 于 从 这 个 图 的 入 次 数 
乔 阵 也 中油 除 第 + 行 和 7 列 而 得 到 的 余 于 式 值 。 

在 无 向 图 中 ， 生 成 裙 数 的 确定 也 可 以 应 用 这 个 行列 式 。 


第 六 节 有 向 图 的 回路 矩阵 


在 有 入 图 G 中 的 一 个 回路 ， 象 G 的 对 应 无 向 图 中 的 回路 一 样 ， 不 过 再 用 一 个 箭头 来 表示 
一 个 回路 的 定向 而 已 。 同 路 的 定向 完全 是 任意 的 。 例 如 ， 图 ? 一 15 的 图 G 中 有 4 个 同 路 ， 即 
Ci，Cs，Cs 和 Cs。C; 的 定向 是 烦 时 针 方 向 ，C, 是 逆 时 针 方 向 ，Cs 是 逆 时 针 方 向 ，C, 是 硕 时 
针 方 向 。 
设 G 是 一 个 有 2 条 边 和 9 个 回路 〈 有 向 回路 和 半 问 路 )。 
4 个 回路 中 的 每 一 个 给 予 一 个 任意 定向 〈 顺 时 针 方 向 或 北 时 3 
针 方 向 ) 。 那 么 有 间 图 G 的 回路 扰 阵 也是 一 个 g x 1, 的 扰 阵 ， 
定义 如 下 : 
B=[b;) 《7 一 19). 
式 中 bf= 1， 如 果 边 站 在 回路 1 中 ， 并 且 边 的 定向 与 回路 
的 定向 一 致 
80 一 一 1, 如 果 边 了 在 回路 i 中 ， 但 是 边 的 定向 与 回路 
的 定向 相反 ? 
bo= 0 ， 如 果 边 j 不 在 回路 i 中。 
例如 ， 图 7 一 16 中 有 向 图 G 的 回路 祭 阵 为 图 ?一 
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abe dd < 79 
Cl one 1 0 110 
BCC 001 0-1 oi0 
Cs 001-1-1-100 
Ci-l10 9 0 000 


在 上 面 的 回路 垂 阵 中 ， 如 果 我 们 改变 任何 一 个 回路 的 走向 ， 只 不 过 是 改变 对 应 行 中 的 每 
一 个 非 零售 的 正 负 号 。 另 外 这 里 也 可 以 注意 到 ， 如 果 我 们 从 行 2 中 减 去 行 1， 我 们 得 到 行 
3 。 由 此 可 见 ， 各 行 并 不 都 是 线性 独立 的 ， 但 是 当然 在 实 域 之 中 。 

关于 第 五 章 第 四 节 中 无 向 图 的 回路 密 阵 的 6 个 信息 ， 只 要 条 作 明显 的 小 改变 ， 对 于 有 向 
图 的 回路 振 阵 也 是 适用 的 。 正 象 在 无 向 图 中 那样 ， 回 路 秆 阵 的 行 是 正 交 于 关联 官 阵 的 行 韶 

(这 时 在 实 域 中 ) 。 
定理 7 一 15: 设 8 和 4 分 别 为 一 个 无 自 环 的 有 向 图 的 加 路 尖 阵 和 关联 短 阵 ， 其 中 8 和 4 中 名 
列 的 排列 按照 各 边 的 同一 顺序 、 那 和 
AB'=BA:=0 《7 一 20) 

其 中 上 标 f 表示 团 置 定 阵 。 0 过 示 零 称 降 。 

证 ， 以 召 的 行 加 和 了 中 的 行为 例 。 如 果 回 路 普 不 含 关联 着 点 & 的 任何 一 条 边 ， 那 么 两 
行 的 飞 积 当然 是 零 。 另 一 方面 ， 如 果 点 直 是 在 回路 六 之 中 ， 就 有 两 条 边 《〈 艾 如 说 了 和 区 ) 关 
己 着 点 中 ， 并 且 也 都 在 同 路 六 之 中 。 这 种 情形 共有 象 图 7 一 16 所 示 的 4 种 方式 。《 亚 的 定向 
相反 时 。 另 有 二 种 情形 是 与 > 和 4 互 换 时 的 情形 一 样 的 ) 。 了 4 中 行 & 和 召 中 行 志 在 列 位 置 > 
和 的 可 能 元 素 信 有 4 种 情形 如 下 表 所 示 。 在 每 种 请 形 的 点 乘积 都 是 零 。 


图 ?7 一 18 
行 上 和 行 m 中 的 可 能 元 素 值 表 7 一 1 


钢 了 一 2 以 图 7 一 4 《5) 中 的 4 和 图 ?7 一 15 的 吾 为 例 来 检验 式 【? 一 23》。 
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a b 人 d 日 让 
o0 0 0-1 0 1 0 ol 
0 0 0 0 1-1 | 
了 一 0 0 0 0 0 0 6 1 
-1-1-1 0~-1 0 0 | 
| oo 1 0 0-1 0| 
1 1 0 0 0 0 0 0 
apbprse d e Ff on 
[0 1 0 110| 
ol or olol 
sa oo01L1-1-l00 
(i, 0 0 | 
所 以 
' 0 0 -1 
0 0 0-1 0 1 0 oo 0 0 1 
0 0 0 0 1-1 211- 1 1 | 
sp 0 000 0 11! 0-1 0 _，, 
-1-1-1 0-1 0 0 00-1-1 0， 
0 0 1 1 0 0o0-1 ol1 0-1 61! 
1 1 0 0 0 0 0 "中! 1 0 o| 
0 0 0 0) 
这 里 等 式 的 右 项 0 表示 零 矩 阵 。 


应 用 雪 尔 凡 斯 探 定理 和 定理 ? 一 15 可 以 证 明 在 一 个 有 .条 边 的 有 沿 图 G 中 ，B 的 牧 数 
民 s 加 上 4 的 秩 数 RR 的 和 为 x,。 即 


Rist Ra=n, (7—21) 
对 于 一 个 连通 图 来 讲 
Rs=n,~1 《7 —22) 
所 以 
Rs=n,— n+ 1 (7—23) 


矩阵 4 和 8 的 下 列 两 个 重要 特性 对 于 有 向 图 也 是 适用 的 ， 不 过 这 里 不 用 模 2 算术 而 用 通 
常 的 实 城 算术 。 

(一 ) 4 的 那些 n。 1 阶 非 奇异 子 矩 阵 是 一 对 一 地 对 应 于 有 ”个 点 的 连通 有 向 园 的 那些 
生成 树 的 。 

(二) N 阶 (=4, 一 n+ 1) 的 如 的 那些 非 奇异 子 矩 阵 是 一 对 一 地 对 应 于 有 nm 个 点 和 n。 
条 边 的 连通 有 疯 图 的 弦 组 〈 妈 生成 树 的 余 图 ) 。 

一 个 有 网 图 的 一 个 基本 回路 ， 也 象 无 问 回 一 样 ， 是 由 某 一 特定 的 生成 狩 和 一 根 弦 所 组 成 
的 。 所 以 每 一 个 基本 回路 的 定岗 是 选择 与 纺 的 方向 一 致 的 。 基 本 回路 数 等 于 图 的 图 数 祥 。 基 
本 回路 矩阵 召 / 的 方式 ， 与 一 个 无 向 图 的 如 一样， 是 一 个 N x 7 和 矩阵 。 
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其 中 UU 是 入 阶 的 单位 年 阵 ，8, 的 各 列 对 应 着 生成 树 中 各 边 。 图 7 一 17 中 的 粗 线 是 一 棵 生成 
械 ， 是 对 应 这 哥 生成 树 的 革 本 加 路 甜 阵 。 


bg d 9 a © 日 f ky 

1 0 0-1 0 0 0 0 
Bo 1 0 3-1 1 1 0 

0 0 1 3 1-1 6 0 


第 七 节 有 向 图 的 截 制 组 矩阵 


设 太 ,和 /分别 是 一 个 无 向 图 的 点 组 中 的 两 个 真子 组 ， 符 号 (VY. x 玉 ,) 表示 一 个 边 
组 ， 其 中 每 一 条 边 是 由 ,中 的 一 个 点 连接 到 Ys 中 的 一 个 点 的 。 在 一 个 无 向 图 中 ， 币 于 各 边 
法 有 定向 ， 所 以 


E(V xV)=E(, xr,) 《7 一 25) 


可 是 ， 在 一 个 有 向 图 中 


E(V,xV)FE(V, xV) 《7 一 26) 

例如 ， 在 图 7 一 18 中 ， 如 果 及 ,= (1 ,2)， 玉 :一 (3 ,4)， 并且 扩 。= 丈 ,， 其 中 六 ,代表 一 个 
中 点 组 玉 中 除 也 ,以 外 的 所 有 点 组 ， 即 

VUF,=V {7 一 27》 


和 
VN =$ 《了 —28) 

那么 图 7 一 18 申 百 (7 .x 六》 是 (de ,而 (Fx 人 V,》 则 由 于 边 的 定向 关系 西 是 空 的 。 

候 合 在 一 个 线性 图 G 中 ,我 们 出 除 一 个 稚 荐 组 S 中 的 所 有 各 这 ,我 们 就 把 G 分 离 为 两 个 连 
通 子 图 z, 和 g:。 设 大 ,是 g, 中 所 有 点 的 点 组 ， 和 产 ;是 gs 中 所 有 点 的 点 给 。 如 果 G 是 一 个 无 向 
图 ， 那 么 ECY, x 玉 ,) 就 是 截 制 组 9。 可 是 ， 如 果 G 是 有 疝 图 ，ECF, x 术 ,) 就 不 一 定 是 
稚 制 组 SF 了。 在 一 个 有 向 图 中 ， 一 个 被 制 组 可 以 表达 为 
S=E(V,xV)UE( xV,) (C7—29) 
所 以 在 式 《7 一 29) 的 截 制 组 S， 当 已 (F x 六 )) 和 ECF ,x 依 ,) 中 的 一 个 (但 不 是 两 个 ) 
是 空 组 的 话 ， 这 个 S 就 叫 作 有 向 截 册 组。 

因为 在 月 向 图 中 过 有 定向 ， 截 灾 组 也 有 定向 。 在 茂 基 组 S=B(V, x) J EF xz 
中 ，S 的 定向 或 是 由 这 ,到 六 , 或 是 由 严 , 到 Y,。 为 了 方便 起 见 , 用 一 个 笠 头 来 表示 一 个 规制 组 
的 定向 。 例 如 ， 在 图 7 一 19 中 、 询 制 组 5 的 箭头 表示 5 的 定 铅 是 从 矿 ,到 六 ,的 ， 其 中 他 ,是 gi 
中 所 有 名 点 的 点 组 ， 术 是 gs 中 所 有 各 点 的 点 组 。 即 使 5 二 CV .xPUUECP,xV) 是 截 
割 组 的 一 个 边 不 共用 并 集 ， 对 3 的 定向 也 内 给 一 个 方向 ， 或 者 其 六 ,到 玉 ,， 或 者 从 六 ,到 了 。 
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图 7 一 18 图 ?一 19 | 


我 们 可 以 不 用 ,和 六 ,来 表示 截 割 组 (或 鹤 制 组 的 一 个 边 不 共用 并 集 )S 的 定向 ， 而 用 两 


个 点 p 到 9 来 表示 定向 ， 当 然 PE 广 ,， 和 9& 六。 那 时 我 们 就 说 ， 截 袍 组 S$ 的 定向 是 从 点 p 到 
点 9， 这样 就 意味 着 点 P 和 点 9 是 分 别 在 被 截 几 组 9 所 分 隔 开 的 两 个 点 组 之 中 。 
例 7 一 3 


在 图 7 一 18 中 ， 这 个 有 向 图 的 城 割 组 以 及 截 制 组 的 边 不 共用 并 集 毗 
Si=E{(1)x (TUE{CD x(1)}=(a,6) 
Ss=E{(1, 2 x 2 UEB D xt, 2)}=(6,d,e) 
Ss=E{(4) x (A)}UE{D x(4)}=(0,d) 
Si=E{(l, x0, DHUE{OU BD xl 3) 一 (ayeve) 
Si 一 BC， Dx DFU EO D x1, O}=6a,6,0,d) 
So=E{(2) (2)}U E{(2) x(2)}=(a,d,¢) 
S$,=BE{(3) x(3)}U E{(3)x(3)}=(6,c,e) 


其 中 S1，5S,，5s，54，Se 和 5; 是 有 向 截 害 组， 而 S$。 是 截 害 组 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 这 些 截 
割 组 的 定 岛 选 得 如 图 7 一 18 所 示 。 例 如 ，5S: 的 定向 是 从 (1 ，4)》 到 (2 ，3) 。 如 果 认为 
用 点 1 和 2 而 不 用 点 级 《1，4) 和 (2，3》 更 为 方便 的 话 ， 那么 我 们 可 以 说 5。 的 定向 是 
从 点 1 到 点 2 的 。 


现在 我 们 对 一 个 有 向 图 G 的 截 制 组 矩阵 CC 定义 如 下 ; 


式 申 cj = 1，、 如 果 边 了 是 在 截 镜 组 i 之 中 ， 并 且 边 j 的 方向 与 截 宙 组 的 方向 一 致 ; 


C=Lei) (7—30) 


cu 二 一世 如 果 边 ;是 在 截 割 组 i 之 中 ， 但 是 边 ; 的 方向 与 鹤 灾 组 的 方向 不 一 致 
2 一 0， 如 果 边 j; 不 在 裁 制 组 i 之 中 。 这 樟 G 中 每 一 个 截 制 组 和 截 希 组 的 边 不 共用 并 


集 将 由 挎 阵 己 申 的 一 行 来 代 稚 。 


例如 ， 图 7 一 18 中 的 截 制 组 矩阵 C 是 ' 


a 
oR 


b e 
Sy 一 1 1 0 | ， 

3 0 一 工 一 -1 

S| 0 0-1 1 0 

C=3 1 0 1 0 1 

S| -1 1 1-1 0 

Sq~-1 0 0-1-1 

1 

| 一 一 — 
5S1 0-1-1 0-1]J 
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一 个 有 向 图 全 的 截 制 组 矩阵 的 秩 数 是 mr。 一 ， 其 中 心 是 G 的 点 数 ， 闪 是 G 的 部 分 数 。 如 
果 G 是 一 个 连通 图 ，k = 1 ， 秩 数 就 是 no 一 1 。 
一 个 有 #4, 个 点 和 nw 条 边 的 连通 有 疝 图 的 基本 截 割 组 矩阵 Gs 也 与 无 向 图 的 C /一样 ， 是 C 的 
一 个 (4, 一 1) xn。 于 逢 阵 ， 不 过 另 加 每 个 基本 截 制 组 的 定向 条 忻 。 每 个 基本 截 制 组 的 定向 选 
择 得 与 某 棵 特定 生成 树 中 在 这 个 基本 截 制 组 中 的 树枝 的 方向 一 致 。 用 这 些 基本 截 审 组 ， 我 们 
得 到 一 个 基本 截 害 组 矩阵 Cj 为 
Cr=fC.i U,,-] 《7 一 31) 
其 中 C. 是 对 应 着 生成 译 7 以 外 的 嘴 所 组 成 的 子 拭 阵 ，L/。。-， 是 一 个 对 应 着 生成 树 的 树枝 的 单 
位 矩阵 。 
例 ?7 一 4 我 们 在 图 7 一 18 中 选择 一 棵 由 边 组 (4 ，d ，。 ) 所 组 成 的 生成 树 了 。 这 个 
有 向 图 的 基本 窒 制 组 有 
S,=E{(2,3,4) x (DYU E{(D x (2,3,4)} 
Ss= Et{(1,2,3) x (DYUE{() x (1,2,3)} 
S.= Et{(1,2,4) x (3)}U E{(3) x (1,2,4)7 
其 中 S。 的 定向 为 从 《2,3,4》 到 《1) ，Ss 的 定向 为 从 (1,2,3) 到 (4)，S, 的 定向 为 从 
《1,2,4) 到 《3 ) ， 所 以 对 应 生成 树 了 的 基本 截 灾 组 矩阵 C 是 


b c ade 


sj -1 oil1001 
Cr=3 0 -1:;010 
S| 1 13001 


在 有 向 图 中 ， 辕 路 夭 阵 和 窑 割 组 彝 阵 也 人 象 无 向 图 中 那样 有 下 列 关系 。 
定理 7? 一 16， 设 召 和 C 分 别 是 一 个 有 向 图 的 同 路 矩 阵 和 截 制 组 矩阵 ， 则 
BC'=CB'=0 (7—32) 
在 式 《7 一 32) 中 ， 如 果 用 同一 棵 生成 树 《〈 或 林 ) 的 基本 回路 矩阵 和 基本 截 害 组 矩阵 ， 
并 很 据 式 《7 一 24) 和 (7 一 31) ， 则 


U 
CiB}={C, : UICU 1 Bj’'=[CC,: UY 济 -。 《7 一 33) 
所 以 
C.= 一 8 (7 —34) 
或 C=[-B;:U] (7 —35) 
同样 ， 基 本 回路 矩阵 恕 ;可 以 表达 为 
Br=[U :一 CO 《7 一 36) 
例如 ， 在 图 7 一 18 的 有 向 图 中 ， 对 于 生成 树 了 = (a ,d,e》 的 基本 截 宙 组 矩阵 C/ 有 
b e 
| 
Co=i 0 -1 
| 1 1 


所 以 有 向 图 中 对 于 生成 树 人 的 基本 回路 短 阵 Bj 为 


22 ， 


第 八 节 ”有 向 图 的 邻接 矩阵 


设 上 是 一 个 朋 吕 个 点 但 没有 平行 边 的 有 向 图 。C 的 邻接 矩阵 天 是 一 个 r xm 的 《0,1) 
方 矩阵 ， 它 的 定义 是 
下 一 [zi 可 《7 一 37) 
式 中 > = 1 ， 如 果 有 一 条 边 出 自 点 ; 指 应 点 六 
ze 一 0， 姑 果 没 有 边 出 自 点 指向 点 了 。 
图 7 一 20 是 一 个 有 向 图 。 它 的 邻接 矩阵 为 
12345 
0 | 
1 | 
0 | 


0 


图 了 一 20 


0 
1 
0 
0 
1 


oooo: 
ooo-o0 


邻接 逢 阵 在 各 种 学 科 中 有 不 同 的 名 称 。 在 时 序 守 理论 中 钴 作 和 转移 把 隆 ， 在 关系 学 法 中 出 
作 关 系 答 淤 ， 在 网 络 流 中 内 作 接 通 盾 深 或 优先 帘 阵 ， 在 调 庞 和 关键 路 从 分 析 洁 中 器 作 前 趋 逢 
性 。 
一 个 有 向 图 GG 的 邻接 锻 阵 忒 有 下 询 特 性 ; 
《一 ) 当 且 仅 当 G 是 一 个 对 称 有 所 图 时 ， 姑 是 一 个 对 称 矩 阵 。 
《二 ) 在 主 对 角 线 上 每 一 个 非 零 元 素 值 代表 着 对 应 点 上 的 一 个 自 凌 。 
《经 ) 在 多 中 无 法 显示 出 平行 边 。 这 就 是 为 什么 在 名 接 夭 阵 的 定义 中 规定 没有 平行 边 。 
《四 ) 每 行 的 和 等 于 对 应 点 的 出 次 数 ， 每 列 的 和 等 于 对 应 点 的 入 次 数 。 工 中 非 零 仿 的 数 
目 等 于 中 的 边 数 。 
《五 》 乍 何 两 行 的 置换 央 局 多 应 列 的 仁 换 不 改变 有 向 图 ， 吐 换 只 是 意味 着 各 点 的 重新 编 
号 。 所 以 当 且 仅 当 商 个 有 摧 图 的 邻接 攀 阵 置换 后 能 倡 等 时 ， 它 们 是 同 构 的 。 
《六 ) 部 果 才 是 一 个 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 ， 那 么 转 轩 撼 隆基 "是 把 C 中 每 条 边 的 方 问题 
倒 后 所 得 到 的 那个 有 向 图 9* 鸭 邻接 算 阵 。 
《七 》 对 于 * 阶 的 任何 《0 ,1) 方 矩 阵 Q， 存 在 着 一 个 有 + 个 点 的 唯一 有 向 图 从 ， 它 的 邻 
接 短 阵 就 是 Q。 
人 接 惩 阵 是 用 来 作为 研究 有 向 图 性 质 的 工具 ， 龙 其 是 在 用 数字 计算 机 于 更 为 有 用 。 
关于 一 个 有 向 图 G 的 邻接 抵 阵 的 每 ， 这 里 有 一 个 定理 与 定理 5 一 7 衣 相 似 之 处 。 
定理 7 一 17: 在 矩阵 的 《1，7)》 处 的 元 索 信 等 于 从 点 i 到 点 j 之 间 r 条 边 的 不 同 有 了 向 过 序列 
数 。 
证 : 这 个 定 吾 可 以 用 归纳 法 来 证 明 。 对 于 ” = 1 ， 这 个 定理 是 正确 的 。 作 为 归纳 假设 ， 


假定 这 个 定理 对 于 支 ”' 也 是 适用 的 。 根 据 归 纳 假设 ， 在 拓 《= 拉 各) 的 〈25 旋 处 的 元 素 
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z= 人 [在 X 中 的 《〈i， 和 处 元 素 值 ]' zu 


= 了 3)( 志 点 i 到 h， 眉 数 为 "一 1 的 所 有 有 向 边 序列 数 )*z。 《7 —39) 


在 式 《? 一 39〉 中 ， 很 据 从 点 A 到 点 ?有 无 一 条 志向 边 ， 而 zw 一 工 或 0 。 因 此 当 且 仅 当 从 ;到 
有 一 个 眉 煞 为 = 的 有 向 边 序 烈 ， 而 它 的 最 后 一 条 边 是 从 六 到 j 时 ， 式 《7 一 39) 的 犁 中 有 
一 项 不 是 零 。 如 这 项 不 是 零 ， 它 的 值 等 于 从 诗经 R 到 ;f 的 这 种 边 序列 数 。 这 对 于 每 一 点 有 ， 
1 所 上 所 1 者 是 适用 的 。 所 以 ， 式 《7 一 39) 等 于 从 i 到 了 所 有 可 能 的 有 向 边 序列 激 。 
这 里 应 注意 ， 玉 "中 (i，7》 处 元 案值 给 出 从 点 ?到 j 的 所 有 有 向 边 序列 数 ， 这些 边 序列 有 
三 类 ， 
(一 )》 估 了 到 j 的 有 向 路 径 ， 这 些 有 向 边 序列 中 ， 没 有 一 个 点 是 通过 一 次 以 上 的 。 
(二 》 从 3 到 j 的 有 向 行 去， 这 些 有 向 边 序列 中 ， 一 个 点 可 能 通过 一 次 以 上 ， 担 是 没有 
一 条 边 是 通过 一 次 以 上 的 。 
《三 ) 这 毕 有 向 边 窜 裂 中， 一 答 边 也 可 能 通过 一 次 以 上 的 。 
不 替 的 是 没有 一 个 简章 方法 来 区 分 这 三 类 。 这 就 是 为 什么 这 个 简单 方法 不 能 用 来 计算 茶 
蛙 特 定 自 数 的 在 加 路径 或 有 壬 风 路。 
例 划 ， 夫 查 图 7 一 20 中 有 启 图 的 邻接 外 阵 的 4 次 短 XX* 
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行 2 和 列 3 处 的 元 素 值 代表 两 个 有 4 眉 的 有 阴 这 序列 ，c ,6,9,f 《由 点 2 到 3 的 有 向 行走 ) 
和 df .dc,5 《不 是 一 个 行走 ) 。 第 3 对 角 元 素 值 代表 把 志 3 开始 又 终于 点 3 的 两 个 有 4 眉 的 
有 向 边 序列 ，g,e,c,5 《一 个 有 向 同 路 》 和 59, 了 9, 了 《不 是 一 个 有 疝 国 路 )”。 六 “中 的 其 它 
元 素 信 可 用 同样 的 方法 检查 。 
对 于 一 个 有 nm, 个 点 的 简单 有 向 图 G， 一 个 #. x #, 甜 阵 叫 作 克 希 荷 夫 矩 阵 或 居 - 短 阵 。 攻 的 
定义 如 下: 
兵 (G) 一 < 入 门 《7 一 407 
式 中 bj 一 ed (Vv)， 点 i 的 入 次 数 。 
i 二 一 zy， 邻接 矩阵 中 (1 ，j》 处 带 负 号 的 元 案值 《此 处 的 元 于 信 系 措 由 点 i 到 j 
的 有 身边 数 ) 。 
全 如， 图 ? 一 21 是 一 个 简章 有 向 图 。 它 的 天 ~ 抵 跨 为 
1 2 3 4 


| 1 0 909-11 
2 -1 2-1 0 
KO 6 -1 2 -1 《7 一 4) 
| 
4al 0~1-1 2 
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在 一 个 天 -上 护 阵 中 ， 每 列 各 元 素 值 之 和 和 等于零 。 这 表示 m, 行 是 线性 相关 的 。 押 以 玉 - 答 阵 

的 行列 式 值 是 零 ， 即 
IK|=0 {7—42) 

定理 7 一 18， 设 久 CG) 是 一 个 简单 有 向 图 G 的 芒 - 窍 阵 。 下 (GG) 的 (9，9) 余 因 子 村 等 于 G 中 
扎根 于 点 zs 的 外 入 树 数 。 

阅 如 ， 在 图 7 一 21 中 ， 在 六 -矩阵 行 2 中 ， 每 个 元 素 信 的 余 因 于 是 3， 这 表示 这 个 有 向 
图 有 3 个 外 向 树 扎根 于 点 2 。 

对 于 一 个 有 了 向 欧 拉 图 各， 因为 每 行 和 每 列 的 和 都 是 零 ， 关 (G) 的 所 有 余 因 子 都 是 相等 
的 。 设 尺 (G) 的 所 有 余 因 子 的 公 值 是 9。 这 个 0 就 是 GS 中 扎 要 于 任何 一 个 给 定点 的 不 同 外 向 树 
激 。 式 《7 一 16) 给 出 结合 这 些 不 同 外 向 树 中 每 一 个 的 不 同 欧 拉 线 数 。 所 以 得 到 下 一 定理 。 
定理 7 一 19， 每 一 个 有 向 欧 拉 图 的 网 拉 线 数 为 


oe, Ta) -1 (7 一 43) 
从 这 一 定理 我 们 可 以 计算 在 任 饲 一 个 连通 的 平衡 的 有 向 图 中 的 欧 拉线 数 。 例 如 ， 试 计算 
图 7 一 22 的 欧 拉 线 数 它 的 乒 - 府 阵 是 起 据 有 向 汉 密 尔 细 路 径 9c ,de 六 so 岳 序 中 出 现 的 各 


点 排列 的 。 


-1-1 0 0 0 0 0 


在 这 个 矩阵 中 ， 每 项 的 余 因子 是 :6， 世 以 式 【?7 --43) 中 的 0 是 16。 因 为 图 ? 一 22 中 每 
个 点 的 ww, 的 cz》= 2， 所 以 


3 
Tie) -in=1 


1=1 


因此 ， 图 ? 一 22 中 的 欧 拉线 多 是 16。 
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第 九 节 ”成 对 比较 和 比赛 图 


在 很 多 情况 下 ， 沉 其 在 社会 科学 方面 ， 入 人 要 如 在 若干 给 出 的 事物 中 ， 每 次 只 对 两 个 作 
一 比较 ， 然 后 对 这 若干 事物 评 坦 高 侯 优 劣 ， 排 出 它们 的 等 级 或 名 次 。 这 种 方法 呀 作成 对 比较 
法 。 这 种 方法 用 在 难于 用 数量 来 衡量 的 情况 。 例 如 ， 对 音乐 作品 的 个 人 爱好 ， 一 般 是 每 次 对 
两 个 作品 欣赏 一 回 ， 评 定 个 人 的 爱好 。 把 "个 作品 组 成 各 种 可 能 的 n(* 一 1 ) /2 对 后 ， 相 互 比 
较 ， 最 后 把 = 个 作品 评 色 一 个 高 饭 名 次 。 

有 向 图 是 适合 于 成 对 比较 法 结果 的 一 种 自然 表示 方式 。 曾 有 人 研究 过 用 有 向 图 来 表示 一 
只 狗 对 6 种 不 同 罚 料 的 喜爱 等 级 。 图 7 一 23 中 的 6 个 点 代表 6 种 不 同 的 饲料 。 每 天 他 用 两 种 
不 周 饲 料 来 喂 狗 ， 看 狗 先 吃 完 哪 种 饲料 来 判定 狗 对 饲料 的 喜爱 程度 。 他 进行 了 -5 天 ， 俩 可 能 
有 的 每 两 种 不 同 铜 料 的 搭配 都 能 试 到 。 在 图 7 一 23 中 ， 每 一 边 的 芋头 方向 是 从 一 种 较 喜 吃 的 
饲料 指向 较 次 的 多 料 。 讽 如 ， 饲 料 1 比 2 村 较 喜 欢 吃 些 。 这 种 图 叫 作 怖 先 图 。 

一 般 妃 讲 ， 从 一 个 优先 图 来 评定 等 级 名 次 不 是 一 件 容易 的 府 。 便 如 在 图 7 一 23 中 ， 由 于 
狗 狂 的 前 后 矛盾 ， 这 只 狗 欢 喜 1 隆 于 2 ，2 胜 于 4 ， 但 4 却 胜 于 1 。 所 以 从 这 8 种 饲料 中 ， 
很 蕉 确定 哪 一 种 是 狗 最 喜爱 吃 的 。 1 

同样 的 情 视 也 发 生 在 运动 比赛 中 。 在 一 次 德 环比 赛 中 ， 
一 个 运动 员 对 其 他 每 一 个 运动 员 都 比赛 过 。 上 比赛 的 结果 也 可 
区 用 一 个 有 向 图 来 表示 ， 一 条 从 点 < 到 点 5 的 边 的 方向 表示 4 5 
运动 员 a 胜 过 运动 员 上 。 这 就 是 为 什么 我 们 在 本 章 第 一 节 中 
把 一 个 完全 非 对 称 有 向 图 叫 作 一 个 比赛 图 或 完全 比赛 图 的 理 
出 。 所 以 昨 7 一 23 也 可 以 看 作 是 6 个 运动 员 隐 比赛 图 。 在 一 
次 比赛 中 运动 员 的 名 次 的 排 定 问题 是 与 成 对 比较 法 中 的 评比 
问题 一 举 的 。 图 了 一 强 

在 德 环比 赛 中 ， 一 种 惯常 使 用 的 直截了当 的 评定 方法 是 根据 每 一 个 送 动员 的 得 分 记录 
读 是 说 一 个 适 动员 的 获胜 次 数 。 在 上 面 所 举 狗 饲料 的 例子 中 ， 一 只 狗 对 基 一 种 饲料 较 喜 爱 的 
次 数 就 相当 于 得 分 记录 。 在 一 次 比赛 中 ， 一 个 运动 员 的 得 分 次 数 等 于 一 个 有 向 图 中 对 应 点 的 
出 次 数 。 

如 果 我 们 用 得 分 记录 来 评定 名 次 ， 那 么 在 上 述 的 狗 饲 料 中 ， 我 们 会 排出 6 种 饲料 的 忱 先 
次 序 如 下 ， 


《1,3)， (2,5,6》， 和 4。 

就 是 说 ， 人 局 料 1 和 3 是 同 为 第 一 等 ， 饲 料 2 ， 5 。 6 同 为 第 二 等 , 铜 料 4 是 最 不 喜爱 的 , 评 为 
第 三 等 。 

根据 有 内 图 中 每 个 点 的 出 次 数 来 评定 等 级 名 次 是 一 个 最 容易 的 方法 ， 但 是 不 一 定 总 是 一 
个 满意 的 办 法 。 物 别 是 ， 如 果 比 赛 不 完全 ， 禹 如 说 ， 返 动员 们 不 是 竞赛 同样 的 局 数 ， 这 个 方 
法 就 失去 了 意义 。 

另外 一 种 有 寺 用 来 评定 运动 员 民 胜 名 次 的 方法 是 应 用 有 向 汉密尔顿 略 径 ， 就 是 每 一 个 运 
动员 底 胜 了 他 的 后 继 对 手 。 在 图 7 一 23 中 ， 这 样 的 一 个 名 次 是 1 一 2 一 2 一 5 一 6 一 4。 关 
于 比赛 图 中 有 关 汉 密 尔 顿 上 路径 有 下 列 一 个 定理 。 
定理 7 一 20， 每 一 个 完全 比赛 图 有 一 条 有 向 汉密尔顿 路 径 。 
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证 ， 这 个 定理 可 以 在 点 数 方面 用 归纳 法 来 证 明 。 靠 实际 画图 ， 这 个 定理 可 以 证 明 对 有 
1，2，3， 和 :个 点 的 完全 比赛 图 是 适 困 揭 。 让 我 们 先 作 一 个 归纳 猥 设 ， 就 是 说 这 个 定理 
对 于 有 ,个 点 的 所 有 完全 比赛 攻 是 正确 的 ， 进 而 证 明 对 于 育 六 + 1 个 点 的 所有 比赛 图 也 是 适 
时 的 ， . 

设 G 是 一 个 有 1+ 1 个 点 的 完全 比赛 图 。 设 E 是 G 中 一 个 个 点 的 完全 子 比 赛 图 ， 由 于 虹 
纳 假设 ，g 有 一 条 有 向 汉 密 尔 顿 路 色 。 设 这 条 路 径 是 1，2 ，…，x.。 设 在 g 中 没有 而 在 G 中 
有 的 那个 点 钟 作 点 m+ 1 。 

因为 G 是 一 个 有 "+ 1 个 点 的 完全 比 闫 图 ， 在 G 中 的 点 n。+ 1 有 一 条 有 向 边 或 者 进入 或 
者 出 自 其 它 点 1 ，2 ，*…“，n, 中 的 一 点 。 那 么 就 有 下 列 3 种 可 能 情况 ， 

情况 一 ， 在 点 n+ 1 和 点 1 之 间 的 边 是 指向 点 1 的 。 那 么 在 G 中 有 一 条 汉密尔顿 路 答 
(0. 一 1，1，2，*…，11。) 如 图 ?一 24( a) 所 示 。 这 就 证 明了 这 个 定理 。 

情况 二 。 在 点 4, 和 点 4, 十 1 之 间 有 一 条 边 指 向 成 *.+1。 那 么 我 们 在 G 中 又 有 一 条 有 向 汉 
密 尔 顿 路 答 (1 ，2 ，…，mnu， ,一 1， 如 图 7 一 24(5) 所 示 。 这 样 又 证 明了 这 个 定理 。 

情况 三 ， 要 不 是 上 而 这 两 种 情况 ， 而 是 这 两 条 边 中药 一 条 是 从 点 1 指向 mm 十 1 ， 而 另 一 
条 从 点 9。+ 1 指 册 点 %, 的 。 在 这 种 情况 下 ， 当 我 们 从 点 1 移 向 点 4. 时 ， 我 们 磁 到 关联 着 点 1。 
二 1 的 两 条 边 中 出 现 了 一 个 方向 其 岗 。 我 们 把 那 第 一 次 出 现 这 种 方向 题 倒 的 点 叫 作 点 站点 
+ 也 可 能 就 是 点 ms 本身) 。 这 种 方向 颠倒 一 定 是 因为 边 〔: ，n。+ 1) 是 指向 点 ms+ 工 的 
但 是 边 Cn。+ 1， 荆 二 1) 是 出 自 点 ae+ 1 的 。 在 这 种 情况 时 ， 我 们 在 @G 中 有 一 条 有 向 汉 密 
尔 顿 路 径 《1 ,2 让, 二 1 一 ,0,7》 如 辕 7 一 24( 5c) 所 示 。 这 种 就 证 明了 这 个 
定理 的 正确 性 。 


Tt 
mdf 


ay 


图 7 一 24 

所 以 ， 如 果 一 个 有 向 图 是 一 个 完全 比赛 则 ， 其 中 至少 总 可 能 有 一 个 汉密尔顿 评比 法 。 可 
是 这 种 评比 活 也 有 些 缺 虑 的 ， 其 一 ， 这 种 评比 法 与 送 动员 得 分 之 间 有 些 不 符 。 其 二 ， 一 个 比 
赛 图 可 能 有 一 个 以 上 的 有 向 汉 密 罩 申 径 。， 因 此 有 几 个 不 同 的 评比 法 。 例 如 ， 在 图 了 一 23 中 ， 
1 一 3 一 2 一 5 一 6 一 4 和 1 一 3 一 5 一 6 一 2 一 4 是 两 种 不 同 的 汉密尔顿 评比 法 。 

在 任何 一 个 比赛 图 〈 完 全 的 或 不 完全 的 ) 中 ， 对 于 m, 个 点 的 评比 ,如 果 点 / 领先 于 点 i ， 
一 次 违章 是 作为 一 条 由 点 i 到 的 边 的 。 例 如 ， 在 图 7 一 23 中 ， 名 次 1 一 3 一 2 一 5 一 6 一 
4 有 下 列 两 次 违章 , 即 由 点 4 到 1 和 由 点 6 到 2 的 两 条 有 向 边 ,而 名 次 3 一 2 一 5 一 6 一 4 一 
1 有 下 列 五 次 十 章 ， 即 由 点 1 到 3 ， 由 点 1 到 2 ， 由 虑 6 到 2， 由 点 1 到 5 ， 和 由 点 1 到 6 
的 五 条 有 向 边 。 

违章 次 数 最 少 的 评比 法 代表 某 一 次 比赛 的 最 少 可 能 的 混乱 。 其 实 ， 这 种 评比 法 声 动 地 色 
括 得 分 评比 法 和 汉密尔顿 评比 法 。 所 以 这 种 方法 可 以 算得 是 评比 法 中 最 好 的 方法 。 

可 是 要 从 有 # 个 点 纲 记 有 nn1 个 可 能 名 次 中 找 击 其 中 违章 次 数 景 少 的 一 个 ， 在 计算 上 也 
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是 困难 的 。 聘 有 人 用 过 一 称 用 动态 规划 的 方法 来 评比 ， 到 日 前 为 止 它 是 一 种 可 以 采用 的 最 好 
方法 ， 不 过 计算 起 来 比较 蚀 ， 而 且 麻 烦 。 

丰 所 有 #1 个 名 次 中 违 举 次 数 最 少 的 方法 代表 养 有 向 图 中 的 一 个 最 小 边 组， 它 的 删除 将 
切断 所 有 马 有 区 加 路， 而 使 有 向 图 成 为 非 德 环 《或 零 调 ) 有 向 图 ， 这 个 问题 将 在 下 一 节 中 讨 
论 。 


第 十 节 ” 非 循环 有 向 图 和 消除 循环 法 


在 很 多 恼 况 下 ， 人 们 只 注意 着 一 个 给 定 的 有 向 图 中 是 否 有 有 向 间 路 ， 而 对 于 半 回 路 是 无 
关 紧 凤 的 ， 一 个 没有 有 向 回路 的 有 向 图 叫 作 非特 环 有 向 图 或 零 调 有 向 图 。 非 循环 有 向 图 有 下 
列 特 性 ， 

(一) 每 一 色 仁 有 向 边 的 树 是 一 个 非 箱 环 有 向 图 ， 但 是 反 过 来 讲 是 不 正确 的 。 钢 如 ， 图 
了 一 25 是 一 个 非 镍 环 有 和 钢 图 ， 保 不 是 械 、 

(二 》 一 个 非特 环 有 向 图 不 能 北 素 。 这 就 是 说 ， 一 个 非 知 环 有 向 图 G 的 磋 率 图 .就 是 
本 身 。 反 过 来 讲 也 是 正确 的 ， 因 为 如 果 G. 一 偏 ， 很 明 量 6G 是 不 全 
有 向 问 路 的 。 7 

《三 ) 当 且 色 当 在 一 个 有 向 图 G 中 每 一 个 有 向 行走 也 是 一 条 
有 向 路 径 时 ，G 是 非特 环 的 。 

《四 ) 上古 的 第 三 个 特性 有 一 个 重要 含意 ， 如 果 一 个 有 邮 图 
是 非特 环 的 ， 在 X* 的 〔 i，j》 由 的 元 素 信 给 乌 由 点 i 到 点 直 之 
治 段 数 为 的 不 同 有 向 路 径 数 。 

下 面 我 们 举 出 几 条 有 关 非 镍 环 有 移 网 饮 定 理 。 图 了 一 站 
定理 7 一 21， 每 一 个 非特 环 有 向 图 G 至 少 有 一 个 点 入 次 数 为 零 ， 以 及 至 少 有 一 个 点 的 出 次 数 
为 堆 。 

证 ,我 们 先 考虑 G 中 任何 一 条 最 长 的 有 向 茹 径 呈 。 所 谓 最 长 的 趴 八 是 指 一 条 史 径 ， 它 的 
有 段 数 不 能 由 于 在 任何 一 问 再 增加 一 条 边 而 增加 的 。 设 点 是 路 径 吕 的 起 点 ， 必 是 它 的 终点 。 
因为 G 是 非 箱 环 的 ，v 和 ww 一 定 是 分 离 的 两 点 。 现 在 G 中 各 点 可 以 分 成 再 组 ， 点 组 六 ,是 在 忆 
上 ， 而 点 组 :是 其 余 诸 点 。 

关联 到 点 v 的 没有 从 亚 , 中 任何 点 来 的 边 ， 否 出 G 会 有 一 个 有 间 回 路 了 。 同 样 ， 也 没有 从 
广 : 中 任何 点 来 的 边关 联 到 点 v ， 否 则 了 的 段 数 会 由 于 增加 了 这 条 边 面 增加 了 。 所 以 点 的 入 
次 数 为 (7《v) = 0。 同样 ， 因 为 没有 边关 联 出 自 点 中 ， 忆 蕉 d* tw) = 0 。 
定理 7 一 22， 当 且 仅 当 一 个 有 向 图 G 的 各 点 可 以 按 这 痒 的 次 序 编排 ， 局 它 的 舍 接 矩阵 下 是 一 
个 上 (或 下 ) 三 角 年 阵 时 ，G 是 非 第 环 的 。 

证 ，( 一 ) 假设 天 是 一 个 上 三 角 插 阵 ， 就 是 

对 于 22P7，>=0 (7—44) 
我 们 知道 由 于 直接 相 乘 ， 廊 ?也 是 一 个 上 三 角 定 阵 ， 且 下 的 其 它 所 有 知人?， 磊 {，… 也 都 是 上 
三 角 答 疾 。 因 为 芯 的 浙 有 乱 的 每 个 对 角 线 处 的 元 素 信 都 是 零 ， 所 以 G 没 有 有 向 末路 ， 这 就 
是 说 已 是 非特 环 的 。 

(二 )》 为 了 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 假 设 G 是 非 循环 的 ， 着 且 把 G 的 各 点 另行 编排 如 下 ， 
报 澡 定理 7 一 21， 忆 御 至 少 有 一 个 点 的 入 次 数 为 零 。 在 重新 编 六 各 点 有 时， 让 这 个 点 为 第 一 个 
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点 v4。 现 在 删除 这 个 点 v1 以 及 美 联 到 v, 的 各 边 ， 因 为 是 非 循 环 的 ， 所 以 余 留 下 来 的 有 出 图 
Gv 一 定 也 是 非 御 环 的 。 因 此 GG 今 ?1 中 也 至 少 有 一 个 点 的 入 次 数 为 堆 。 设 点 vs 就 是 这 样 的 
一 个 点 ， 并 且 在 重新 编排 时 作为 第 二 个 点 ve。 次 从 G 提 中 删除 这 个 点 7:。 继 续 这 样 进行 下 
去 ， 把 G 中 各 点 重新 编排 为 6:。?2，…。 

现在 考虑 人 的 邻接 矩阵 天 ， 它 的 各 点 已 如 上 述 重 新 编排 ， 列 1 《对 应 4,》 的 元 素 值 都 是 
零 。 在 行 1 下 面 的 列 2 代表 如 后? 中 交点 zx， 也 都 是 零 。 祭 类推 。 这 样 ， 这 个 邻接 矩阵 是 个 
上 三 角 撼 阵 。 这 就 证 明了 定理 的 第 二 部 分 。 

《三 》 定理 中 的 下 三 角 撼 阵 部 分 也 可 以 用 同样 重新 编排 有 零 出 次 数 的 各 点 来 证 明 的 ， 或 
者 考虑 郑 ': 和 G< 来 证 明 的 。 重 

为 了 检查 一 个 有 向 图 是 否 是 非 循环 的 ， 可 应 用 “ 面 的 一 个 定理 。 
定理 了 一 23， 当 且 仅 当 一 全 有 向 图 @ 的 行列 式 j 一 X| 不 等 于 零 ， 其 中 局 是 与 厂 同 阶 的 单位 
拖 阵 时 ，C@ 是 非特 环 的 。 

证 ， 当 且 仅 当 [U 一 XX 站! 大 在 时 ， 和 矩阵 [U 一 大] 才 是 非 奇 异 前 ， 即 中 ~ 办 0 。 但 


是 

[区 一 下 二 一 区 十 天 十 天 ?十 二 着 "十 (7—45) 
当 且 仅 当 无 穷 级 数 式 (7 一 45) 收 化 时 ， 这 个 逆 [U ~ 关 ]"! 才 存在 ， 就 是 说 ， 对 于 所 有 上 袍 
立 ， 光 = 0 (因为 天 只 含有 非 负 元 素 值 》。 可 是 ， 当 且 仅 当 G 不 舍 有 眉 数 为 总 或 更 多 的 有 
身边 序列 时 ， 对 于 所 有 趟 之 NH， 区" 才 是 零 。 这 只 有 当 且 仅 当 G 不 合 有 任何 眉 数 的 回 耻 时 才 
年 可 能 的 。 目 

非 循环 有 向 图 在 很 多 应 用 方面 是 十 分 重要 的 。 上 面 讲 到 过 有 向 同 路 代 表 着 成 对 比较 评比 
法 中 的 矛盾 性 。 在 电网 络 中 ， 有 向 回路 可 能 代表 不 希望 有 的 反馈 电路 。 在 关键 赂 茎 法 或 计划 
评审 靶 术 中 的 计划 图 由， 一 个 有 向 轩 路 代表 一 个 严重 错误 ， 闪 且 必 须 去 除 的 。 这 是 因为 一 个 
有 向 回路 ， 司 如 5 c a 上 暗示 着 活动 必须 在 活动 之 前 完成 ，5 在 c 之 前 完成 ， 和 c 叉 在 
4 之 前 完成 。 很 明显 ,这 是 一 种 不 可 能 的 异 况 ,要 是 这 样 ， 就 什么 也 做 不 成 。 在 计算 机 程序 设 
诗 中 也 常常 发 生 一 种 与 此 相似 的 情况 ， 有 人 称 这 种 情况 为 致命 遭遇 是 有 理由 的 。 

在 演 绊 远 辑 中 (在 那 点 代 表 着 公理 或 陈述 。 有 向 边民 表 着 定理 或 从 一 个 陈述 引 库 另 一 
个 陈述 的 推导 ， 一 个 有 向 回路 意味 着 将 转子 论证 ， 所 以 是 一 种 届 论 。 

所 尺 知 道 如 何 反 最 小 的 努力 米 破 除 这 些 有 缺点 的 天 路 是 很 重要 的 。 换 各 话 讲 ， 如 何 礁 一 
个 给 出 的 有 向 图 GG 中 出 除 一 个 最 小 的 有 向 边 组 ， 使 GG 变 为 非特 环 。 所 以 我 们 要 研究 消除 循环 

例 7 一 5 图 7 一 2(a) 中 有 下 烈 几 个 有 向 末路 《ca，8。，c) ，(ce，d，7) ， 和 和 

(b,c，d，e) 。 在 这 个 简单 的 例子 中 ， 一 检查 就 可 以 看 出 删除 边 “ 就 可 以 消除 所 有 的 
有 向 四 路 。 这 条 这。 新 是 最 小 的 边 组 ， 删 除 后 使 余 留 的 有 向 图 成 为 非 篆 环 的 了 。 

这 洗 一 个 最 小 边 组 册 除 后 能 够 破坏 一 个 有 钠 图 全 中 记 有 的 有 锅 加 路， 这 个 好 组 在 电工 学 
中 多 作 地 小 反馈 继 组 。 一 般 地 讲 ， 一 个 有 向 图 可 以 有 儿 个 最 小 反馈 弧 钥 。 挫 一 个 有 贞 图 中 得 
到 这 样 一 个 最 少 边 组 的 方法 叫 作 一 个 有 向 图 的 最 小 消除 循环 法 。 

一 个 任意 的 有 疝 图 中 作 最 小 消除 循环 的 工作 是 一 柱 单 调 面 重 复 的 工作 ， 到 目前 为 止 ， 还 
没有 找到 一 个 简单 方法 。 有 一 个 方法 是 应 用 定理 7 一 和 2 如 下 ， 尽 可 能 多 地 置换 仓 接 秆 阵 下 中 
的 行 和 对 应 的 列 作出 上 三 角 短 阵 。 在 主 对 第 线 上 和 以 下 所 余 留 下 来 的 那些 1 代表 着 一 个 最 小 
反馈 缴 组 。 
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另外 一 个 方法 是 : 

(--)》 在 一 个 给 出 的 有 向 图 人 中 ， 求 得 所 有 的 有 向 回路 。 

二) 招 每 一 个 有 向 回路 用 它 那 些 边 的 布尔 和 表达 出 来 。 

《三 ) 在 第 二 步 中 万 得 到 的 所 有 的 有 商 回 路 表达 式 审 取 布尔 滋 积 ， 在 这 里 应 用 布尔 代数 
中 网 吸收 符 ， 如 4a.4 二 4a，4 二 4 二 a， 和 4 二 46 二 4 等 。 

《四 ) 乘积 的 和 中 每 项 代 家 一 个 边 组 、 它 的 删除 将 酸 坏 所 有 的 有 向 回路 。 选 取 边 数 最 少 
的 那 项 ， 那 就 是 最 小 反馈 绕组 。 

例 7 一 6 在 图 7 一 25a) 电 。 所 有 的 有 向 回路 为 :Ga，8，c)，(c，d，7) 和 
C6，c，d，e) 。 交 这 3 个 回路 先 用 布尔 和 方式 表达 出 来 ， 然 后 把 这 3 个 布尔 和 对 出 
来 ， 最 后 化 简 ， 坦 

(a+ bic)tc td- (breidt+ey=adi+aef +bdtbft+e 
很 清楚 ， 等 式 右边 的 此 一 项 代表 着 一 个 边 组 ， 它 的 删除 会 破坏 图 7 一 2 (4a) 中 的 所 有 有 向 
同 路 。 边 效 最 少 的 一 组 是 { }， 这 就 是 我 们 所 要 找 的 最 小 反馈 弧 组 。 
上 述 两 种 方法 对 于 大 的 有 向 图 就 不 实用 了 。 


习 题 


7 一 1 证 明 任意 一 个 有 向 图 的 所 有 点 的 入 次 数 之 和 等 于 它们 的 出 次 数 之 和 ， 并 等 于 有 
向 图 的 边 数 。 

?一 2 画 坊 1 点 、2 点 和 3 点 所 有 不 同 的 《 非 同 网 的 ) 的 简单 有 向 图 。 

7 一 3 写 肯 图 7 一 26 的 关联 矩阵 。 

7 一 4 写 出 图 7 一 26 对 某 一 可 生成 树 的 基本 回路 矩阵 和 基 . 2 


本 截 齐 组 矩阵 。 ， 
7 一 5 证明 当 生 仅 当 定义 为 ! 
M=X+ + 


的 矩 隆 M 具 有 非 零 元 素 时 ， 一 个 = 个 虑 的 有 向 图 是 强 连 通 的 , 式 。 ”3” 
中 地 是 邻接 短 阵 。 图 ?一 可 

7 一 6 ”证 明 有 向 国 中 每 条 这 都 属于 一 个 有 向 回路 或 一 个 有 向 裁 割 组 。 

7 一 7 “利用 习题 7 一 4 实 讽 ， 说 明 有 和 图 的 基本 回路 矩 蜂 和 基本 截 币 组 纸 阵 的 转 置 抵 
阵 的 乘积 为 零 。 

7 一 8 利用 有 向 图 求解 下 列 古典 问题 

# 有 3 个 吃 人 的 野人 和 3 个 可 殿 镭 人 吃 的 传教 士 需要 湾 河 ， 一 只 最 多 只 能 载 两 人 的 小 
船 ， 5 个 传教 十 和 1 个 嘻 人 会 划船 。 但 是 不 论 何 时 何 岸 ， 时 人 的 数目 不 能 超过 传教 七 的 数 
目 ， 理 则 传教 二 就 会 被 吃 捧 。” (提示 ， 用 点 代表 不 同 的 状态 ， 用 有 向 边 表示 可 能 的 过 流 )。 

? 一 9 ”一 个 渡船 工 要 把 一 头 狼 、 一 只 山羊 和 一 篮 白菜 带 过 河 去 。 因 为 他 的 船 小 ， 他 只 
能 带 其 中 的 一 样 。 狼 不 多 许 单独 与 山羊 在 一 起 ， 山 羊 也 不 主 和 自 夺 单独 在 一 起 。 问 渡 高 工 必 
须 怎 样 渡河 ? 
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第 八 章 电网 络 的 拓扑 分 析 


第 一 节 引言 


网 络 拓扑 是 拓扑 学 的 一 个 分 支 ， 是 图 论 在 网络 分 析 中 的 应 用 。 网 络 的 范围 很 广 ， 本 章 只 
讨论 电网 络 的 拓扑 分 析 。 图 论 原 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 在 电网 络 方面 的 应 用 是 从 十 九 世 纪 中 
期 开始 的 。1847 年 克 希 荷 夫 用 图 论 解决 电路 问题 ， 利 用 树 的 概念 建立 电路 方程 。1892 年 才 克 
斯 书 发 展 了 克 希 荷 夫 的 结论 ， 创 立 了 克 希 殴 夫 第 三 、 第 四 方程 。 可 是 当时 运算 工具 还 十 分 简 
单 ， 靠 手 算 只 能 分 析 一 些小 网 络 ， 办 此 利用 图 论 来 分 析 小 网 络 并 不 比 网 络 的 一 般 分 析 法 显得 
优越 ， 这 就 使 得 克 希 荷 夫 他 那 趣 趣 时 代 的 发 现 当 时 未 能 受到 重视 。 

近年 来 ， 由 于 高 速 电子 计算 机 的 出 现 ， 利 用 图 论 来 分 析 网 络 已 经 成 为 可 能 ， 于 是 人 们 对 
图 论 的 研究 兴趣 重新 高 涨 起 来 。 现 在 图 论 已 经 滩 透 到 许多 学 科 领 域 ， 当 然 也 大 量 地 应 用 于 电 
网 络 。 贸 论 为 网 络 分 析 与 综合 开创 了 崭新 的 途径 ， 成 为 网 络 理论 研究 的 一 个 不 可 缺少 的 数学 
基础 。 

电网 络 是 由 一 些 电路 元 件 《〈 或 器 件 ) 按照 一 定 的 规律 连接 起 来 的 一 个 集体 。 电网 络 的 特 
性 是 由 下 面 两 个 因素 决定 的 ， 第 一 是 组 成 网 络 的 元 件 特性 ， 第 二 是 网 络 的 拓扑 结构 。 目 前 电 
网 络 中 所 用 的 函件 大 至 有 以 下 4 种 分 类 法 : 

《一 ) 集中 参数 与 分 布 参数 

《二 ) 线性 元 件 与 非 线性 元 件 

《三 ) 时 变 元 件 与 定常 元 件 

(四 》 无 源 元 件 与 有 源 元 件 。 

本 章 上 让 要 讨论 线性 、 定 常 、 无 源 和 集中 参数 电路 的 拓扑 分 析 法 ， 也 对 有 源 网 络 的 拓扑 分 
析 作 必要 的 说 明 。 分 布 参数 电路 可 以 利用 流 图 的 方法 处 理 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 有 关 专 门 
书籍。 

图 论 在 网 络 中 的 应 用 常常 活用 网 络 分 析 中 的 术语 ， 例 如 网 络 六 中 的 节点 在 线 图 中 称 为 
点 ， 网 络 尺 中 的 支 路 在 线 图 中 称 为 边 等 等 。 一 般 不 会 发 生 误 解 ， 必 要 时 再 加 以 说 明 。 


二 节 电网 络 方程 


众所周知 ， 克 项 荷 夫 定 律 是 网 络 分 析 的 基本 定律 ， 它 扒 述 了 网 络 所 代表 的 实际 系统 的 平 
衡 性 能 。 电 网 络 分 析 通 常用 电流 和 电压 作为 变量 。 著 名 的 克 希 荷 夫 电流 定律 和 克 希 荷 天 电压 
定律 ， 描 述 了 网络 电流 和 电压 的 平衡 关系 。 

克 若 从 夫 电流 定律 (简写 为 KCL》， 对 于 任 一 乐 中 参数 的 电路 中 的 任 一 节点 ， 在 任 一 
时 刻 ， 流 入 《或 流出 节点 的 记 有 支 路 电流 的 代数 和 等 于 零 。 

下 CLI 可 以 由 节点 扒 广 到 任 一 闭合 面 ， 好 通过 说 合 面 的 所 有 支 路 电流 的 代数 和 等 于 零 。 

克 项 荷 夫 电 压 定律 《简写 为 KY 上》， 对 于 任 一 集中 参数 的 电路 中 的 任 一 回路 ， 在 任 一 
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叶 刻 ， 沿 着 该 回路 的 所 有 支 路 电压 的 代数 和 等 于 零 。 
上 述 这 两 个 定律 只 与 网 络 的 结构 有 关 ， 与 支 路 中 具体 搂 什 么 元 件 无 关 。 所 以 只 研究 网 络 


的 拓扑 性 质 ， 就 可 以 用 线段 来 代替 元 件 ， 得 到 一 个 表示 网 络 拓扑 结构 的 线 浴 加， 或 称 拓扑 
网 ， 篇 称 为 图 。 网 络 拓扑 分 析 就 是 将 网 络 的 拓扑 特性 和 元 件 特性 分 别 考虑 ， 和 用 拓扑 公式 求 


解 。 下 面 就 分 别 讨论 网 络 的 拓扑 特性 方程 式 和 元 件 特性 方程 式 ,统称 为 电网 络 的 基本 方程 式 。 

电网 络 基本 方程 式 包括 三 个 内 容 。 

《一 》 开 人 C 工 方程 

=)》 瑟 广 了 方程 

三》 电压 电流 关系 方程 ， 简 称 了 C RR 方 程 。VC 尺 方程 就 是 指 支 路 电流 和 电压 间 的 关 
系 式 。 若 支 路 中 只 有 一 个 元 件 ， 实 际 就 是 指 元 件 上 电压 和 电流 的 关系 式 ， 即 元 件 上 的 欧姆 定 
律 。 

上 上 述 方程 中 前 两 个 表示 网 络 的 拓扑 特性 ， 而 后 者 表示 支 路 特性 。 

在 图 8 一 1 所 示 的 电网 络 中 ， 含 有 6 个 支 路 ， 4 个 节点 ， 每 个 支 路 的 电流 和 电压 都 有 一 
个 参考 方向 。 假 设 电流 参考 方向 如 图 8 一 1 中 箭头 所 示 ， 而 电压 采用 相 联 参考 方向 ， 则 网 络 
的 拓扑 性 质 可 用 图 8 一 2 所 示 的 线性 图 求 进行 分 析 。 


训 2 
t 3 > 了 
“ 
全 4 


图 8 一 1 图 3 一 2 


图 8 一 2 是 一 个 有 向 图 ， 每 条 边 上 的 边 权 为 i ， 它 的 方向 与 网 络 中 支 路 电流 的 参考 方向 
一 致 。 这 个 有 向 图 就 表示 电流 有 向 图 。 出 于 所 里 与 电流 采用 相 联 参 考 方向 ， 所 以 图 8 一 2 中 
的 边 权 车 为 2,，， 则 它 又 表示 电压 有 向 图 。 由 此 可 以 看 出 ， 在 无 源 网 络 分 析 中 ， 电 流 和 电压 有 
向 图 是 不 必 加 以 区 分 的 ， 记 以 都 笔 统 地 称 为 网 络 的 线性 图 。 

设 支 路 电流 的 列 矢量 为 ， 

=i is,ia,issie)' 
图 8 一 2 的 关联 矩阵 4 为 
1 2 3 4 5 6 
1 -1 0 1 1 0 0 
_2| 1 1 0 0 0-1 
3 0-1-1 0-1 0 
4 00 0-1 11) 


用 A 左 梁 1， 得 到 图 8 一 2 中 4 个 节点 上 的 KCLI 方 程 ， 因 此 必 重 等 于 零 。 
即 
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| 
i 
Al= 

i 
| 一 十 总 十 训 


对 于 有 "n, 个 节 忘 ，n#。 条 支 路 的 一 般 情况 来 说 。 


了 一 [ii 《8 一 1) 
玉 C 工 方程 为 
4. 一 0 《8—2) 
显然 ， 由 于 4 甜 阵 的 秩 RC4) 二 4, 一 1， 所 以 KCIL 的 独立 方程 为 ， 
ArT=D (8—3) 
式 中 沁 是 编 减 关联 抵 阵 。 


当然 ，KC 上 还 可 以 推广 到 闭合 面 ， 著 闭合 面 将 图 分 成 两 个 独立 部 分 ， 则 通过 闭合 面 的 
支 略 构成 一 个 裁 制 组 。 如 果 图 的 裁 制 组 矩阵 为 C， 则 有 
CT=0 《8 一 4》 
显然 式 《8 一 4) 也 并 非 每 行 都 是 独立 的 。 裁 制 组 矩阵 C 的 秩 RIC) =#, 一 1， 所 以 中 只 
有 # - 工行 是 独立 的 。 一 般 选 取 基本 截 制 组 作为 独立 帘 割 组 ， 所 以 有 ， 
Cri=0 (8—5) 
式 中 Cj 为 基本 埠 制 组 算 降 。 
在 第 五 章 中 曾经 介绍 过 ， 一 个 图 的 基本 截 割 组 甜 秩 人 :可 以 通过 缩减 关联 秆 阵 4 的 非 奇 
异 变换 而 求 得 。 所 已 式 《8 一 5) 可 以 由 式 《8 一 83》 推出 。 设 入 和 Ci 的 列 都 对 应 某 一 模 
生成 树 的 纺 和 枝 ， 核 照 先 疲 后 枝 饮 顺序 排列 ， 则 有 ， 
= 一 [4 4] 
C=7C,.1U,) 
和 CA 
式 中 可 ,是 nm, 一 1 阶 单位 矩阵 。 
于 是 式 (8 一 3) 可 以 写 吉 : 
[A.: Al:1=0 
田 为 4 ,是 非 奇 异 的 ， 所 以 其 道 罕 阵 存在 ， 用 -4, 的 道 47: 乘 上 式 得 ， 
Ad AII=0 
即 得 
Cr 一 
方程 式 (8 一 3) 和 《8 一 5) 称 为 六 C 工 的 矩阵 形式 。 
车 图 8 一 2 以 电 下 作为 边 权 。 设 支 路 电 下 的 列 疝 量 为 ; 
LT 
则 用 贸 的 回路 抢 阵 召 左 乘 六 ， 根 据 并 天 工 应 便 等 于 零 。 
即 BV=0 (8—6) 
回路 矩阵 召 的 一 行 对 应 一 个 回路 ， 其 中 等 个 元 素 措 述 了 回路 与 边 的 关系 。 车 第 1 行 元 素 为 
如 bi bi 其 中 非 零 元 素 就 表示 该 元 素 所 在 的 列 对 应 的 那 条 边 与 回路 关联 ， 而 零 元 
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素 所 在 的 列 对 应 的 那 条 边 与 i 回路 不 关联 。 因 此 台中 第 i 行 元 素 乘 相 应 的 支 略 电压， 就 是 沿 
i 国 路 的 天 民工， 这 就 必 重 等 于 零 。 式 〈8 一 6) 称 为 克 荐 荷 夫 电压 定律 的 第 阵 形式 。 
8 一 2 的 开矿 工 方程 为 ; 


= 
o 
3 
om 


ut Us Us 
Va ti— vs 
Vit vat vs 
一 | 一 b+aes 一 0 一 be |=0 


De 一 ta 一 b4 一 be 


Vit Us— Ustve 


~ Usbs+ vs J 


在 写 回路 矩阵 了 之前， 应 先 选择 回路 的 参考 方向 ， 上 式 的 回路 参考 方向 是 顺 时 针 的 。 

回路 矩阵 的 秩 ， 琴 (8) 一 nm 一 下 二 1， 所 以 正中 只 有 nm 一 #+ 工行 是 独立 的 。 如 何 选 
取 独 立 回 路 呢 ? 一 般 在 平面 网 络 中 可 以 选取 网 孔 ， 而 通常 就 取 基本 回路 ， 于 是 瓦 亚 工 的 独立 
方程 为 ， 

MV=0 或 Bi:=0 {8—7) 

式 中 “好 是 网 防 撼 阵 ， 号 ;是 基本 回路 矩阵 .。 

必须 指出 ，C 7 和 ,是 对 应 某 一 襟 生成 档 的 基本 截 牢 组 矩阵 和 基本 回路 矩阵 ， 它 们 的 广 
向 是 可 以 任意 选 定 的 。 但 是 ， 为 了 方便 起 见 ， 一 般 都 采用 树 支 方向 作为 基本 截 割 组 的 方向 ， 
以 弦 方 向 为 基本 回路 方向 。 

公式 (8 一 3) 和 《8 一 7) 表示 网 络 的 独立 电流 方程 和 狂 立 电压 方程 。 由 此 可 见 ， 无 
论 是 支 上 路 电 流 或 支 略 电压 并 不 全 部 是 独立 拘 变 量 ， 玉 C 工 给 出 了 ,一 工 个 电流 约束 ， 天 矿工 
给 出 了 nx, 一 n,+ 1 个 电压 约束 ， 两 个 定律 一 共 给 出 ,个 约束 ， 所 以 独立 支 路 电流 和 独立 支 路 
电压 数 只 能 有 "个 。 下 面 讨论 独立 支 路 电流 变量 和 独立 支 路 电压 变量 。 

设 网 络 六 的 图 为 C， 选 G 的 一 裸 生 或 树 了 ， 按 电 先 弦 后 压 的 顺序 写 才 4，C 和 i。 


即 A1=[A. i A) 
Cr=[C. EU 
Bs=[U.: B,) 
同样 按照 光 弦 电流， 后 核电 流 ， 先 芍 电压 ， 后 校 电压 的 顷 序 号 出 了 和 洲 
T 了 1 
T=| 
| | 
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式 中 7.、 史 .表示 昧 电流 和 辟 电 压 ， 
了 、 了 ,表示 核电 流 和 被 电压 。 
根据 式 《8 一 3) 有 


AT tA T=0 
本 为 省 是 非 奇 异 的 ， 
所 以 了 = 一 14 
[i 1 
了 | il ee 上 1.= BH, {8—8) 
1 了 1 一 -4 


~ 、 J ~、 | 
由 上 式 可 见 ，4. 个 支 路 书 流 并 韭 者 是 独立 的 ， 其 中 树 校 电流 7 可 以 用 发 电流 7 ,来 天 示 ， 全 部 
支 路 电流 也 就 可 以 用 7 来 素 示 ， 扬 以 弦 电 洲 丰 是 独立 的 电流 变量 。 

局 理 ， 根 据 式 (3 一 7) 


所 以 


V,=Ci.V, 《8 一 9》 


2 2 Fe) 
式 《8 一 9) 末 明 ，+#. 个 支 路 电压 可 以 由 "一 工 个 树枝 电 政 玉 ,表示 ， 所 以 树枝 电压 信 , 是 独 
立 的 电压 变量 ， . 

电网 络 方程 的 第 三 个 内 容 是 支 路 特性 , 即 瞩 CR. 支 上 路 特性 是 与 具体 支 路 中 元 性 注 质 相 
联 的 。 为 了 列 出 支 路 电压 和 电流 关系 ， 首 先 必 钴 锅 腊 电网 络 中 的 支 路 和 相应 线性 图 中 边 的 
系 。 斤 句 话 谎 ， 如 何 根据 给 定 的 一 个 中 网络 作出 相应 的 线性 图 ， 对 于 某 一 个 含 线性 尺 ， 工 ， 
C 定常 元 件 的 网 络 ， 首 先 引入 一 般 支 路 的 概念 。 一 般 支 路 用 图 8 一 3 考 示 。 下 标 表示 这 条 
支 路 在 网 阁 图 中 是 第 尺 条 支 路 。z, 是 站 支 路 的 蛆 抗 ，u, 是 R 支 路 的 独立 电压 源 ， ;is 是 8 支 洲 
芍 独 立 电 流 源 。 着 名 支 路 是 由 单个 独立 电压 源 0,; 或 单个 无 源 元 性 :构成 时 ， 则 只 需 将 一 般 
支 上 路 中 其 它 元 件 用 零 代 圭 就 可 以 了 。 虑 放 指 出 i. 一 0 表示 电流 源 开路 ， 而 v. 二 0 表示 电 
压 源 短 娩 。 所 以 图 8 一 3 不 失 其 诅 饥 意义 ， 称 作 一 般 支 后 。 电 网 络 中 的 一 条 一 般 支 路 对 应 着 
线性 图 中 一 条 由 5 到 ,的 有 向 边 。 这 样 就 可 以 根据 线性 图 引 芭 兵 C 二 和 兵 必 二 的 方程 。 为 了 
避免 出 现 微 分 方程 ， 独 立 源 和 阻抗 需 先 通过 拉 氏 变换 ， 于 是 一 般 支 路 中 电流 、 电 压 、 图 抗 的 
符号 均 玉 示 对 度 函 数 的 象 两 数 和 运算 蛆 抗 。 在 元 件 的 初始 条 侍 为 零 时 ，“ 支 路 的 电压 电流 关 
系 为 : 


Vo=z(I-1, 
式 守 “站 一 一 支 略 电 正 列 疝 最 
了 一 一 支 略 电流 齐 向 量 ; 
2 一 一 支 路 阻抗 答 笑 。 图 B73 
假使 网 阁 合 有 7。. 条 一 般 支 路 ， 每 一 支 路 的 运算 阶 抗 为 26。， 有 一 1 .2,… ,no 
则 Z=diogL Zi Lar Zi Le, 


式 中 diag 是 对 角 甜 阵 的 符号 、 
上 面 纵 出 的 式 (8 一 2)， (8 一 7》 和 (8 一 10) 称 为 网 络 基本 方程 式 。 这 是 网 络 分 
析 的 基本 根据 。 


第 三 节 ”节点 分 析 法 


由 上 节 可 知 ， 员 络 的 支 路 电 上 里 并 涉 全 部 都 是 独立 的 ， 只 有 树枝 电压 是 独立 的 电 守 变量 ; 
支 路 电流 也 不 全 部 都 是 独立 的 ， 只 有 藤 电 流 是 独立 的 电流 变量 。 因 此 ， 全 部 支 略 电 压 可 用 梳 
电压 来 表示 ， 而 支 路 电流 可 以 用 束 电 流 来 表示 。 这 种 电压 变量 或 电流 变量 的 变换 过 程 中 首先 
要 选 定 一 标 生 成 棋 ， 再 确定 一 组 独立 的 截 割 组 和 独立 因 聊 。 如 果 选 取 的 独立 截 制 组 正 是 一 组 
关联 组 ， 那 么 ， 这 种 变换 就 可 以 不 通过 树 来 完成 。 租 应 欧 变 换 称 为 节点 变换 。 如 所 选 的 独立 
回路 正好 是 一 组 网 孔 ， 则 态 亦 的 变换 称 为 洞 我 变换。 上面 这 些 变换 导出 了 册 络 分 析 的 四 种 方 
法 ， 即 闻 避 、 截 制 组 、 加 路、 网 扎 。 由 于 推导 过 程 -分 类 侯 ， 本 童 只 以 节 吉 分 析 法 为 僻 ， 说 
明 其 折 扑 分 析 。 

设 网 络 训 对 应 的 线性 图 为 GG，G 有 :个 节点 ， 于 是 就 有 n。- :个 独立 关联 组 。 若 选 v, 为 
参考 节点 ,其余 n, 一 1 个 节点 相对 应 于 #, 的 电 轩 就 称 为 区 点 电压 -节点 电 于 的 列 向 量 记 为 六 ,。 
我 们 用 人 G 的 缩减 关联 矩阵 毛 /的 转 置 矩 阵 41 左 弱 族 ,， 其 结果 正好 是 支 路 电压 列 向 量 六 ， 即 ， 

V=Al.V, (8—11) 

这 是 办 为 4 的 行 岩 孙 一 条 边 ， 一 条 进 有 二 个 端点 ,所 以 每 一 行 中 最 多 有 二 个 非 零 元 素 : 
一 个 是 + 1; 一 个 是 一 1。 其 中 + 1 对 应 的 列 导 是 这 条 边 的 起 点 ， 而 - 1 对 应 的 列 号 是 这 条 
边 的 终点 。 当 4 的 一 行 乘 凡 天 "后 ,就 得 到 这 一 行 对 应 边 的 起 点 节点 电压 减 去 终点 节点 电压 ， 
也 就 是 这 条 边 的 支 路 电压 。 守 以 式 (8 一 11) 是 KVY 工 的 另 一 种 形式 。 

分 析 网 络 立 应 当 从 3 个 网 阁 基本 方程 出 发 ， 即 


1) KTCL, Ar{=0 
(2) KVL: APV.=7 
C3) VCR: V=Z IV, 
由 《3) 移 项 得 (4) T=8V -YY,.+/, 
式 中 Y=2 diagy, Ye yrs Wa] 
称 为 灾 路 导 纳 矩阵 ， 这 里 y， 让 二 1,2,…,#, 称 为 支 路 运算 导 纳 ，y, = 二 1/ 2,。 
据 (1) 区 


所 迟 ，41 正 腾 (4) 即 得 
Arl= A V— AYY,+A,=0 
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将 《2) 代入 上 式 得 
AY AJV ~ ArYV ,t+ Asl,=0 
令 41Y A}=Y, 
了 , 称 为 节点 导 纳 矩阵 
了 了 一 了 
了 ,, 称 为 节点 电流 源 向 量 ， 则 得 
YW ,=1,, (8—12) 
式 《8 一 12) 称 为 节点 分 析 基 本 方程 的 矩阵 形式 ， 从 式 《8 一 12) 解 出 广 。。 再 代入 式 《8 
一 11)》 就 得 到 网 络 的 各 支 路 电压 。 
求解 式 〈8 一 12) 时 ， 需 要 用 了 ,的 逆 算 阵 了 ;3'。 所 以 了 ,必须 是 非 奇 异 矩 阵 才 能 从 下 面 
公式 中 解 出 六 .。 
V= Ye,, (8—13) 
为 此 节点 分 析 法 主要 应 分 析 了 ,的 性 质 ， 我 们 将 在 下 节 中 专门 讨论 。 在 不 含 互 感 和 受 控 
源 网 络 中 ， 了 是 一 个 对 角 矩 阵 ， 这 是 显而易见 的 。 因 此 ,了 .是 一 个 mn- 1 脏 对 称 阵 。 在 含 互 
感 电路 中 ， 了 是 一 个 对 称 矩 隆 。 在 有 受 控 源 的 网 络 中 ， 了 了 则 是 一 个 方 阵 。 有 源 网 络 的 分 析 将 
在 第 八 节 中 专门 讨论 。 
例 8 一 1 写 出 图 8 一 4 的 节 成 分 析 方程 
因为 网 络 图 8 一 中心 = 4 ，#,= 5 ， 它 的 相应 线性 图 如 图 8 一 5 所 示 。 


[3 6 
本 
区 8 一 4 图 8 一 5 
设 以 点 让 为 参考 点 ， 支 路 方向 如 图 中 箭头 所 示 ， 节 点 分 析 方 程 为 
Yr .=1,, 
因为 了 .= A1Y A1， 所 以 必须 先 求 41 和 YY ， 
a b 从 d 加 
zal 109 0 
= 01 1 1 8 
3 
.9 0-1 0 1| 


1 1 
Y=dicglg., “Sr: -SE 9 SC.) 
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1 __1 0 1 
IE SEs 1 
1 1 1 1 
Y= ~ SL, Sr + Si +t -sr 
1 1 
0 一 SFT+SC 
了 [ie 0, 0 
所 以 节点 方程 为 
i 1 __1 ’ 广 
9 “SL 4 | "| [| 
1 
1 1 1 + 1 1 1 
一 Sit sr to -si | Yi 
| 1 1 se | | 
0 -55, ST~+SC.) | 9 


由 例 申 可 见 ， 在 无 受 控 杜 和 互 官 情况 下 ， 了 ,是 一 个 方 阵 。 这 个 方 阵 可 以 根据 网 络 直接 写 出 ， 
其 中 主 对 角 线 元 未 就 是 与 该 点 钼 联 的 支 路 导 纳 之 初 ， 而 非 对 角 丝 元 未 就 是 相 令 节点 间 的 支 路 
导 纳 冠 以 负 号 。 

如 果 在 图 8 一 4 中 ， 盛 和 和民 -< 间 有 一 个 互感 计 存 在 ， 眼 设 其 对 应 庙 如 图 8 一 6 所 示 , 则 在 
写 出 了 夸 阵 之 前 先 要 写 册 5，。 支 路 的 电感 矩 陈 。 


因为 va | Ls, M1 
a 站 _ 和 | m 
ls Mi) i ,~、 
,3| 人 } 了 ~ 4 
e , ; Le 4 
所 以 i f 1 MY | “ 
1 | 
1 上 3 -i LL "| 
| i | A a Vs] 图 8 一 6 
式 牛 A=L,L-M? 
v 
jin0 000| 
L, -NM 
903 R00| 
y= -MM | 
1 sr SM? ?| 
| 0 0 g 9 | 
0 0 9Ssc|| 
,2 5, (Li 有 4 
了 SA SA SA 
yo ED Lt 2 (M+ 7,) 
一 SA SA tg SA 
M (M+ Ls) L, 


SE -Se SETtSC, 
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由 此 可 见 ， 节 点 导 纳 矩阵 就 不 象 无 互感 时 能 直接 写 出 了 。 


第 四 节 ”节点 导 纳 撼 阵 的 行列 式 


上 节 介 绿 的 节点 分 析 法 是 根据 电网 络 的 基本 方程 通过 节点 变换 得 出 的 。 其 中 主要 应 讨论 
节点 导 纳 矩阵 的 竹 质 及 其 计算 方法 。 如 果 我 们 把 电网 络 通过 广义 的 天 C 工 经 过 藏 割 组 变换 ,也 
可 以 得 出 类 似 节 点 分 析 法 的 裁 割 组 分 煌 法 。 其 中 也 要 讨论 一 个 堆 制 组 导 纳 上 矩阵 。 它 与 本 节 所 
讨论 的 节点 导 纳 矩阵 是 类 似 的 ， 这 盏 不 加 详 述 。 

根据 式 《8 一 12) 求解 六 ,时 和 需 计 算 了 ,的 道 矩 阵 了 ::。 根 据 线性 代数 可 知 


了 


-1 
Yai= A (£8C—14) 


式 中 ， 也 ,是 了 ,的 相伴 年 阵 ，A, 是 了 ,的 行列 式 。 
所 以 


其 中 心 ,就 是 A, 中 第 好 个 元 素 的 代数 余子 式 。 
定理 5 一 1: 一 个 包括 元 源 元 件 的 电网 络 的 节点 时 纳 矩 阵 的 行列 式 等 于 这 个 网 络 所 对 应 的 线 
图 的 全 部 生成 树 能 树 导 纳 积 的 和 。 记 为 : 


detY .=A.= 之 村 学 纳 可 (8—15) 
全 部 生成 怪 


证 : detY .==det[Ay 了 A4 科 

当 网 络 闪 中 不 含 受 掠 源 和 互感 时 ， 王 是 一 个 对 角 算 陆 ， 所 以 令 
H=AY 

已 是 Cx, 一 1) xa 阶 惩 阵 ， 它 的 形式 与 4 相同 , 每 个 元 素 的 数值 是 4: 对 应 元 素 滋 以 该 列 的 
支 路 导 纳 。 

根据 比 内 - 柯 西 定理 
有 det 妞 才 一 芋 厅 的 主 行列 式 与 44; 主 行列 式 积 
因为 豆 的 列 对 应 一 棵 树 的 主 行列 式 与 4; 对 应 同一 裸 树 的 行 的 行列 式 梁 积 等 隆 这 课 树 的 树 支 
导 纳 乘积 ， 于 是 上 式 为 : 


detf ,= 之 树 导 钠 各。 
全 部 至 


式 (8 一 15) 最 初 是 由 克 希 荷 夫 提 出 的 ， 之 后 由 麦克 斯 韦 尔 总 结 完成 的 ， 所 以 称 为 考 克 
斯 韦 尔 公式 ， 又 称 克 希 荷 夫 第 四 定 往 。 

例 3 一 1 中信 ,可 以 这 样 求 得 ， 因 为 图 8 一 5 的 生成 树 为 ，abc, abe, acd, ade，ace， 
becd,yce, bde, 


1 1 | 
扬 以 A, = 9 EA DT 0 SP ga Higatg. 二 sc, 


‘1130. 
+ 9.9:SC, +8} -sy0+ 5 -让 
显然 ， 这 样 求 A&, 比 从 了 ,的 行列 式 计算 恬 方 便 些 ， 因 为 它 不 必 计 算 对 消 项 。 
趟 8 一 15 移 为 4, 的 拓扑 公式 。 
硕 便 指 汕 ， 辕 路 阻抗 矩阵 的 行列 式 也 有 类 执 的 拓扑 公式 ， 读 者 可 参考 网 络 拓 朱 分 析 的 专 
著 。 


于 
SC.+-ST au.SC， 


第 五 节 ”节点 导 纳 矩 阵 行列 式 的 余子 式 


计算 了 ,及 两 络 函 散 的 时 候 ， 都 要 遇 到 计算 节点 导 纳 矩 阵 行列 式 的 余子 式 , 即 A,; 或 Ai 
如 果 能 直接 从 网 络 得 到 A,; 和 4-.,， 就 可 以 用 拓扑 方法 求 了 5 或 网 络 函 数 了 。 

算 节 点 导 纳 矩阵 行列 式 的 余子 式 权 出 计算 和 .麻烦 得 多 。 为 了 计算 A,, 和 A,， 我们 先 铝 
顾 一 下 ,的 计算 方法 。A, 是 -Li 左 乘 了 再 右 乘 4， 在 41 炬 阵 中 参考 点 对 应 的 行 是 不 在 内 的 。 
根据 定义 ， 


十 


A = DM 
式 中 形 ,: 是 了 ,中 删除 ; 行 耻 列 后 的 子 矩阵 。 

于 是 A，, 就 是 从 A, 中 划 去 第 守 行 和 第 上 列 ， 而 A,, 就 是 从 A 中 划 去 第 计 行 和 第 j 列 得 到 的 
子 行列 式 。 从 A. 中 划 去 ; 行 就 是 把 4 中 划 去 第 工行 ， 这 个 抢 阵 用 4- 表示， 面 从 &. 中 划 去 f 
列 就 是 在 4} 中 划 去 站 列 得 到 的 矩阵 ， 可 用 41 -表示 。 这 样 ， 

A,,=detT A Y A 
Ai=(—D'idett -4 
上 起 中 ，A 称 为 对 称 余 子 式 ， 而 &，; 称 为 不 对 称 余 子 式 。 

从 关联 矩阵 的 定义 可 以 看 当 ， - 刀 - ,就 是 原 网 络 六 中 将 i 成 和 参考 点 vo 合并 后 得 到 的 新 网 

络 六 ,的 缩减 关联 拭 竹 ， 而 -4 .是 j 和 合并 得 网 络 N: 的 缩减 关联 矩阵 的 转 置 矩 阵 。 于 是 有 


a 之 ,向 树 导 纳 积 
在 ,的 全 部 树 


A 二 (一 D1 攻 WW 和 Ns 的 公 树 导 纳 积 
爹 部 公 笃 
〖《a 一 15) 

式 中 六 ,和 六 :的 公 树 是 指 这 棵 峙 既是 闪 , 的 一 棵 生成 衬 , 又 是 六 :的 一 棵 生成 树 。 式 (8 一 16) 是 
用 六 网络 来 计算 A,; 和 用 AN ,六 :来 计算 Ai 的 拓扑 公式 。 这 里 可 以 进一步 提 册 ， 我 们 能 否 直接 
由 网 络 六 来 计算 呢 ? 艰 明 显 闪 是 一 个 册 个 点 的 图 ,每 标 生 成 树 含 有 -1 条 边 , 而 凡 ,只 有", 一 
1 个 点 , 它 的 生成 树 只 有 对- 2 条 边 。 所 雇 民 ,中 的 生成 树 是 一 个 含有 *。 一 2 条 边 且 不 含 回路 
的 连通 子 图 ,但 这 个 子 图 在 训 中 当然 也 不 包含 回路 ,可 是 却 是 不 连通 的 .这 是 因为 广 有 ,个 点 ， 
用 +, 一 2 条 过 是 不 可 能 连通 4 个 点 的 ,又 因为 入 ,是 由 六 的 :点 和 参考 点 vo 合并 而 成 的 ,在 和 V 图 
中 点 上 和 点 2% 之 间 指 这 ， 在 六, 中 成 为 自 环 。 所 以 对 于 六 :中 的 一 个 树 ,在 六 中 不 仅 不 能 移 成 
回路 ,而且 还 不 形成 一 条 以 守 到 的 路 黎 , 否 则 ， 在 六 ,中 就 构成 回路 而 不 构成 树 。 因 此 六, 中 
的 焰 。 在 六 中 是 这 样 一 个 子 图 ， 它 有 ,一 2 条 边 不 合同 路 ， 不 连通 ， 并 使 ; 和 和 u, 处 在 二 个 不 
同 的 部 分 内 。 这 样 的 子 图 在 训 中 称 为 2- 树 , 它 的 符号 用 2- 树 (f，v0) 或 2 一 了 Ci ，#,), 这 里 i? 
和 之 问 的 “，” 号 ， 表 示 1 和 "处 在 一 个 部 分 之 中 。 于 是 


+ 140。 


Ai, = 了 D2- 树 (i,co 的 导 编 积 
要 的 会 部 2- 树 (so 
= 2- 了 (1 ，+0) 的 导 纳 积 (一 人 
会 部 2-T 了 (v0) 
由 此 就 得 下 面 两 个 定理 。 
定理 8 一 2， 一 个 包含 无 源 元 件 的 电网 络 入 的 节点 导 纳 行 列 式 的 对 称 余子 式 A,, 等 于 该 网 络 
的 全 部 2 - 树 ( 3 ，j) 导 纳 积 之 和 、 
不 对 称 余 子 式 也 可 以 用 网 络 六 直接 得 出 。 六 :的 树 导 纳 积 等 于 网 络 六 的 2 -了 (i 90)， 
而 闪 * 的 树 导 纳 积 等 于 网 络 六 的 2- 了 (了 ，uD 。 折 以 六 ,和 必 : 的 公 树 导 纳 积 应 等 子 灾 的 2- 
了 (ij，vo) 并 带 有 一 个 符号 E ， 后 者 可 以 证 明 《 = 《一 D1*1。 国 此 
Ay=( 一 D1! E62 一 荆 (17,v0 导 纳 积 
全 部 2 一 了 Gj, 8oY 
= 2 一 Tj,v0) 导 纳 积 
爹 部 2 一 了 站 六、 C8 一 18) 
关于 和 的 证 明 过 程 十 分 完 长 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 有 关 书 籍 。 
定理 8 一 了 一 个 无 源 网 络 的 节点 导 纳 矩阵 行列 式 的 不 对 称 余子 式 A,; 等 于 该 网 络 的 全 部 2- 
了 ij，00D) - 导 纳 各 之 和 。 
例 8 一 2 ”试用 拓扑 公式 求 图 8 一 7 的 不 对 称 余子 式 Ais。 


因为 A,,= 之 2-T 了 (12，0) 学 纳 积 
Z LA 


所 以 所 有 可 能 的 2-7 了 (12，0》 包含 2-7(123, 0} 和 2- 了 (12，03)， 


其 中 
2-T (128, 0) =yys + yt yay pb 
a 名 
而 2-7 《12，03) =0 
所 以 A 了 2-TK124D) poy t Hot yay 二 
从 式 (8 一 15) ， (8 一 17 和 C8 一 18) 等 拓扑 公式 还 可 以 直 
接 由 入 计算 了 ;! 及 网 络 函 数 。 四 2? 


第 六 节 网 络 函 数 


网 络 函 数 定义 为 零 状态 响应 的 象 函数 与 输入 象 函 数 的 比 ， 记 为 并 《5》。 
为 了 得 到 网 络 函 数 的 拓扑 公式 ， 现 在 再 介绍 一 些 符号 ， 
VY= > 树 导 纳 积 


80a,，6151…,》 导 纳 积 
设 有 图 8 一 8 匠 示 的 三 端 网 络 站 ， 方 是 一 个 直 无 源 元 件 构 成 的 网 络 。 图 中 所 示 的 电压 电 
流 均 为 象 函 数 。 
根据 节点 方程 式 《8 一 13) ， 有 
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9 端 开 路 时 的 网 络 函 数 
去 有 了 (8 —19) 
区 TO 《8 一 20) 
人 乱 = 和 ee (《a 一 20D 
9 端 短 略 时 的 两 络 务 数 ， 以 电流 比 为 例 ， 
人 人 


式 (8 一 19) ， (8 一 20) ， 和 (8 一 21》， 称 为 开路 网 络 函 数 的 拓扑 公式 : 式 (8 一 
22) 为 短路 玩 络 函数 拓扑 公式 的 一 例 。 


; 
全 8 一 3 。 试 计算 图 8 一 8 的 开路 网 络 函 数 记 -，-。 


0 
图 1 一 周 8 一 9 


Vy t yys ty Jaat YYsyst Ydays 
tT yayaye t Yayeyet YYals 
WOOD yt ys Ys Yds t YYs 
WD =u yt oy yay + VsBet Vays yayst iYst yas 
输入 导 纳 是 网络 函数 的 特例 ， 将 上 而 3 式 代 入 下 面 式 子 ， 即 得 岁 8 一 9 的 输入 导 纳 


I, vy 
VV Wl, od) 
I 了 


Vs, H(t2, 0) 


第 七 节 电流 图 和 电压 图 


回 旺 本 章 第 三 营 ， 在 导出 节点 分 析 法 的 过 程 中 ， 利 用 了 下 CI 和 KVI， 其 中 4 = 0 中 
鸥 :是 表示 电流 拓扑 关系 的 缩 钻 关联 短 阵 , 而 = 44 ,中 的 《1 是 电压 扩 站 关系 中 的 转 置 缩 
减 关 联 答 阵 。 由 此 看 出 了 ,= AF 4; 中 有 4 和 A} 本 来 是 分 别 指 蚜 流 和 电压 的 折 近 关系 的 .但 在 
无 源 元 件 的 网 络 中 电流 和 电压 的 丘 扑 关系 组 同 ,所 以 是 用 同一 个 图 表示 的 .但 是 在 含有 有 源 元 
御 的 网 络 中 情况 就 不 同 了 。 为 此 需要 引出 电流 图 和 电压 图 的 儿 念 。 

一 个 导 纳 Y 可 以 定义 为 


Vy, 《8 一 23) 
式 中 ”一 指 由 点” 到 点 5 的 电压 ; 
计 .。 一 一 指 由 点 + 到 点 4 的 电流 。 
这 个 导 编 5 可 用 图 5 一 10 表 示 ， 图 中 ,代表 上 的 电压 边 ，i,. 代 表 的 电流 边 ， 所 以 在 V 幕 
头 申 分 别 标 以 2 和 i 以 示 区 别 。 
一 个 三 内 跨 导 ， 根 据 定义 ， 即 式 《 8 一 23》 应 为 
Di 一 1 《8 一 29 
就 是 说 电压 边 和 电流 边 的 终端 是 一 个 点 ， 如 图 8 一 11 所 示 。 


t=t 
r Fr 
站 Pp 
fy 人 了 站 
了 邓 
3» 吉 * Su 5 


图 8 一 10 图 8 一 11 网 # 一 13 
假如 式 《8 一 23) 中 7 = 1 ，s 二 ， 则 车 纳 可 以 表示 为 图 8 一 12。 这 种 情况 ，5 就 是 
一 个 无 源 导 纳 ， 即 
YU i 《8 一 26) 
因此 就 可 以 用 一 条 要 为 2 的 边 来 代表 ， 一 般 不 区 别 急 压 边 和 电流 边 。 
假如 式 《8 一 23》 中 rw，s 二 +， 则 得 
Yr i 
因为 1 一 一 
所以 Cvs i 
式 (8 一 26) 认 示 的 是 一 个 负 导 纳 。 由 以 上 分 析 ， 可 以 清楚 地 得 到 下 面 二 个 结论 ， 
(一 ) 无 源 元 件 的 定向 是 性 意 的 ， 面 有 源 元 件 则 不 能 ; 
(二 ) 无 源 元 件 一 般 常用 一 条 边 权 为 y 的 边 来 表示 ， 这 只 是 一 种 简化 ， 实 际 上 元 件 # 都 
应 当 用 一 条 边 表示 ， 即 电压 边 和 电流 边 。 
为 了 熟悉 电压 边 和 电流 边 ， 下 面 研究 一 下 式 《8 一 12) 。 对 于 一 个 4 点 的 网 络 N 来 说 ， 
式 (8 一 12) 为 


《8 一 26) 


yr sa li 
| yo Was | | ms 一 | is 
‘Vat Ves Was | usj | i 


式 中 0, 一 一 了 点 到 参考 点 的 电压 (PP 一 1，2，3)， 
和 一 一 参考 点 到 了 点 的 电流 (P=1，2、5)，。 
因此 对 应 于 网 络 六 的 线性 图 为 图 8 一 13。 
图 8 一 13 是 一 科 很 有 用 的 家 示 方 法 。 当 导 纳 Y 的 电压 边 和 白 流 边 是 任意 的 ， 就 是 说 它 满 
足 式 《8 一 28》， 那 么 ，y 在 节点 导 纳 和 矩阵 .中 的 位 置 就 值得 注意 了 。 因 为 
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多 8 一 13 
了 Dr 
yu) i. 
式 中 ，?. 和 +9, 分 别 是 r+ ，s 点 的 节点 电压 。 
设 网 络 入 含有 上 述 电 导 如 ， 它 的 节点 方程 为 


{8—27) 


Bi Ha 


Vel Ys? 


节点 导 纳 矩阵 的 第 + 行 乘 电 压 列 得 


i= 节 感 + 的 电流 源 和 。 从 式 {8 一 27) 可 以 看 出 ，2 一定 
位 在 中 《+， 7 ) 元 素 ， 面 -2 位 在 C1，s ) 元 农 。 同样 ~y 位 在 (4 


， 了 )》 元 素 、 而 
Jy 位 在 (4，s) 元 素 上 。 
下 面 我 们 来 看 看 例 8 一 1 。 从 例 中 站 .可见 ，7, 能 分 成 几 个 赴 阵 的 和 。 在 没有 MY 的 情况 
下 ， 网 络 由 9。.，4s 上 6， 荆 ,和 C ,五 个 无 潍 元 件 组 成 的 节点 导 纳 知 阵 六 ,为 : 
1 __1 一 1 _l1 
0 5 0 i 0 0 王 -或 
1 1 1 1 |- 1 1 
一 3 SS ~ | 901 -sr sm? 
0 -可 sc. 9 0 0 0 0 0 
9 9 o | 
1 Li Tooom 0 0 0 
-| i 775 oooroo 0 
1 1L 000110 0 SC.I 
0 35 
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[oo MM 0 0 4 
SA SA 对 ， 

Mo 

0。 下- 半 W S8 
SA SA | Ey M 

0 0 0 1 SA SA 0 


由 此 可 见 ， 无 源 元 件 在 了 , 中 的 位 置 处 于 对 称 主 对 角 线 位 置 ， 若 在 例 8 一 1 中 增加 一 个 
受 控 电 济源， 如 图 8 一 14 所 示 。 

那么 ， 在 节点 导 纳 第 阵 的 gs 元素 上 应 当 
是 go。 根据 上 面 的 例子 ， 对 几 种 有 源 元 件 的 拓 
盾 袁 示 法 分 析 如 下 | 

《一 ) 互感 线圈 

互感 线 图 的 原理 图 和 等 信和 电路 图 表示 在 图 
8—15<4) 和 (5») 上 。 

风 8 一 15 的 电感 矩阵 为 : 


了 人 、 2 + 2 
四 站 上 4 
所 & 
如 如 
MT SmI, 
了 
1 


图 3 一 3 


Ls 
SA 


一 并 
[3a 


bo 
小 续 


起 中 
和 | 


这 样 ， 这 个 互感 线 轿 的 拓扑 表示 如 图 8 一 16 所 示 


六 vy Wy 吕 vy -加 


7 3 


图 8 一 16 


(二 》 员 签 三极管 
晶体 三 极 管 原理 图 、 等 效 电路 和 拓扑 表示 如 图 8 一 17 中 《a》，《〔b》 和 (。) 所 示 。 
隐 络 的 线性 图 可 以 向 元 特 玛 性 图 构成 。 
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以 和 Ee 
ee < 
e 到 一人 
约 
Bb b 6 
to) 三极管 tb} 等 效 电 路 tc) 拓扑 表示 法 ， 
图 8 一 47 
例 8 一 4 图 8 一 18 为 一 网 络 图 ， 它 的 线性 图 为 图 8 一 19。 
a —M 
多 中 2 Wr = Ys SA 
Ll 
ys 二 "SA 


上 述 线性 图 是 电流 ， 电 压 都 在 一 个 图 上 ， 称 为 混合 图 。 一 个 混合 图 可 以 分 成 二 个 图 ， 其 
中 一 个 只 含 电流 边 和 无 源 元 件 ,但 包含 混合 图 的 全 部 点 称 为 电流 图 ; 另 一 个 图 只 含 电压 边 和 无 
源 元 件 ， 也 含 全 部 节点 ，、 称 为 电 于 图， 分别 由 图 8 一 20 和 的 《4》 和 (5) 所 示 。 
显然 ， 当 网 络 只 合 无 源 元 忻 时 ， 电 流 图 和 电压 图 是 同样 的 。 


2 0 
《a) 电 正 图 C。 公 ) 电 流 图 C。 


周 8 一 20 


第 八 节 ”有 源 网 络 的 拓扑 分 析 
有 源 网 络 的 拓扑 分 析 步 驴 如 下 ， 
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{一 》 将 图 中 元 件 的 电 原理 图 转换 成 等 秆 电路 ， 无 源 元 件 不 变 ， 有 源 元 件 技 表 8 一 1 转 


换 : 
电 谅 理 图 与 等 填 电 路 的 技 的 表 8 一 1 
- ~ 一 1 
电 原 理 因 等 效 电 路 | 
[os 
尝 叶 你 
G2 人 
e 
> 一 + A 
放大 器 | [ 则 加 也 
[ 了 
和 一 : 
汉 算 | 全 A + sy 
放大器 | > 加 
下 + 上 十 
电子 管 EO ! 和 》 也 
Kk : 站 
1 -| 
(二 将 等 值 电 路 图 转换 束 混 售 胃 ， 再 作出 电压 图 和 电流 图 。 
《三 》 很 描 电 流 科 和 电压 图 分 别 写 出 关联 算 阵 。 
则 工 .一 47 
根据 与 无 源 网 络 类 机 的 方法 可 以 推出 
dety ,一 EC, 和 人 .的 公 笃 导 纳 积 
全 部 公 笠 
式 电 和 :一 士 
为 了 确定 € 的 正 负 号 ， 下 面 介绍 主 点 概念 。 股 G ,是 有 向 图 的 一 标 生 成 诗 . 生成 树 的 树 支 
数 等 于 r, -1。 兰 点 是 对 某 一 条 树枝 而 言 边 和 主 点 


的 。 假 设 边 上 的 两 个 端点 为 un，*+*， 由 于 
树 不 含 回路 ， 所 以 从 + 到 参考 点 ， 和 和 从? 
到 参考 点 的 两 条 路 径 中 ， 只 有 一 条 经 过 ! 
边 。 子 是 可 以 定义 : 车 的 某 一 端点 2 到 
参考 点 的 路 枞 中 包含 4 这 ， 则 “ 称 为 了 的 
主 点 。 

例 8 一 5 图 8 一 21 是 一 棵 树 。 图 8 一 21 

设 以 0 为 参考 虑 ， 则 各 边 的 主 点 示 于 表 8 一 2 。 

由 此 可 见 ， 参 汰 点 不 作为 任 一 边 的 主 点 ，".-1 个 点 正好 作 &.-1 条 树枝 的 主 点 ， 每 个 点 只 
作 一 条 边 的 主 点 。 

假设 C, 和 和 ,是 两 个 图 。 每 个 图 对 应 着 一 棵 生成 树 ， 并 且 两 操 树 包括 丰 同 的 导 纳 ,相同 的 


讼 8 一 2 
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点 ， 如 图 8 一 22 所 示 。 那 么 ， 对 于 每 个 图 每 条 边 的 主 点 ， 表 示 于 表 8 一 3 中 。 


边 和 主 点 
1 表 8 一 3 


图 8 一 22 
对 于 两 棵 有 相同 导 纳 的 树 ， 其 正 负 号 四 换 ， 记 SP， 有 如 下 规则 ; 
(一 )》 扩 和 G ,各 自 排列 成 一 行 ， 而 以 主 点 为 列 ， 构 成 一 个 二 行 《n, 一 1) 列 的 表格 记 为 
SP, 
《二 》 表 中 某 一 元 素 是 对 应 行 和 列 的 导 纳 ; 
《三 ) 如 果 G。 行 ， 以 1 为 主 点 的 导 纳 久 是 指向 1 的 ， 则 写成 y=， 离 开 主 点 的 导 纳 为 V33 
G ,类 同 。 
所 以 图 8 一 22 的 SP 为 ， 
ce 1 2 3 
2 Ys Ys 
SP= ce Ye Ye vy ) 
把 第 二 行 元 素 重 新 排列 ， 使 换 成 与 第 一 行 相 同 顺 序 。 如 果 置 换 次 数 为 偶数 ， 则 称 俱 置 
换 ， 如 置换 次 数 为 奇数 ， 则 称奇 置换 。 根 据 置换 的 奇 个 性 可 以 确定 正 负 号 置换 信 ， 记 为 
VLSPJ。 奇 园 换 的 VLSP] = 一 1， 而 侦 置换 的 VLSPJ 1 。 所 以 图 8 一 22 的 


vspI=( Yo Ys Ye )]= 1 


Ye Ya Ys 

根据 正 负 号 置换 值 可 以 确定 Es。 关 于 它 的 证 明 ， 由 于 十 分 兄长 ， 这 里 就 从 略 了 。 
定理 8 一 4: 设 (ys,，yss， …，y4。,-1) 是 一 棵 公 树 中 的 诸 边 ,其 中 了 一 人 si， …， 
yrs,-1) 是 Gi 中 的 一 棵 生成 树 ， 而 7 了 ,= (yj，3yxa，…，V 1) 是 9. 中 的 一 棵 生成 树 。 相 
应 地 ，47i(C8，p2，…，R 1》 是 7 的 缩减 关联 矩阵 ， 而 4m(Ri ,As,…，&o -1) 是 7 ,的 缩 
减 关联 矩阵 。G ,和 C. 有 相同 的 参考 点 。 那 么 

Es= |441 Chis hs has) | Aro lk, Ro, «0, Ra, 1) 
一 VC7 ,和 7, 的 S 己 ] (8 一 28) 

因为 可 以 直接 从 7, 和 7 了,。 得 到 每 条 边 的 主 点 ， 所 以 我 们 就 可 以 直接 从 了 ,和 7,。 的 正 负 号 置 
换 中 得 到 GE。 

很 明显 ， 如 果 一 客 公 树 只 包括 些 无 源 元 件 ， 那 么 dr( 忆 ，Aa Rs-1) 和 441, zs 
…，&,,-!) 是 相 司 的 ， 因 此 得 到 下 列 的 规定 ; 

如 果 一 棵 公 树 只 包括 些 无 源 元 件 ， 公 树 的 E ,是 + 1 。 


习 题 
8 一 1 利用 电源 转移 ， 画 出 图 8 一 23 中 网 络 的 图 。 


8 一 2 用 拓扑 公式 求 图 8 一 24 的 节点 导 纳 行列 式 之 值 


A 2 


网 8 一 23 图 8 一 24 
8 一 3 试 写 当 RLC 网 络 的 加 路 限 抗 续 阵 Z ,的 Ci ,了 ?元素 的 余子 式 。 
8 一 4 列 出 图 8 一 25 的 所 有 生成 树种 听 有 生成 2- 鱼 (31,5》 。 
8 一 5 计算 图 8 一 26 的 转移 网 络 隙 数 信 .sj 1。 


引 3 ES 
—e— 
二 i 
| 
< 一 5 ™ 和 
1 
| 
人 ? 
图 8 一 28 图 3 一 26 


3 一 6 将 加 3 一 26 的 网 络 看 成 为 一 个 四 端 网 络 ， 输 入 端 为 1-0， 输 出 端 为 2-3。 求 参数 
Wit Yi Ve 和 ys 
8 一 ? 重治 岁 8 一 25 的 对 偶 网 络 ， 然 后 避 究 两 个 网 络 的 各 个 量 之 间 的 关系 ， 如 象 一 个 
网 络 中 的 回路 方程 是 男 一 个 网 络 的 节点 方程 。 
8 一 8 按 步 又 一 步 一 步 地 导出 同 路 定 阵 方程 
BZ{s) BIl,ts) = Es), 
8 一 9 ”二 端 RLC 网 络 如 图 8 一 27 所 示 。 证 明 它 的 驱动 点 《1 ，*》 导 纳 为 
Ls) 这 树 导 商 可 


(5) 2- 树 ,7) 导 纳 积 
8 一 人 ”一 个 中 喘 网 络 有 4 个 短路 导 纳 公式 ， 导 出 RLC 两 端 网 络 的 各 个 拓扑 公式 。 网 
络 有 一 个 公共 参考 点 +， 如 图 8 一 28 所 示 。 


Ls 
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第 九 章 ” 流 图 和 信号 流 图 
第 一 节 流 图 


流 图 是 一 种 加 权 有 向 图 ， 它 满足 下 列 条 性; 

《一 》 流 图 G :包括 个 点 ; 

《二 》 人 Gi 中 任意 一 个 点 了 到 点 了 的 一 条 有 向 边 都 有 有 边 极 w;,。 

图 9 一 1 就 是 一 个 4 = 3 的 流 图 。 

说 图 的 边 权 构 成 一 个 方 阵 所 ， 对 因 9 一 1 
的 流 图 来 说 ， 它 的 对 应 钻 阵 为 


fo 1 
Wi WI Ws 


Li 《9 一 1) 


Wel Wo Wa 


Lu wo wns | 


这 就 是 说 一 个 方 阵 对 记 一 个 流 图 。 
从 流 图 可 以 得 到 秆 阵 的 行列 式 ， 报 据 行列 式 性 质 


detW= BD C1 wj, 
= 5 0 dw jj, 《3 一 2) 
奶 果 《一 》 力 7 让 不 是 1。 2 ，…， 站 的 一 个 排 到 ， 则 Cje 加 = 
(二 ) jja… 记 是 1 ，2 ，…， 的 一 个 偶 排列 ， 则 6(j.j… j= 1 
(三 ) jijo… 坟 是 1 ，2 ，…， 的 一 个 奇 排列 ， 则 8 (jij2j) = 一 1 
因为 流 图 Gy 与 矩 小 柬 相对 应 ， 所 以 det 隐 让 的 每 一 项 对 应 着 G; 的 一 个 子 图 g， 这 个 子 图 
包含 G/ 的 条 边 ，" 个 点 ， 它 是 一 个 有 向 回路 或 若干 个 有 襄 回 路 的 点 不 共用 并 集 。 因 为 在 
这 种 情况 下 ，uwuy asri zw 的 下 标 中 ， 每 个 点 i 都 出 现 两 次 。 如 果 g 是 连接 的 ， 它 就 是 一 
个 有 向 回路 ， 如 果 g 有 二 个 部 分 ， 那 么 它 就 是 个 有 向 加 路 的 点 不 共用 并 集 。 
为 了 方便 想见， 下 面 定义 一 个 概念 ， 叫 PP- 组 循环 ， 它 的 定义 是 ， 
一 个 -组 循环 是 大 向 图 的 一 个 于 图 ， 它 包括 G 的 全 部 点 ， 它 是 一 个 有 向 回路 或 若干 
个 有 向 回路 的 点 不 共用 并 亿 , 记 为 Di。 
所 以 式 《9 一 2 ) 可 以 写成 
det 了 = 六 <, 已- 组 特 环 滋 可 = 站， (9 一 3) 
式 中 es, 是 由 尸 -组 循环 六 ;的 排列 性 质 确定 的 ， 也 可 以 由 于 的 阶 数 ”和 这 个 循环 的 部 分 数 ; 来 
确定 。 可 以 证 明 


det 久 = (- 1 了 (1) 局 - 组 循环 科 积 C9—4) 
1/ 


式 中 心 就 是 第 个 尸 -组 循环 的 部 分 数 。 
俩 3 一 1 图 4 一 上 的 矩阵 矿 邵 式 〈《9 一 1》 所 示 。 
de =(— DATE Diwiws wast (— Dw 0as + (— 1) ww 
+ CC— Dw ws tt (— 1 wwwa. 二 【一 了 mesos 
每 个 卫 - 组 循环 对 应 的 子 图 为 ; 
图 中 ， (a) 是 万 ,一 mtzazzas 
(5) 是 DD.=Wisws Wss 
Cc) 是 站 ,一 mamazmai 
Cd) 是 DD =ww wswss 
Ce) 是 Ds=wWistwsswsl 
《f) 是 De=ww)swarwae 


“OO 心 ， , 


3 2 
ys 
《他 ier cey 
了 
1 人 > 
Wh 

wh > 

a wy B wm 了 
2 pe 

人 [E43 了 村 


医 3 一 2 


第 二 节 信号 流 图 


信号 流 图 G ,也 是 一 个 加 权 压 向 图 ， 它 除了 给 各 边 同 有 边 权 和 外， 并 给 各 点 髓 有 点 权 。 点 权 
称 为 节点 信号 ， 边 权 称 为 支 路 传输 或 支 路 增 
益 。 

图 8 一 3 是 一 个 加 权 专 向 图 ,图 如 ,含有 
#8 十 1 个 点 ， 每 个 点 的 点 权 为 Zof,…f,， 丰 到 
虑 了 的 边 权 为 mi;， 所 以 G ,表示 一 个 信和 号 流 
图 。 

从 信号 流 图 可 以 看 出 ， 信 号 流 图 中 的 点 可 
以 分 为 三 类 ， 

第 一 类 :， 它 只 有 外 疝 的 支 路 ， 而 设 有 下 向 
支 路 。 鲍 如 点 Y, 这 类 节点 ， 表 示 信 号 只 有 向 外 图 9 一 3 
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第 二 类 。 它 只 有 内 沿 支 路 ， 而 没有 外 向 支 路 。 例 好 xz。 这 类 节点 ， 表 示 信 号 只 有 辐 着 xs 传 
输 而 没有 从 x, 传 出 ， 所 以 称 为 收 点 。 


第 三 奖 ， 称 为 一 般 节 点 ， 它 有 内 疝 支 路 ， 也 有 条 尚 支 路 ， 所 以 信号 可 以 通过 它 传 物 给 别 


信号 流 图 中 的 节点 i 的 信号 传 驻 到 节点 oI 
时 ， 用 《指向 i) 有 沿 支 路 传输 ms 表示， ™ 二 
如 图 9 一 4 所 示 。 本 
节 战 信号 z, 通 过 支 路 传 狗 my 传 首 到 z 野 ， 信 号 增长 m,, 倍 ， 即 : 
Zim 《9 一 57》 


有 疝 支 路 还 表示 了 由 于 zx 的 不 因 。 产 生 了 xz, 这 个 结果 的 一 个 因果 关系 。 

如 果 一 个 节点 信和 号 是 出 儿 个 芝 点 信号 传 验 而 来 的 ， 则 此 节点 信号 就 等 于 流入 该 点 信和 号 之 
总 和 。 如 图 9 一 5 中 ，>, 节 吉 信 号 是 由 户 个 节点 传输 而 来 的 ， 则 z, 就 等 于 各 节点 信 叶 和 支 路 
传输 录 积 之 和 和 。 记 为 ， 

t= Dns ' (9—6) 


应 当 指出 ， 图 9 一 5 中 点 zx+l 的 信号 是 不 能 传输 给 ,的 。 因 为 z; 表 现 为 zs…z 的 果 ， 
而 它 前 因 只 是 ztza…zw， 不 包 轿 re。 
根据 上 述 约 定 ， 信 号 流 图 9 一 3 的 各 节点 信号 表示 为 下 面 方程 组 ， 
ET 、 
Ta = MT + Ra Tg + an ' 
} 《8—7) 
Tr HT 


= ， 


图 3 一 5 
从 上 式 可 见 。 源 点 x, 不 出 现在 方程 式 左 方 ， 而 收 点 :不 出 现在 方 恕 的 右 方 。 


我 们 还 帮 到 了 ， 一 织 线 性 忧 数 方程 组 和 一 个 信号 流 图 相对 应 ， 这 就 可 以 利用 信号 流 黑 来 
分 析 求 艇 族 性 方程 组 。 换 和 句 话说， 车 我 们 所 要 分 析 的 物理 系统 可 以 最 后 归纳 为 解决 一 组 线 注 
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代数 方程 组 的 时 候 ， 这 个 物理 系统 就 可 以 用 信号 流 图 来 分 析 。 应 当 指 出 ， 用 信号 流 图 解 线性 
代数 方程 常常 比 矩 阵 法 要 快 些 ， 更 主要 的 它 比 矩阵 法 更 显示 出 变量 之 各 的 因果 关系 。 为 此 ， 
我 们 首先 研究 一 线性 代 数 方程 和 信号 流 图 之 间 的 对 应 关系 。 

前 面 已 经 介绍 ， 信 号 流 图 9 一 3 和 线性 方程 组 (9 一 7 ) 相 对 应 。 现 在 我 们 把 方程 《9 一 
7 ) 改写 成 代数 方程 的 一 般 形式 


AX=B (9—8) 
式 中 
1 Gl Ln 0 | 
gs 1 Qn-t 0 
A4= 
Gat 1 0 
Go1 ov 一 1) 


=r ata To 
B=LB, ByeBoy’ 
式 (9 一 8) 的 信和 号 流 图 表示 在 图 9 一 6 中 。 
图 中 有 ?个 点 ， 其 中 zo 是 收 点 ， 此 外 ， 还 有 个 源 点 。 这 种 信号 流 图 和 图 9 一 3 没有 本 
质 区 别 。 如 果 将 所 有 源 点 合并 为 一 个 ， 而 适当 改变 源 点 的 各 支 路 传输 ， 那 么 ， 图 9 一 6 就 转 
化 为 图 9 一 3。 
下 而 对 一 个 具体 电路 作出 它 的 信号 流 图 。 例 9 一 2 给 出 一 个 电子 管 放大 电路 如 图 9 一 7 
所 示 。 根 据 图 9 一 7 ， 列 出 下 面 方 程 组 : 
ve=v,+700i 
vi=—20v6—700i 


1 

i =9000Cv1 v2) 
vs =30,0001 
Vs 一 一 7001 


在 图 9 一 7 中 ，v, 为 输入 ，v2 为 输出 ， 方 程式 中 有 一 个 变量 ， 所 以 信号 流 图 有 5 个 节点 
和 1 个 源 点 ， 如 图 9 一 8 启示 。 


0028 


t 


了 
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图 9 一 7 图 9 一 8 
为 和 用 信号 流 图 来 求解 线性 方程 组 ， 下 面 阐述 信号 流 图 的 几 个 基本 简化 规则 。 
{一 ) 支 路 传输 的 加 法 规则 
在 两 点 7 和 Xs 之 间 有 多 条 同方 向 支 路 ， 则 它们 间 的 支 路 传输 等 信 于 各 支 路 传输 之 和 。 
图 9 一 9 中 xs 和 zx, 间 支 路 传输 为 
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+ 
m= Dm 《9 一 9) 
sl 
这 是 因为 Te=m Tpt morpt + ixzs 


和 
I» Fm, = mrs 


pe 


, 国 
Ww 矿 a 如 Wp Xe 
因此 ， 图 9 一 9 (oa) 的 等 值 图 为 《6 。 
(二 ) 自 环 消除 规则 充 
流 图 中 某 一 点 x。 上 有 一 个 自 环 ， 如 图 9 一 ry 83 
10 (a) 所 示 。 图 4 


图 9 一 切 
在 2* 点 的 方程 应 为 ， 
Emote Dm, Ty, 

nt 
‘ 

移 项 得 (me) z= Pm, x, 
5 

pe 
3 Dm 《9 一 10) 


上 式 代表 一 个 元 自 环 的 节点 ， 它 的 支 路 数 就 是 图 (a ) 支 路 获 减 去 自 环 ， 而 支 路 传输 为 
图 Ca) 中 各 支 路 传输 除 以 1 -mps， 于 是 得 加 《6&) 。 

显然 ， 自 环 吸收 的 条 件 是 moss 1 ， 否 则 、 吸 收 后 支 路 传输 将 没有 意义 。 

(三 ) 申 联 边 复 台 (乘法 规则 )》 

茶 一 节点 信和 号 x。， 连 续 经 过 多 个 支 路 传输 而 至 点 vs， 如 图 9 一 11 《a 》 所 示 


pp 


Ox 


图 9 一 I1 
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因为 To = ap Es 
其 以 mer= I. (9—11) 
即 + 个 同方 向 的 素 联 支 路 的 支 路 传输 等 值 于 各 支 路 传输 的 积 。m。， 也 称 为 zer* 有 向 路 径 的 传 
输 增 益 。 

《四 节点 吸收 


节点 吸收 的 情况 大 致 可 分 下 面 几 种 ， 它 们 对 应 的 等 值 关系 分 别 表示 在 图 9 一 12 《a) 和 
《5b) 之 中 。 

根据 上 述 4 种 基本 规则 ， 简 化 下 面 几 个 图 形 ， 

试 以 图 9 一 13 中 的 图 (6 ) 为 例 ， 说 明 由 左 图 简化 为 右 图 的 过 程 如 下 。 


为 


下 


zy 


bfa 
名 2 
， 2 上 
石 
和 
a Db » KC 
pa E73 » 和 
“< 人 
a ke 
EE 3 
《4 < 


图 9 一 12 


首先 通过 自 环 消除 规则 ， 将 x, 简 化 为 无 白 环 的 节点 ， 得 图 9 一 14。 
zi: 到 z: 的 支 路 传输 是 根据 式 〈9 一 10》 得 到 、 地 


也 以 z, 到 zs 的 支 路 传输 简化 为 二 上 
第 二 步 龙 过 过 囊 联 边 复 侣 ， 将 点 消除 。 因 为 串联 边 揽 合 后 ， 根 据 式 《9 一 11) 得 


1 x 1 - 


Ts TI- 


这 就 是 图 9 一 13Ca) 的 右 图 。 图 9 一 13 中 (5)、(c)、(d)、(e)、(f) 的 简化 类 推 。 


Ta 


‘a 
ade rae dc 
一 全 
五 有 
by 
二 一 者 -和 
下 总 
ey 
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应 用 信号 流 图 的 目的 是 寻找 输入 点 x, 和 输出 点 <, 的 关系 。 应 用 上 述 规则 可 以 把 一 个 复杂 
图 形 简化 为 一 个 比较 简单 的 图 。 这 种 等 效 图 称 为 剩余 贺 。 从 上 面 的 恒 子 可 以 看 出 简化 过 程 实 
际 就 是 合并 一 些 点 和 边 ， 车 连续 使 用 上 述 规则 ， 最 后 得 到 的 剩余 图 只 有 zu 和 x, 两 点， 则 这 
两 点 涪 抱 权 数 就 是 输入 和 输出 的 传输 省 。 


第 三 节 梅森 公式 


通过 线性 方程 组 得 到 的 信号 流 图 ， 连 步 进 行 化 简 ， 可 求 得 信号 流 图 的 传输 值 ， 这 种 方 
法 ， 在 信号 流 图 结构 比较 复杂 的 时 候 ， 简 化 过 程 是 相当 麻烦 的 。 为 此 ， 梅 森 提 出 了 一 种 不 乱 
通过 简化 信号 流 图 两 直接 求解 传 葵 信 的 方法 ， 称 为 梅森 增益 公式 或 简称 和 梅 森 公 式 。 
梅森 公式 给 出 了 信号 流 图 中 从 源 点 到 收 点 的 传输 信 ， 即 输出 信号 与 输入 信号 的 比 。 
之 PCc(E) 
Fe (9—12) 
式 中 一式 (9 一 8 中 的 det4 一 1 一 C++C: 一 Co 
梅森 公式 证 明 的 方法 很 多 ， 但 都 是 十 分 繁杂 ， 我 们 这 里 介绍 一 种 景 简便 的 方法 。 由 于 梅森 公 
式 是 求 输入 信号 和 输出 信号 之 间 的 传输 值 ， 放 首先 令 ; 


Te 


Ey 
方程 式 《9 一 7》 改 写 为 
Cm — DT mart tore= 0 


mart ms — rt tm tor= 0 


Ma Tt or0 = 
一 了 se 十 下 了 0 一 人 0 

PorTi + mo Tost 十 mr 二 0 

即 MX=0 (9 一 19) 


式 中 对 是 一 个 关 十 1 工 阶 方 阵 ， 它 对 应 一 个 流 
图 ， 如 图 9 一 15 所 示 。 

比较 图 9 一 15 和 图 9 一 3 发现 ， 同 一 组 方 
程 的 信号 流 图 是 它 的 流 图 的 一 个 子 图 。 换 句 话 
说 ， 在 信号 流 图 的 每 个 点 上 ， 加 一 个 支 路 传输 
等 于 一 1 的 自 环 ， 再 在 输入 与 输出 间 加 一 支 路 
传输 等 于 边 &， 就 得 到 对 应 的 流 图 。 

为 了 使 方程 式 《9 一 12) 有 非 零 解 ， 

detM=6 

即 det= (DCTDoP- 组 循环 乘积 = 0 。 

根据 中 -组 循环 定义 ， 它 是 Gy 的 一 个 子 图 。 它 包括 G1 的 全 部 节点 ， 是 一 个 有 向 回路 或 若 
十 有 向 回路 的 点 不 共用 并 集 ,所 以 , > (- DrP- 组 循环 溢 积 = 了 (一 1)*1Di。 对 某 一 边 下 
而 言 ， 它 等 于 所 有 含 近 环 的 P- 组 循环 积 与 所 有 不 含 边 的 - 组 循环 乘积 之 和 。 
令 含有 边 玉 的 P- 组 循环 积 为 DCK)， 
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不 含 边 天 的 已 -组 循环 积 为 刀 :( 玉 ) 。 
而 ”内 有 含 边 太 的 P- 组 德 环 积 = D> (一 1)**De(K)=KP 


肠 有 不 含 边 玉 的 P- 组 循环 积 = > (一 1)*1D) (KK) ==C 


则 detM =(~D)""IC+KPI= 0 

即 C+KP=0 
Lt_m__F 1 
Kz 914) 


式 《9 一 14) 清楚 地 当 诉 我 们 

1 _ 输 由 信号 。 之 (DO/K 

下” 输入 信号 (Dep) 

_ _ 流 图 中 所 有 含 这 h 的 D,(K)/K 
一 ” 流 图 中 所 有 不 售 边 上 榴 DD(K》 
由 于 分 子 和 分 得 痢 是 不 计 边 攻 的 ， 当 然 ， 科 用 不 合 边 久 的 信号 流 图 更 为 方便 了 。 式 (3 一 14) 
的 分 母 刀 是 流 图 中 靳 有 不 含 边 开 的 户 - 组 循环 乘 识 的 和 , 它 等 于 信号 流 图 中 的 车 干 有 向 回路 伟 
输 万 ( 0 和 若干 个 [一 D) 自 环 刀 ,( 一 起 的 点 不 共用 并 集 ， 写 成 数学 式 于 为 

C= D-DD R= DD (OD D), 
设 第 7 个 -组 短 环 中 有 个 自 环 , 则 
DA DED DD D0) 


5 个 
令 ; 上 &! 二 一 # 二 Di(03 中 有 向 回路 的 个 数 。 
于 是 第 /个 已 -组 循环 = 了 (一 D41 DC0) 
D1(0 ) 是 信号 流 图 中 一 个 有 疝 区 路 传输 的 点 不 共用 并 集 。 它 不 是 通过 信号 流 图 的 所 有 点 的 。 
现 假设 人 ,是 信号 流 图 中 ， 那 些 食 有 - 个 有 向 回路 和 ,一 r 个 《一 芒 自 环 的 了 -组 传输 积 
之 和 。 
C= DO Di DD 
= DDD TDD BDDC0) 
局 一 "全 


当 +7= 0 时, C.=1} 
+ 一 1 和 奇数 时 ,，C,= 一 Di(0)s 
+ = 2 和 偶数 时 ，C-.= 了 Di;(0)。 
四 此 Cel-CtC—" 
C:= 所 有 有 向 回路 传输 之 和 。 
C:= 所 有 含 二 个 点 不 共用 有 向 回 路 传输 之 和 。 
C,= 所 有 含 了 个 点 不 共用 有 向 回路 传输 之 和 。 
分 子 尸 的 每 一 项 是 流 图 中 含 达 上 的 已 -组 播 环 除去 8 以 外 的 支 路 传输 乘积 ， 它 就 是 信号 
济 图 中 从 输入 点 到 所 求 输出 点 的 一 条 有 向 路 径 和 回路 的 点 不 共用 并 集 的 传输 。 


"58* 
设 P 中 某 一 项 是 流 图 中 一 个 全 边区 的 -组 循环 ， 不 计 直 的 传 瀹 。 伍 是 这 个 了- 组 循环 
是 含有 边 反 和 源 点 到 收 点 的 一 条 路 径 忆 , 以 及 上 候 点 不 共用 有 向 加 路 。 因 此 
三 一家 (一 D 和 天 忆 ，( 大 个 点 不 共用 回路 ? (9—15) 


式 中 《个 点 不 共用 回路 ) 不 含 边 KK ,与 点 5; 不 共用 。 所 以 它 就 是 信号 流 图 中 暮 去 路 径 请, 上 
各 点 和 连接 在 这 些 点 上 的 支 路 后 留 下 的 子 图 gCP) 中 的 点 不 共用 回路 。 将 〈 大 个 点 不 共用 回 
路 》 乘 以 (一 1D)* 就 得 C( 互 ,)， 而 后 者 是 g (已 ) 的 C， 也 就 是 g( 己 ,的 己 - 组 循环 积 。 它 包 含有 
n+ mr 个 点 ， 其 中 必 , 是 路 径 忆 上 的 点 数 ，C (已 ,) 和 尸 ,是 点 不 共用 的 。 央 此 
p=(-DP:…CCE) 
因为 P= Dp 
扬 以 -P- DPCE,) (9 —16) 
关于 梅森 公式 ， 可 以 总 结 为 下 一 定理 ; 
定理 9 一 1， 没 P, 是 居 点 到 收 点 的 第 i 条 有 向 路 色 的 增益 , 则 流 图 的 增益 2 是 


RK Te {9—17) 


有 向 回 略 


不 , 自 环 
zs 岛 环 


xz: 四 路 


图 9 一 16 
《一 》 利 用 梅森 公式 〈9 一 17) 解 
EPCE) 

= 全 
根据 信号 流 图 ， 共 得 3 个 有 向 加 路 ， 它 的 对 应 的 传输 列表 如 表 9 一 1， 
所 以 ei=6+h+cd 

es= gh 

es=C = 0 

e=1-(gThi+cd)+ gh 
信和 号 流 图 中 由 zs 到 zx, 的 有 向 路 径 和 对 应 的 gtP,) 和 C 尼 .) 如 表 9 一 2 于 示 
因此 Ze_ 1 oe i) +bf(1— 9) tacf+bde 

rx KK i—(g+h+cd)+ oh 
(二 》 利 用 梅森 公式 《9 一 14) ， 这 个 公式 是 对 应 流 图 而 言 的 ， 所 以 首先 要 作出 流 图 如 

图 9 一 17。 


C= D-DDR) 
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= D-DD-D-DI -D-DD)gn 
TC-DDCED- Dgrt-D(- DD -DE 
+ DD(-Ded 


有 向 路 径 的 9(P,) 和 C (P,) 


有 向 路 径 


一 1 一 9 一 六 一 Cd 十 9 
P= D-DD RK 
=(~1)’acf+(—-1)’'bde+(—1)ach 
+(— Dbfg+(-Dae(—-D+(— Db 
=-acf—bdetachtbfg—-ae—bf 
Zo_l__P acf+tbdet+aetbhf—ach— bfg 
ze K Cc 1—-(g+ht+cd)+ oh 
_ ae 人 (1 一 和 上 DFI 一 9) +och be 
和 1—-(g+h+cd)+ gh 


习 题 


9 一 1 用 信号 流 图 法 解 下 列 线 性 方程 组 : 
Li 4y=100 
3 一 一 1 
9 一 2 运用 简化 规则 ， 求 图 9 一 18 中 点 2。 到 点 zx, 的 支 传输 。 


2 bb 


和 a Ls 下 EA 


9 一 3 作 图 9 一 19 中 网 络 的 信号 流 图 。 

9 一 4 用 梅森 公式 求 图 9 一 20 所 示 信 号 流 图 中 的 zs/zo。 

9 一 5 郴 出 图 9 一 21 的 信号 流 图 并 求 F 2(s) /Vts) 和 J1(5)/Vs(s)。 

8 一 6 分别 思 梅 森 和 考 推 斯 公式 求 图 9 一 22 桥 了 型 网络 中 输出 电 于 六 ,。 


轴 9 一 1 


图 9 一 22 
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第 十 章 开关 网 络 
第 一 节 基本 概念 


开关 网 络 不 仅 用 在 通信 系统 ， 如 电话 交换 机 ， 也 用 在 铁路 行车 自动 控制 系统 ， 如 联 锁 电 
路 ， 尤 其 是 近 二 三 十 年 ， 还 用 在 数字 计算 机 的 设计 中 。 

开关 网 络 中 所 用 的 信号 是 与 其 它 电 网 络 中 所 用 的 信号 不 同 的 。 开 关 网 络 中 的 信号 一 般 只 
有 两 个 值 ， 即 “有 ”和 “无 ”， 或 “ 通 ” 和 “ 断 ”， 常 用 1 和 0 来 表示 。 这 就 是 二 进 制 信 
号 。 开 关 网 络 是 用 来 处 理 和 存储 二 进 制 信号 的 。 

开关 网 络 可 分 为 两 类 。 了 即 组 合 网 络 和 时 序 网 络 。 一 个 组 合 网 络 在 某 一 个 给 定时 间 的 输出 
只 根据 在 那个 时 候 的 输入 ， 可是， 在 一 个 时 序 开关 网 络 中 ， 在 某 一 给 定时 间 的 输出 不 仅 根据 
那个 时 候 的 输入 ， 还 要 模 据 束 个 过 去 的 历史 。 换 名 话说 ， 一 个 时 序 网 络 是 有 记忆 的 ， 而 组 合 
网 络 是 没有 的 。 在 铁路 行车 自动 控制 系统 中 ， 这 两 类 网 络 都 有 应 用 之 处 。 

开关 网 络 可 以 看 作 是 一 个 线性 图 来 处 理 。 在 线性 图 中 ， 我 们 可 以 得 到 开关 网 络 的 若干 重 
要 拓扑 特性 ， 接 照 这 些 特 性 ， 我 们 可 以 进行 开关 网 络 的 分 析 和 合成 。 

在 铁路 行车 自动 控制 和 通信 系统 的 开关 网 络 中 ， 一 般 都 是 用 继电器 接点 来 组 成 的 ， 所 以 
也 可 以 叫做 接点 网 络 。 继 电器 接点 是 一 种 双 通 元 件 ， 就 是 说 电流 可 以 沿 着 两 种 方向 流通 。 接 
点 组 合 网 络 可 以 用 无 向 图 来 表示 ， 图 中 的 边 是 接点 ， 图 中 的 点 是 接点 的 引出 端子 。 所 以 在 图 
论 中 ， 一 个 接点 两 络 是 一 个 没有 自 环 的 无 向 连通 图 G， 每 边 中 有 一 个 二 进 制 变数 *,， 它 只 有 
两 个 值 ，1 或 0 。 当 接点 闭合 时 是 1 ， 而 接点 断 开 时 是 0 。 

一 个 接点 网 络 的 输入 输出 关系 常用 一 个 二 进 制 变 数 的 函数 来 表示 ， 如 

下 :zi Lay Ti) 

这 个 效 数 下 ,是 作 开关 画 数 或 布尔 遂 数 ， 它 的 值 只 有 1 和 0 。 处 理 开关 应 数 的 数学 别 作 布尔 
代数 或 开关 代数 。 

布尔 代数 对 一 个 有 限 组 z;:，z:，…，z 有 黄种 二 进 制 运 算 ， 即 布尔 加 法 ， 用 符号 + 和 布 
尔 乘法 ， 用 符号 + 。 它 们 要 满足 下 列 条 件 : 

《一 ) xz 或 为 1， 或 为 0。 

(二 每 一 个 变数 =, 另 有 一 个 变数 志 , 电 作 z, 的 补 数 ， 如 果 z,= 0 , 则 zx, 二 1 ， 如 果 z, 一 
1， 则 z: 一 0。 

《三 》1， zi 十 ?j= 0， 如 果 7;=T; 二 04 

以 ;十 ?1 二 1 ， 不 然 的 话 。 
2. ZiZj 二 1， 如 果 z/=rj; 二 1 
zezi= 0 ， 不 然 的 话 。 

有 了 这 些 简单 的 公理 ， 我 们 就 可 以 推导 出 车 干 有 趣 的 结果 ， 它 们 对 于 开关 表达 式 的 简化 
是 根 有 用 的 。 钢 如 z, 十 zz; 一 7 就 是 其 中 之 一 

为 了 研究 铁路 行车 自动 控制 系统 ， 可 以 采用 系统 分 析 方法 。 对 于 一 个 系统 ， 由 于 研究 的 
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目的 不 辣 ， 其 模 理 和 分 析 方 法 也 会 眼 着 发 生变 化 。 在 深入 研究 系统 时 ， 对 于 同一 个 系统 ， 会 
产生 不 同 的 模型 及 分 析 方 法 。 我 们 从 图 10 一 1 可 看 出 系统 分 析 的 过 程 。 

铁路 行 店 自动 控制 的 开关 殉 络 届 结 构 模 型 ， 经 过 抽 毕 ， 它 可 以 成 为 图 论 中 的 新 站 数学 模 
型 

例如 64-F 型 继 电 学 自动 师 塞 中 的 发 车 搂 
ee 收 品 电 路 如 图 1 一 2 所 示 ， 


EE 图 中 J，J:.、J; 为 继电器 ， 字 母 4~ 工 为 继 电 
过 析 方法 器 接点 。 


图 10 一 1 图 1 一 2 

这 个 图 可 以 抽象 为 一 个 网 络 图 ， 如 图 10 一 3 所 示 。 加 中 虚线 框 内 为 娩 论 中 的 开关 网 络 。 

铁路 电气 祭 中 联 锁 电路 是 开关 网 络 的 一 种 ----------- 
形式 ， 它 的 结 攀 也 能 由 图 论 中 的 一 个 线性 图 来 () 3 2 
描述 。 这 样 的 加 通常 含有 较 多 的 点 ， 而 且 电 路 
国 的 组 成 元 素 也 多 种 多 样 ， 因 而 比较 复杂 ， 但 
它 是 一 个 连通 图 。 因 此 能 够 用 图 论 的 方法 来 研 
究 网 络 结构 的 性 质 。 例 如 图 10 一 4 ， 这 是 一 个 
双 按 钮 选 货 电 路 图 。 在 这 种 电路 中 ， 有 时 会 出 
现 汪 回 电路 。 为 了 研究 它 的 结构 ， 解 决 叶 找 汗 
回电 路 的 问题 ， 我 们 可 以 把 该 电路 图 抽象 为 一 图 1 一 s 
个 对 应 的 拓扑 几何 罚 , 如 图 10 一 5 所 示 , 这 就 形成 了 图 论 中 的 图 ， 图 10 一 5 中 的 点 号 对 应 荐 图 


TT 
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10 一 4 中 的 号 码 。 
在 原 电 路 中 含有 二 极 管 ， 这 是 一 种 单 向 元 件 。 因 而 在 图 10-- 5 中 用 相应 的 有 疝 边 来 表 
示 。 在 这 个 图 中 ， 既 有 无 向 边 ， 又 有 有 向 边 ， 因 而 也 称 为 混合 图 。 


第 二 节 接 通 矩阵 


人 们 对 于 接点 网 络 所 关心 的 是 线性 图 G 中 某 一 对 点 之 间 的 传输 情况 ， 就 是 说 ， 某 一 对 点 
闻 是 导 通 还 是 断 开 。 这 最 好 是 用 人 的 一 个 a。 x ,矩阵 , 叫 作 全 接 通 第 隆 或 传输 十 阵 人 来 表示 ， 
即 了 = [fi3， 其 中 m 是 G 的 点 数 ，! ,是 G 中 点 宇和 了 之 间 的 传输 情况 ， 即 两 点 之 间 的 所 有 
路 径 。 矩 阵 了 是 一 对 称 和 矩阵 ， 而 每 个 对 角 元 素 值 +,， = 1 。 
灸 10 一 6 所 示 的 搂 点 网 络 的 传输 矩阵 7 为 
1 2 3 44 


1 | 1 Ti(r24 TL) Ti(Ts+ zi) 2 
2 | zr) (r+ zs) 1 rt Xrs Pat Tae 
3 izst ta7) Tat ze 1 zat wa 
4 Ea rat TT Ts rs 1 


对 于 如 图 10 一 6 所 示 那 样 简单 的 图 来 说 ， 列 出 一 个 传输 矩阵 是 很 容易 的 。 但 是 当 图 忆 比 
较 复 杂 时 ， 计 算 所 有 上 罩 径 的 工作 就 不 是 一 件 轻而易举 的 事 了 。 所 以 决定 一 个 图 的 接 通 情况 的 
一 个 比较 好 的 方法 是 我 出 一 个 图 的 原始 接 通 矩阵 只 。 

一 个 有 +#, 个 点 的 接点 网 络 的 原始 接 通 短 阵 外 是 一 个 nx +, 方 给 蒜 ， 它 的 定义 为 

Q=[9.1) C10— 1) 
式 中 9 一 135 

34 一 0 ， 如 果 虚 ;和 了 不 是 直接 由 一 个 接点 〈 即 加 权 边 ) 所 连接 的 

9 一 所 有 直接 连接 i 和 i 之 阿 各 边 共 变数 的 布尔 和 。 

例如 ， 图 10 一 6 的 原始 接盘 矩阵 为 


1 2 3 4 
1 1 0 0 mn 
QQ-2 0 1 zs x 
3 0 Rl zy 
4 Zz, XT ze 1 加 8 


原始 接 通 矩阵 是 对 称 的 ， 它 包含 着 一 个 接点 网 络 的 全 部 信息 。 
设 Q* 是 QQ 的 上 次 布尔 冠 ( 就 是 应 用 布尔 代数 的 规则 ， 己 自 乘 志 次 ) ， 其 中 避 是 一 个 正 整 
数 。 将 只 * 中 各 元 素 用 下 列 布尔 恒等式 简化 
了 十 1 一 人 十 工 一 1 
zx=0 


完 寺 多 = 二 X= 二 TT 十 TW 二 
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然后 在 简化 了 的 @* 中 检查 在 ， 了 处 的 元 素 值 ， 这 就 是 在 点 ;7 和 了 之 问 总 计 所 有 恬 数 为 
1，2，"…， 皮 的 边 序列 数 。 我 们 用 这 种 简化 方法 消除 掉 所 有 元 余 项 ， 包 括 通 过 同一 条 边 不 
赴 一 次 的 (zr 二 z) ， 以 及 通过 同一 个 点 不 止 一 次 的 《2 十 xy 二 z》。 因 此 在 算 阵 Q?* 的 语 ，j 
处 的 元 素 信 代 表 点 i 和 i 之 间 有 卢 身 或 少 于 关 眉 的 所 有 路 径 。 因 为 在 一 个 ?个 点 的 图 中 ， 最 
长 申 径 的 段 数 为 n, 一 1 ， 我 们 得 到 下 一 定理 。 
定理 10 一 1: 当 一 个 有 #, 个 点 的 接点 网 络 的 原始 接 通 矩 中 为 Q 时 ， 它 的 全 接盘 矩阵 了 为 

了 =Q3 (10—2) 

要 是 我 们 只 想 求 取 某 一 对 指定 点 之 冶 的 开关 函数 时 ,因为 定理 10 一 1 是 求 取 所 有 mt。 一 
1)13 对 点 之 间 的 开关 函数 的 ， 用 了 这 条 定理 就 有 些小 题 大 做 了 。 下 一 条 定理 更 为 有 效 些 。 
定理 10 一 2 ， 设 A,; 是 原始 搂 通 矩阵 〈 用 布尔 代数 运算 的 ， 并 用 布尔 恒等式 简化 的 》 订 处 的 
余子 式 《即将 行列 式 英 除 行 i 和 列 了 ) ,那么 开关 函数 下 ,等 于 A,i。 

例 10 一 1 图 加 一 7 中 开关 网 络 的 原始 接 通 绝 阵 Q 为 

1 2 3 4 


1i1 0 a 5] 


| 
lo 1 oe dad 
Q= | 
la c 1 2 
4 D ad e 1 | 
其 中 ec，6，c，,，d 和 e 民 表 一 些 开关 函数 、 
也 就 是 各 边 的 权 


oc da 
Au=| 4 1 el=actadetbcet+bd=F,, 


b&b ee 1 

这 就 是 点 1 和 3 之 间 的 开关 序数 玉 ,; 。 这 个 开关 函数 袁 达 成 若干 个 滋 积 项 的 和 的 方式 ， 其 中 
每 一 个 乘积 项 是 几 个 变数 或 它们 的 补 数 的 相 乘 项 ， 而 且 每 一 乘积 项 中 每 一 变数 只 出 现 一 次 。 
这 种 直达 方式 川 作 标准 和 式 。 

如 果 我 们 取 图 10 一 7 中 能 分 离 点 1 和 2 的 所 有 截 害 组， 那么 我 们 将 得 到 另 一 种 表达 方式 
的 开关 函数 已 is 

Fi=(atby(ctd (latdi+e)lbtete) 

这 个 开关 函数 表达 成 车 二 个 和 项 的 敢 积 ， 其 中 每 一 个 和 项 是 几 个 变数 或 它们 的 补 数 的 和 ， 而 
且 每 一 和 项 中 每 一 变数 只 出 现 一 次 ， 这 种 表达 方式 叫 作 标准 乘积 式 。 如 果 将 这 标准 乘积 式 展 
开 简 化 ， 我 们 说 得 到 上 面 的 标准 和 式 开关 函数 。 

对 于 复杂 的 图 计算 余子 式 A.; 是 十 分 麻 煤 的 工作 。 一 个 求 取 扯 ,/ 的 更 为 简单 的 方法 岂 作 
节点 消除 法 。 

为 了 讲解 节点 消除 法 ， 我 们 先 要 介绍 儿 个 术语 。 

在 图 10 一 6 中 ， 我 们 可 以 把 点 1 看 作 是 输入 端 ， 点 3 和 3 看 作 是 输出 端 。 那 么 了 的 1- 
2 元 素 值 说 明 输 入 端 1 与 榆 出 端 2 之 间 的 传输 情况 。 辐 样 ， 两 个 输出 准 之 问 的 传输 情况 可 由 
了 的 2 - 8 元 素 值 说 明 。 

如 果 在 矩阵 表示 法 中 某 些 点 的 情况 不 是 研究 对 象 ， 那 么 某 些 行 与 列 可 以 不 必 写 入 距 阵 
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中 ， 这 种 比 全 接 通 抢 阵 的 行 数 和 列 数 较 少 的 矩阵 诅 叫 作 接 通 矩阵 六 。 例 如 ， 在 图 10 一 6 所 示 
的 图 G 中 ， 如 果 点 4 在 矩 降 中 是 不 需要 的 ， 那 么 下 列 的 矩阵 就是 图 G 的 接 通 矩 阵 放 ， 


1 2 3 
1 1 (zs 十 Za) Zi(zst Tox) 
N=2 | wnt rn) 1 Ts 
3 xi(ratrzar) 十 za7s 1 


对 于 体现 一 个 函数 了 的 二 端 网 络 ， 如 只 需要 表示 输入 端 1 与 输出 端 2 的 关系 ， 那 么 有 关 
这 个 网 络 的 矩 库 只 是 


这 个 抵 隆 叫 作 这 个 二 端 网 络 的 输出 和 矩阵。 一 般 的 多 端 网 络 ， 如 果 在 矩阵 中 只 用 网 络 的 输入 端 
和 输出 端 ， 这 个 矩阵 就 叫 作 这 个 网 络 的 输出 矩阵 。 

凡是 一 个 矩阵 中 的 元 素 是 布尔 代数 中 的 一 个 布尔 道 数 时 ， 这 种 矩阵 叫 作 布尔 矩阵 。 上 述 
的 全 接 通 矩阵 ， 原 始 接 通 矩 阵 ， 接 通 矩 阵 和 输出 此 阵 就 是 布尔 抱 阵 。 另 外 ， 这 些 矩 阵 都 是 对 
称 矩 阵 ， 它 们 的 对 角 元 素 都 是 1 ， 所 以 电 作 开关 矩阵 。 

节点 消除 法 可 以 用 于 一 个 接 通 矩 阵 N 《这 个 矩阵 可 以 是 网 络 的 原始 接 通 矩阵 或 是 别 的 接 
通 矩 降 》 。 假 设 我 们 希望 消除 接 通 和 矩阵 六 的 点 R， 清 除 的 步骤 是 这 样 的 ， 我 们 对 六 的 每 一 个 
元 素 什 w,j， 其 中 ji，f 了 六 记 ， 和 车 ， 加 一 项 nw、niy 威 为 4 人 i， 即 nf 二 ij 十 iae nje 
对 于 每 一 个 no 完成 这 一 步 后 ,我 们 删除 六 中 的 行 和 列 & ,得 到 一 个 新 的 接 通 矩阵 入,。 入 ,是 
一 个 接 通 矩阵 ,这 是 因为 事实 上 项 n,n。j; 代 表 着 在 点 i 和 之 间 且 其 中 又 经 过 点 六 的 任何 可 
能 的 联系 。 照 上 法 继续 消除 所 不 需要 的 点 ， 一 
直到 景 后 只 留 下 点 * 和 ， 我 们 就 得 到 了 点 
和 了 之 间 的 开关 函数 已 ,re 

例 10 一 2 在 图 10 一 8 所 示 的 图 中 ， 如 果 
我 们 要 求 取 点 1 和 点 2 之 间 的 开关 函数 已 ，， 
那么 我 们 只 要 写 出 只 包括 点 1、2 和 3 的 接 通 
矩阵 如 下 


1 2 3 


| 1 tr) 本 
N=2 | Tritz,) 1 2 


3、 Ea TaTe 1 
为 了 消除 点 3 ， 对 ma 加 一 项 sis*rss， 得 
1 2 
Ni 1 [- 1 Ste tis,] 
KalT1+ ra) + Txats 1 
所 以 Fis = Fo, = T(r tr ) + Torr 
俩 10 一 3 求 图 10 一 9 中 点 1，2，3 ，4 中 每 两 点 之 冰 的 开关 函数 ， 即 4 x 4 输出 矩 
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阵 。 先 写 出 图 10 一 9 的 原始 接 通 矩 阵 @、 再 以 如 代表 消除 点 7 后 所 得 的 矩阵 ，Qre 为 从 @r 
中 消除 点 6 后 所 得 的 抑 阵 ， 余 类 推 。 这 些 抵 阵 中 所 有 的 元 素 章 已 于 进行 节点 消除 中 如 以 简 


化 。 


QQ 


2 3 4 5 6 7 
0 x 0 zr 0 1 
1 0 0 
0 1 zx 0 0 ztr,| 
0 Ty 1 0 x ER 
DT 0 0 1 za 1 
EN 0 x Te 1 0 
0 ztze we 0 0 1 
1 2 3 4 § 6 
1 | 1 0 zi oq Tz 
210 1 0 gz 
一 ， 
31z 0 1 rtrr 0 01 
Qi1=4 0 0 ztzr 1 0 x 
5 1 2 0 a 1 zs 
Gram 0 x x 1 
到 2 人 4 5 
1! 1 rat ar 二 二 ras 
2 rr 1 0 EA 2 二 2 
QQ 一 3 2 0 1 Ta 十 Ts 0 ， 
站 | rar, Be zt rsTs 1 Za 
| 一 一 
5 MT Tars Tat 0 Ta 1 
1 2 3 4 
1 | 1 Ter tr TT) 了 Ta 
2 1 tt) 1 0 2 
3 Ti 站 1 Tur Lar 
和 、 Te iT EE Tet Lax 1 


Qs 是 这 个 矩阵 的 一 个 搂 通 逢 降 ， 但 是 不 一 定 是 一 个 铂 出 矩阵 。 为 了 得 到 1，2，3 和 4 
中 每 两 点 之 间 的 开关 函数 ， 我 伯 必 须 求 取 Qi ss 的 客 ， 一 直到 Qi es= Q3 


Qiss， 得 


:为 目 。 先 求 
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1 2 
1 | 1 warat (rat a) 
, _2 as 二 (Za 十 工人 1 
Qi | 
3 | T+ Tar Lar 
4 Cri(rat Zn) 十 工区 [ 工 | 2) EA 
3 4 
Tit cor (Ze + lwlt zo) 
Ta 4 
1 Ta 十 za 
2 二 1 


其 次 再 求 R} 。，,， 得 到 Q3 。* 一 Q3 。。， 所 以 Qijss 是 这 个 网 络 所 需要 的 输出 矩阵 。 
下 面 这 一 定理 指出 一 个 开关 姬 阵 是 一 个 输 浊 类 阵 的 条 件 > 
定理 1 一 5 ， 当 且 仅 当 一 个 运通 矩阵 六 的 克 *= 六 时 ， 六 是 一 个 双向 开关 网 络 的 给 出 敌阵。 
上 画 讲 的 都 是 关于 双 闵 开关 网 络 的 接 通 抱 株 。 所 以 图 中 投 有 自 环 ， 因 为 自 环 对 于 双向 开 
关 网 络 是 没有 意义 的 。 对 于 有 襄 图 呢 ， 我 们 必须 注意 边 的 定向 ， 所 以 有 向 图 的 接 通 短 阵 尺 的 


N=[#,;] C10—3) 


起 中 。 #1 一 De. 一 如 果 边 e1,，es，…，e; 是 点 i 和 了 之 癌 的 各 边 ， 面 且 定 启 都 是 从 i 


到 了 的 ; 
2air= 0 一 一 如 果 边 与 点 无 关联 ， 或 者 虽 有 关联 ， 面 定向 却 是 从 了 到 二 的 。 
例如 图 10 一 10 的 接 通 窍 降 六 为 


1 2 3 4 
1|0 = 0 b 


2|1o 3 ec 0 
3 de f/f 0 


图 10 一 10 


4'0 c 93+8 0 


从 这 里 我 们 可 以 看 出 一 个 有 向 图 的 接 通 矩阵 六 是 与 流 轿 的 矩阵 丈 很 相似 的 。 同 时 ， 我 们 
也 可 以 从 这 个 矩阵 中 看 出 大 向 图 中 各 边 的 位 置 和 定向 。 为 了 求 取 有 向 图 中 任何 两 点 之 间 的 开 
关 函 数 ， 有 下 列 一 条 定理 。 
定理 10 一 4: 设 一 个 有 向 图 G 的 接 通 矩阵 为 NM， 那么 从 点 i 到 点 的 开关 函数 下 ,等 于 矩阵 
[NY -U7 ，i 处 的 余 于 式 4,，( 用 布尔 代数 运算 )。 

注意 因为 在 流 图 中 ， 一 条 边 的 权 序 ,的 定 商 是 从 点 夺 到 了 的 ， 所 以 在 有 向 图 台中 从 点 
到 点 ;的 开关 函数 己 ,; 等 于 矩阵 [ 闪 + UD] 7 ,i 处 的 余子 式 A,,。 

例 10 一 4 求 图 10 一 10 中 从 点 2 到 点 4 的 开关 函数 了 ;,。 这 个 网 络 的 接 通 矩 陈 池 已 见 上 ， 
[NU 为 
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1 8 3 
11f1 < b 
2 | 0 0 
N+UI= | 
3 | 可 € 1 0 
4i0 0 9g9+h 1 
[WW + UD 的 余子 式 4,: 为 
1 0 5 


三 节 开关 网 络 的 分 析 


在 上 一 节 中 我 们 讲 到 了 一 个 开关 网 络 的 各 种 接 通 矩阵 ， 并 且 讲 到 了 利用 接 通 矩阵 来 求 
取 一 个 接点 预 络 中 任何 两 点 之 间 的 开关 画 数 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 用 路 径 集体 的 社 质 来 分 析 
一 个 开关 网 络 。 
设 { 忆 ;是 一 个 线性 图 G 的 欧 拉 图 集体 ， 和 { 己 ,分 是 G 中 点 和 了 之 问 所 有 可 能 路 名 的 集 
体 。 由 定理 2 一 20 知 
{Pi}=mint PBE | EE{END (10— 4) 
其 中 PE4P ir。 这 谣 是 说 ， 如 果 我 们 知道 两 点 之 间 的 一 条 路 径 卫 时 ， 我 们 就 可 以 利用 路 多 
卫 各 G 的 所 有 欧 拉 图 的 环 和 来 得 到 所 有 有 可 熊 的、 在 这 网 样 爽 点 之 


BEI 
间 的 所 有 路 径 。 当 避 是 一 个 不 可 分 图 时 ，4 琴 } 可 以 代 以 {tC}， 这 ~ | 
个 {C 7 是 G 中 所 有 可 能 回路 的 集体 ， 邯 © 
{Pi}=mint PBC CE{CPD (10—5) i 
候 设 GG 是 一 个 可 分 图 ， 如 图 10 一 11 所 示 ， 其 中 ;和 Gs 是 不 
可 分 的， 那么 很 明显 ，{ 已 ,站 可 以 表达 为 图 10 一 11 
{Pi}={Pa}@{P,} (10—6) 
式 中 i EGl，j Gs 
{Pa}=min{ PODC TC EC {10— 7) 
{Pu}=min{ POC, | CEC C10—8) 


其 中 忆 ,E{ 了 , 沾 ， 忆 ,ELPsy)} 和 {CL} 是 S, 中 所 有 可 能 回路 的 集体 ，{Cs} 是 :中 所 有 可 能 回 
路 的 集体 
概括 起 来 ， 有 下 面 这 条 定理 。 

定理 1 一 5 :假设 一 个 可 分 图 C 可 由 截 制 点 也:， 己 。，…， 甩 分割 成 天 个 部 分 Gi，G:，…。 
如 《2 全) 。 再 假设 在 点 和 了 之 间 有 一 条 路 径 已 ,通过 载 抽 点 性 :， 史 。，…， 六 。(m 委 
By 。 设 i EC G, 和 和 G: 共 同 有 一 个 截 害 点 纺 。，G: 和 G: 共 同 有 一 个 蕉 割 点 必 。，…，G 
和 C- 共 同 有 一 个 哉 宙 点 找 。， 以 及 于 EG。， 那 么 

{Pi} ={P, HB{ Po }O Bt{ Pi {10— 9) 
其 中 {Pi,}=minf 了 PDC, C1E{C} (10—10) 


ml 
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{Ps}=min{PDClC EC C10—11) 
{Pr} =min{P.BC.1 CE {C,}} (10—12) 
PE{Pi,}, {PELP,, (PELP,} mr 2 m1 和 {CC 是 G 中 所 有 


可 能 回路 以 及 空 组 的 集体 ， 面 # 一 1,2,…,m。 男 外 ,开关 函数 政 ,; 可 以 表达 为 


Pi=Fo Fo Pon (10—13) 
起 中 也 ,= 袜 路 径 忆 当 积 (1012) 
PE{Ps,} 
忆 。。, ,= 之 路 径 己 ,乘积 ， 对 于 y =2,3, ,mm 
PE{P 《410 一 15) 
已 。 = 之 路 径 己 ,乘积 (10 一 16? 
PetP 


例 10 一 5 ”在 图 10 一 12 中 ， 假 设 我 们 在 点 
i 和 f 之 间 选 择 一 条 路 径 P,;， 如 Ps;== 《aj， 
5b1,，d1，d,) .这 条 路 径 通过 截 贡 点 这 ,和 7s。 
为 了 求 到 开关 函数 已 我们 只 要 考虑 G,C， 
和 Gs。 从 Gi;、G: 和 G;: 的 所 有 可 能 回路 和 空 组 
的 集体 {C,}、{C2} 和 {Cs}， 其 中 
{C}={$, (01,01,03)} 
{Cs} ={$,(b1,b2sb), (bs bs bs), (ba, bo)} 
{Cs}={$, di, dd), (dad de), (di,d:,ds, ds)} 
我 们 可 以 得 到 
{P..,}=min{(a BC IC EEC}= {00), Ces,0)} 
{Po }=min{(b DBC) CE {CH = {08 ), C6.,b0), (bs, 64)} 
{P,s}=min{(d,,d) DC | CAEACsH = Ad ,ds), ds,ds,d), (di, du ds), 
(ds,ds)} 
轩 此 开关 函数 玉 ;; 为 
Fis=F,,, Fo,o 


Fo at ara) Chit babet dsb) didst dsdydst didids+t 
dsds) 
这 个 方法 适用 于 计算 机 分 析 开关 网 络 。 另 外 ， 如 果 需 要 计算 不 止 一 个 开关 画 数 时 ， 我 们 
可 以 应 用 定理 2 -16 中 路 径 尝 体 问 的 三 角 关 系 来 简化 表达 式 。 
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第 四 节 ” 截 制 组 佐 阵 的 可 实现 性 


关于 并 关 网 络 的 合成 ， 我 们 在 第 五 章 第 四 节 中 已 经 看 到 一 个 例 于 (图 5 一 7) 。 那 是 利 
用 回路 矩阵 的 ， 有 时 也 可 以 利用 截 割 组 矩阵 来 合成 。 不 过 有 了 回路 抵 阵 或 截 割 组 矩阵 ， 并 不 
是 一 定 可 以 构成 线性 图 的 。 换 名 话说 ， 一 个 二 进 制 的 矩阵 要 成 为 一 个 线性 图 的 截 制 组 矩阵 或 
回路 矩阵 ， 必 须要 满足 某 些 条 件 。 


“70 


从 第 十 章 第 八 节 的 式 〈5 一 80) 或 《5 一 81》 中 ， 我 们 知道 从 一 个 城 划 组 抵 阵 可 以 得 到 
一 个 回路 给 阵 。 所 以 为 了 了 研究 一 个 矩阵 能 否 实现 为 一 个 图 的 茂 制 组 矩阵 或 回路 逢 阵 ， 我 们 只 
要 研究 能 否 实现 为 载 关 组 纸 阵 就 能 了 。 另 人 外， 一 个 截 制 组 矩阵 总 是 可 以 表达 为 基本 截 制 组 失 
阵 的 。 所 以 本 节 主 要 研究 一 个 矩阵 成 为 一 个 图 的 基本 截 制 组 玫 阵 的 可 实现 性 。 首 先 ， 我 们 学 
习 一 些 术语 。 

如 果 有 一 个 国 它 的 规制 组 矩阵 为 玉 ， 那 么 这 个 矩阵 鼠 就 叫 作 可 实现 的 蕉 制 组 抵 嘴 。 

设 矩阵 中 的 形式 为 LR, ; Cr]J， 对 及 的 行 ;而 言 的 一 个 丈 - 子 矩阵 ,符号 为 厅 ( 间 ,是 尽 的 一 
个 子 狂 阵 ， 系 从 G 中 (1 ) 测 除 行 i 中 所 有 非 零 秆 的 那些 列 ， 和 { 2 ) 删 除 行 ;而 得 到 的 。 合 
如 ， 假 设 RR 为 


bd ff az ce e 9 
1fr1 0 0 1 0 0 3， 
211 1 0 y 1 0 0 

R= | 
310 1 1 ”0120| 
4.0 0 119 6 0 11 


关于 行 1 的 互 - 子 握 阵 召 0;， 是 把 列 5 和 列 o 过 同行 ! 都 删 除 后 而 得 的 ， 即 


f 
211 0 1 5 © 
HD)=3l1 1 0 1 0 
4l0 1 6 0 1 


为 了 显示 关于 行 ;的 一 个 万- 子 抱 阵 五 (全 是 某 一 信子 图 的 一 个 蕉 制 组 抵 跌 ， 我 们 一 定 先 
要 研 完 型 除 一 个 城 割 组 对 一 个 图 的 其 余 截 制 组 的 影响 。 设 5, 是 一 个 图 G 的 一 个 基本 裁 册 组 抵 
阵 Cy 中 出 行 直 所 代表 的 一 个 基本 截 制 组 。 那 么 期 除 行 ;中 所 有 非 零 值 ， 即 1 的 各 行 就 等 于 从 
G 中 册 涂 怕 于 才 割 组 5 ,的 各 边 。 

设 玉 是 G 中 也 有 点 的 点 组 ， 了 ,大 局 于 截 制 组 5S, 的 有 关 点 的 子 组 那么 ,~ 人 OV,; 是 
图 GG 中 除 六 ,以 外 的 所 有 其 余 点 的 子 组 。E CY x 让) 是 G 中 所 有 各 边 的 边 组 的 子 图 ， 它 就 是 
本 身 ! 而 ECV ,x 术 )) 和 各 人 术 ，x 六 是 现 个 分 别 与 这 ,和 广 , 有 关 的 子 图 。 则 

EV xV)ES,=EV,xV)UE(P,xY,) 《0 一 17) 

这 表示 一 个 国生 珊 除 规制 组 5 的 各 过 后 ， 我 们 入 


下 人 


得 到 两 个 子 图 E(x) 和 巨 (7; x 素 )， 如 , CA 
图 10 一 13 所 示 。 
设 S, 和 39, 是 图 人 的 两 个 基本 规制 组 。 当 '， (~ !! 
中 各 边 出 除 后 ，5; 可 能 不 是 G 删 除 5; 后 所 得 已 
到 的 图 G, 的 一 个 基本 规制 组 。 网 20 一 1 


定理 10 一 B， 设 S ,= (Vx 六,) 是 一 个 图 G 中 关于 一 村 生成 畦 (或 宁 ) 了 的 一 个 基本 截 害 
组 ， 并 且 枝 6, 是 人 在 S. 中 。 设 Si 是 7 中 包括 枝 e; 的 另 一 个 基本 规制 组 . 假使 被 e; 是 在 子 图 
已 ( 玉 ;x 玉 ) 之 中 ， 那 么 子 图 E(V ,x 六 ,) 中 的 一 梨 生 成 衬 了 = 了 站 上 (VY ,x 了 ,) 中 包括 枝 e; 的 
一 个 基本 被 制 组 S$; 将 为 

Si=5S,O5) {10—18) 


* 1?1。 


这 里 应 注意 7 个 玉 (x 玉 ,) 是 生成 树 耻 的 一 部 分 ， 是 在 子 图 包 (VV,x 太 疏 之 中 。 

证 ， 很 明显 ， 线 注 图 EB(V ,xV) JE ( 玉 ,x 六 ,) 是 分 离 的 ， 所 以 在 生成 树 了 中 锋 入 子 图 
(六 ,x 六 ,中 的 任何 一 条 弦 将 产生 一 个 回路 C， 它 只 包括 ( 广 , x 天,) 中 的 各 边 。 这 就 是 说 枝 
ei; 不 在 回 睁 CC 之 中 。 所 以 截 惹 组 S; 不 包括 瑟 (P ,xx 玉 亲 中 任何 一 条 芯 。 从 一 个 基本 规制 组 的 
定义 可 知 $, 中 不 包括 赂 于 已 ( 瑚 , x 玉 ,) 欧 树 T 的 任何 一 梳 。 所 以 S; 不 包括 请 (六 ;x 玉 ) 中 任 
何 一 条 边 。 

我 们 知道 当 且 仅 当 在 志 ( 扩 ,x 太 门 中 的 一 条 驴 。, 和 生成 树 T ,产生 包 括 核 e; 的 一 全 回路 时 ， 
纺 e* 是 在 S1 之 中 -可 是 , 落 es 和 生成 树 7 将 产生 同样 这 个 回路 。 所 以 ,如果 纺 er 是 在 88 之 中 ， 
它 册 在 S) 之 中 ， 或 者 5S; 二 Si。 

既然 S, 不 包括 瓦 ( 丈 ,x 史 ,) 中 任何 一 条 边 ， 并 且 不 在 S ,中 的 纺 一 定 是 一 条 在 S， 中 的 纺 ， 
所 以 S;=5;S,。 这 个 论证 对 于 (了 F, x,) 是 空 组 时 也 是 适用 的 。 目 


攻 10 一 14 


例 10 一 6 在 图 10 一 14( 4 ) 中 的 线性 图 G 中 ， 概 使 我 们 选择 一 棵 生成 树 了 = 《4 ，c， 
。 ，9) ， 一 个 基本 截 制 组 S;=E(V x)= 《qd，e。，f) ,其 中 ,一 (I，2，5)， 
天 = 《3，4)》。 从 图 G 中 删除 $ ,中 所 有 各 边 后 得 到: 汐 图 EE(F ;x 六 ,)UE(F ,x 产 :) 吉 图 
《5 ) 所 示 。 我 们 可 以 看 到 了 = 了 NNECV ,x 小 = 《a ，、e】， 是 子 图 (VV ,x 玉 )) 中 的 一 棵 生 
成 树 。 

设 另 一 个 基本 截 划 组 .9i= ECV jx 六 /=(58，c，d), 其 中 P=(1，5) 和 六 ,=(2， 
3 ，4)。 注 意 了 中 的 祝 。 是 在 S; 之 中 。 在 E(x 矿 小 中 ， 对 T 而 言 ， 只 有 一 条 弦 b， 这 
条 台 加 到 了 ,将 产生 一 个 回路 C = (ea ， 上 5 ，c)， 它 包括 校 c。 记 以 基本 截 制 组 $1 对 志 (7, x 
六 站 中 的 T 而 言 ， 是 S1 一 (5b ，c)， 这 就 是 Sf=515.。 

现在 我 们 可 从 以 下 一 条 定理 中 看 出所 一 子 竹中 名 6 是 子 图 (Vx,) JE( 六 ,x 六 ) 中 
的 一 仿 基 本 蠢 组 抢 阵 。 

定理 10 一 7 。 设 一 个 图 妇 中 关于 一 晶 生 成 材 了 的 一 个 基本 规制 组 算 阵 为 Cr。 设 Cy 中 行 ， 
代表 基本 截 割 组 $,= (VF, x 太 )。 那 么 关于 Cr 中行 计 的 五 - 子 扯 阵 媚 t 是 一 个 图 (7, x 
严 ) U 巨 ( 玉 ,x 太 中 关于 生成 休 7;L Ts 的 一 个 基本 裁 制 组 扼 降 ， 其 中 Ti= 了 五 ( 六 xz 
和 7T,=T 了 NB, x ,), 

证 ， 由 定理 10 一 6 知道 ， 因 为 在 (7 ,x 六,) 中 关于 生成 树 7, 的 每 一 个 基本 截 制 组 5; 可 
以 表述 为 5; 昌 5,。 网 样 ， 在 全 ,x 站,) 中 关子 符 成 柑 了 , 的 每 一 个 基本 截 钊 级 S; 可 以 号 湛 
31=.S Si。 关 于 Cr 中 行贿 一 个 所 - 子 十 阵 如 5 可 以 泪 S, 中 册 除 对 应 各 弦 的 各 列 和 删除 对 
应 一 条 栈 的 行 ; 来 得 到 的 。 所 以 在 五 to 中 每 一 行 代表 5o 虽 S,， 并 且 在 Cy 中 除 行 i 外 ， 每 行者 
是 在 厅 几 之 中 。 上 


“172。 
例 10 一 7 ”在 图 10 一 14( a ) 的 图 G 中 ， 关 于 生成 树 祝 (a ，“，e ，9) 的 一 个 基本 截 
补 组 矩阵 Cy 是 

bdfh ecag 

i 0110:1000 

cl 1100i0100 

2| 100030010 

3 ooiiio0o01 


关于 行 寺 的 Cr 的 召 - 子 矩阵 娓 () 是 
bh cag 
1110:100 
Hiw=2|10:010 
3[01:001 


这 是 图 10 一 14( 5 ) 中 图 EE(V ,x 六 ,UE( 玉 ,x 站,) 中 关于 生成 林 T,UT,=(c，a，9) 的 一 
个 基本 裁 制 组 矩阵 。 

假使 (VV, x 玉 和 尼 ( 扩 ,x 丈 ,) 都 不 是 空 的 ,那么 因为 图 已 (,x 玉 :)U 已 ( 杰 ,x 产 ) 的 基 
本 裁 制 组 可 以 分 成 两 个 集体 ;一 个 集体 包括 关于 了 ,的 所 有 基本 截 割 组 , 另 一 个 包括 关于 7 的 
所 有 基本 截 割 组。 可 以 看 出 ， 两 个 集体 中 的 基本 截 负 组 间 是 没有 共同 边 的 。 所 以 备 行 代表 着 
这 些 基本 截 制 组 的 如- 子 矩阵 五 (上 可 以 分 块 成 


HD| 。 


《10 一 19) 


How= 


HD, 


式 中 及 () ,代表 图 E(V ,x 太 ,) 中 的 一 个 基本 截 出 组 姑 阵 ， 而 让 ), 代 表 图 EE 他 ， x 六, ) 中 的 
一 个 基本 裁 制 组 矩阵 。 当 声 ( 矿 , x 六,) 是 空 组 时 ， 正 (站 ,也 是 空 的 。 

另 一 方面 ， 当 把 太 4) 任意 分 据 成 式 10 一 19》 形 式 时 ， 互 (让 ,和 末 (i), 也 许 不 能 分 别 给 
出 子 图 (VY ,x 玉 )) 和 ECY, x 站,) 的 基本 截 制 组 从 阵 。 

例 10 一 8 ”图 10 一 15(a) 的 线性 图 G 中 关于 生成 树 
T=(e，fj，9，h，1) 的 基本 裁 儿 组 矩阵 Cj 是 
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图 10 一 15 
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obecd eg 
oooj reg600 
2]1100i101000 
C3111010900100 
410110i00010 
sliooiloooo0l 
一 个 玉 - 子 矩阵 太 (2) 是 

cd eghkl 

1i0 oi1000 

HO)=3|1 00 100 
A4110i0010 

510 1i0001 

从 G 中 删除 基本 截 制 组 S$,= (a ，5，f) 中 各 边 后 所 得 的 图 E(V ,xV)UE(7, x 了,)， 


把 囊 oo 分 块 成 ， 


ca 
3 1 0 
4 1 0 
五 (2) 一 5|0 1 


iH(2), 


这 里 可 以 看 出 媚 (2): 是 马 ( 广 ,x 亚 2 中 关于 7 = (9，A， 7) 的 基本 截 制 组 矩阵 ， 而 刀 (2) ;是 
互 ( 太 :x 广 ) 中 关于 Ts= (e ) 的 基本 截 制 组 抵 阵 。 另 一 方面 ， 我 们 也 可 以 把 及 (2) 任意 分 块 


可 是 这 科 分 块 出 来 的 及 (2) ,和 态 (2), 都 不 是 ECY ,x 玫 ,) 中 关于 T= C9， 有, 1) 的 基本 截 害 
组 抢 阵 。 

下 而 我 们 要 看 看 关于 生成 树 7 中 的 一 树枝 被 短 捷 时 对 于 一 个 基本 截 制 组 矩阵 的 影响 。 当 
我 们 把 这 个 结果 推广 ， 并 且 连 同 太 - 子 矩阵 的 性 质 ， 就 可 以 得 到 乱 阵 的 可 实现 性 测试 算法 。 
定理 10 一 8 : 设 Cy 是 一 个 图 中 关于 一 标 生 成 树 了 的 一 个 基本 截 割 组 矩阵 。 设 S, 是 Cr 中 行 ; 所 
代表 的 一 个 基本 截 割 组 。 设 e: 是 5, 中 的 一 树 棱 。 再 设 CTi) ,是 Cj 的 一 个 子 乱 阵 ， 得 自 (1 ) 
删除 行 ; ， 和 《2 》 删除 所 有 等 值 列 。 那 么 CD ,是 G(2;) 的 一 个 基本 截 制 组 矩阵 ， 而 
G2) 是 从 G 中 短 捷 校 e; 后 所 得 到 的 图 。 


+ 174. 


证 ， 这 是 闭 为 TOLe,) 是 G (ei 的 一 裸 生成 树 。 设 e; 是 了 中 不 同 于 ,的 兄 一 六 。 假 设 在 
树 了 中 插入 一 杀 弦 产生 一 个 包括 ,的 回路 C， 这 全 辐 路 当 技 e, 短 捷 后 仍 是 一 个 包括 e 的 回 
路 。 所 以 G 中 关于 7 的 所 有 基本 规制 组 ， 当 e, 短 捷 时 ， 除 3S, 外 ， 将 是 关于 TG(e,) 的 所 有 基 
本 截 关 组。 目 

和 眼 设 我 们 要 得 窜 一 个 如 图 10 一 16 所 示 线 竹 图 G 7 的 一 个 基本 规制 组 窍 阵 M， 而 G' 是 得 自 
图 10 一 13， 不 过 把 子 图 E( 玉 ,x 友 ,) 中 的 所 有 各 点 台 并 在 一 起 。 我 们 知道 吾 〈 产 ,x 歼 ,) 是 从 图 
G 中 别 除 关于 生成 树 7 的 一 个 截 制 组 S;= 吾 (V, x 六) 中 所 有 各 边 后 所 得 到 的 两 个 最 大 连通 了 
图 中 的 一 个 。 我 们 也 知道 ,= 了 1 Ef 玉 , x 严 ，) 是 图 ECF, x 下 ,) 的 一 棵 生成 桂 。 因 为 7 包括 
(Vx 广 ) 中 所 有 的 点 ， 而 EE( 玉 ,x 六) 中 的 备 点 可 以 把 Ts 中 所 有 各 梳 短 抚 而 使 之 重合 。 所 
以 根据 定理 0 一 8， 一 个 图 个 ' 中 关于 树 TS7, 的 一 个 基本 鹤 审 组 矩 医 M 可 以 从 基本 规制 组 
矩阵 C; 中 删除 去 代 奖 着 包括 了。 中 各 村 的 基本 截 割 组 的 各 行 ， 并 且 删 除去 所 有 等 秆 的 各 列 而 
得 到 的 。 


EW xy 


图 10 一 16 


例 10 一 9 ”在 图 10 一 17(o ) 的 图 G 中 ， 关 于 生成 树 修 = (el!，e。，es;，es，。,，es) 的 基 
本 截 制 组 拒 阵 Ci 是 
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设 S, 是 Ses= EY ,x)=(C1,Ci,Cye9)。 所 以 y=(1 ,2,3) 和 FF,=(4，5， 
6 ,7 ) ,5,, 的 相应 于 图 (Vx 六) 和 (VY,x 玉 ) 如 图 19 一 17( 65》 扬 东 。 从 这 些 子 几 中 可 


以 看 出 T.=={eJ,，e) 是 E(Y ;x 六 ,) 的 一 梨 生 成 树 , 和 Ts 二 Ce,,es,ee) 是 ECV, x ,) 的 一 晶 
生成 树 。 

在 图 G 中 把 Bf 玉 , x 天,) 的 所 有 各 点 都 重合 在 一 起 而 得 到 的 斤 S , 如 图 10 一 1?(c) 所 示 。 
我 们 可 以 看 出 TOTs= (e,，ea。，es) 是 G 7 的 一 棵 生成 树 ， 并 且 关 于 了 后 7: 的 基本 截 党 组 是 
5S. So, 和 Sse 

汐 了 从 Cs 中 得 到 GG' 中 关于 生成 树 阳 T 的 一 个 基本 截 制 组 矩阵 M ， 我 们 删除 对 应 基本 
截 钊 组 S.,，3.。, 和 5,, 的 各 行 ， 结 果 得 
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从 例 10 一 3 中 ， 我 们 清楚 为 了 能 够 得 到 GS' 的 一 个 基本 玲 放 组 逢 阵 ， 必 须 《 1 》 删除 
对 应 于 S.1，3.4，…。，3.{ 的 各 行 ， 其 中 ef，e5，…，ef 系 平 图 已 (天 x 天) 中 生成 树 了 一 


TNE (天 x 玉 ?中 的 各 枝 ， 以 及 《〈2 ) 贺 除 各 零 值 列 。 所 以 我 们 只 需 知 道 Cy 让 电 些 行 对 应 
于 蕉 割 组 $./，S;,，…，3.f。 现 在 ,我 们 准备 应 用 且 - 子 矩阵 的 特性 ,回忆 BCT; x 六) 的 一 
个 基本 裁 割 组 矩阵 是 马 (D: 分 居 瞩 式 (10 一 19》 鬼 形式 。 基 果 遇 (站 可 以 有 不 同方 法 分 当 成 
式 (10 一 19) 的 形式 ， 那 么 其 中 有 一 秆 分 块 方法 将 给 出 对 应 于 已 ( 矿 , x 瑚 的 一 个 基本 裁 害 
组 抵 阵 。 所 以为 了 得 到 G 7 的 一 个 基本 截 害 组 矩阵 对 所 需 有 删除 的 各 行 就 是 太 (1); 的 各 行 。 由 
于 项 除 这 些 行 后 所 产生 的 零 慎 列 很 明显 是 对 应 于 EE( 玉 ,x 也 ,) 的 各 边 ， 所 以 我 们 可 以 说 ， 从 
CC 中 删除 五 :的 折 有 行 和 列 ， 就 可 以 得 到 G 的 灯 。 

局 样 ， 在 图 10 一 二 的 局 中 ， 把 CV, x 下,) 中 的 各 点 重合 ， 如 图 10 一 18 所 示 。 从 中 得 到 
图 G* 中 关于 生成 树 7 GT 的 一 个 基本 裁 几 组 抵 阵 ， 它 是 可 以 从 Ci 中 岗 除 TY, 的 所 有 行 和 
列 来 得 色 的 。C 人 “和 C* 的 这 两 个 基本 截 制 组 矩阵 叫 作 闻 - 子 矩阵 对 。 

设 区 形式 为 <R, 1 U] 。 对 于 尽 中 行 ;的 瑟 - 子 矩阵 末 ( 站 的 贺 定 分 块 , 如 式 (0 一 18) 
所 示 。 尺 的 一 个 如 - 子 逢 阵 对 是 一 对 子 害 阵 于 介 ,和 MG， 其 中 好 QD), 系 由 只 中 删除 属于 
厅 (i); 的 所 有 有 行 和 列 而 得 到 的 ， 对 (让 。 系 由 怀 中 删除 周子 厅 () ,的 所 有 行 和 列 而 得 到 的 。 

注意 ， 当 万 (2 ,是 零 时 ， 从中 没有 生 各 列 可 以 戎 险 ， 所 以 ， 对 (Da= 尽 。 同 样 ， 
如 果 太 (让 ,是 零 时 ，M (站 ,= 

例 19 一 10 在 例 10 一 8 pe 我 们 可 以 竺 到 五 (2)) 和 Fa 为 
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Hs=1 [1] 


Ci: 中 关子 行 2 的 于 - 子 撼 阵 对 时 (2) ,和 37(2): 可 用 下 列 步 又 求 得 。 为 了 求 得 好 (2)，， 我 们 吕 队 
行 1 和 列 ef 这 绿 @ /中 组 成 并 (3}sJ]。 结 果 为 
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因为 五 (2) 和 包括 行 3， 芋 和 5， 和 列 "=，d，9， 上 和 1， 从 Cr 中 删除 这 些 行 和 列 ， 得 
M12), 为 
Ge 了 
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子 图 G' 和 GG* 如 图 10 一 19 所 示 。 
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我 们 可 以 看 出 ， 一 个 基本 截 灶 组 撼 阵 Cr 中 关于 行 了 的 对 - 子 和 矩阵 对 的 MD ,和 好 (有 下 
列 特性 ， 

(一 ) MD, 和 Mt{iy) 是 线性 图 的 基本 截 宴 组 矩阵 。 

(二 ) Cr 中 除 行 了 以 外 的 任何 行 是 在 17 (0 ,之 中 ， 或 在 好 (f]， 之 中 ， 但 不 是 在 两 者 之 
中 。Ci 的 行 i 是 既 在 (3) ,之 中 ， 叉 在 村 {i); 之 中 。 

(三 ) CJ 中 除 在 行 i 中 有 1 的 那些 列 以 外 的 任何 列 是 在 MD 之 中 ， 或 在 Mi， 之 中 ， 
但 不 在 两 者 之 中 。 在 CJ 中 行 i 有 1 的 各 列 是 既 在 型 (之 中 ， 又 在 时 (站 :之 中 。 

(四 ) 在 线性 图 灵 ' 中 【 它 的 基本 截 包 组 竹 阵 是 MI5， 并 且 它 是 在 E( 有 ,x 丈 ,) 中 重合 
各 点 得 来 的 > ， 好 人 ;中行 了 所 罗 事 的 基本 截 币 组 也 是 一 个 关联 组 。 局 样 ， 在 线性 图 G? 中 
[ 它 是 在 蕊 kt，x 素 , ) 中 重合 各 点 得 来 的 ] ， 寻 (让 中 行 了 所 代表 的 基本 规制 组 也 是 一 个 关 
联 组 。 

特性 《一 )》、《 二 》 和 (三 ) 是 从 一 个 基本 裁 荐 组 Cy 所 组 成 M (站 ,和 戏 (的 过 程 中 让 
芒 得 出 的 。 从 特性 中 我 们 想起 呈 “ 是 由 于 已 ( 玉 ,x 产 ,) 中 备 点 重合 而 得 来 欧 。 记 以 Cs 中 行 i 所 
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代表 的 基本 截 制 组 变 成 G "中 的 关联 组 。 局 样 ，G ”是 出 (Vx 六 1) 中 各 点 重合 而 得 来 的 。 
所 以 Cr 下行 半 所 代表 的 基本 截 割 组 变 或 G“ 中 的 关联 组 。 

天 为 我 们 通过 上 述 步 联 总 是 可 以 从 Cr 中 得 到 一 对 于- 子 宇 阵 和 相应 的 图 G' 和 GG”， 我 们 
有 下 面 久 定理 。 
定理 10 一 9， 如 困 Cs 是 一 个 基本 截 审 组 矩阵 ， 则 对 应 于 Cy 中行 有 一 对 对 - 子 抵 阵 村 (让 ,和 
于 人， 它们 有 下 列 特 性 ， 

《一 》 好 (人 ,是 一 个 线性 图 的 一 个 基本 规制 组 矩阵 ， 另 外 ， 对 (人 中 行 了 所 代表 的 基本 
鹤 害 组 是 线性 图 的 一 个 关联 组 。 

(二 》M(), 是 一 个 线性 图 的 一 个 天 本 截 割 组 年 阵 ， 其 中 好 (GD): 中行 i 所 代表 的 基本 截 
制 组 是 线性 图 的 一 个 关联 组 。 

在 图 10 一 20(a ) 中 有 一 个 线性 图 G， 其 中 基本 鹤 沽 组 $ ,包括 边 e1{，e;，~:，e;。 假 使 
我 们 在 每 条 边 的 中 间 添 加 一 个 点 ， 如 图 (& ) 所 示 。 新 添 这 些 点 后 ， 假 使 我 们 把 这 些 点 重合 成 
为 一 个 点 i， 如 图 ( 6 ) 所 示 。 现 在 我 们 把 点 i 分 割 为 二 ， 结 困 把 图 G 分 离 为 G' 和 SG” ， 如 图 
《c》 记 示 。 我 们 君 到 ， 图 G' 和 G* 是 由 于 拭 EE(V ,x 玉 ;) 和 世人 P ,x 六 ,) 中 的 各 点 分 别 重合 
而 得 到 的 。 
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图 le 一 20 


假使 图 10 一 20(c ) 中 G" 和 他 "是 任何 两 个 线性 图 ， 它 们 的 将 性 有 :，(TDMCGD ,和 好 人 :分 
别 为 G" 和 G"“ 的 基本 截 制 组 爷 阵 ， 和 (2)G “的 痢 (i) ,中 行 i 所 代表 的 基本 截 制 组 是 一 个 关联 
组 ， 和 G 7 的 47(): 中 行 二 所 代表 的 基本 蕉 制 组 是 一 个 关联 组 。 在 这 些 情况 下 ， 在 G7 和 G* 中 
的 备 边 是 那些 自 半 { 让 ,和 放 所 ,的 行 :所 代表 的 关联 组 所 对 应 的 一 个 点 所 连接 着 的 。 设 这 一 
个 点 是 点 i。 就 是 涪 ，G' 中 点 i 是 在) ,中 行 所 代表 的 关联 所 对 应 的 点 ， 和 "中 点 1 是 
藤 中 :中行 i 所 代表 的 关联 组 所 对 应 的 点 。 设 连接 到 GG' 筷 "中 点 i 的 各 这 为 ef，e2 …， 
efe 又 设 9 中 的 点 ui 是 边 ef 所 直接 的 点 ，G 中 的 点 vs 是 边 e; 所 连接 的 点 ， 其 中 PP 二 1， 
2，…， 天， 拖 图 (了 ) 所 示 。 然 后 将 人 "和 G* 中 的 两 条 边 e 用 一 条 边 来 代替 ， 后 一 条 过 连接 
着 nz 和 ui p= 1，2，…，。， 我 们 就 得 到 一 个 线性 图 G， 如 图 《e) 所 示 。 可 以 看 出 这 
个 线性 图 G 的 基本 截 制 组 矩阵 是 Cr。 所 以 连 加 定理 10 一 8 ， 我 们 得 到 下 一 定理 。 
定理 10 一 10， 当 县 仅 当 一 个 年 阵 Cy 中 对 应 于 行 ;的 一 对 守 - 子 奸 阵 好 GD 和 对 (D， 可 以 分 别 
实现 为 线性 图 G' 和 C* 的 基本 截 制 组 矩阵 ， 并 且 使 得 果 菩 :的 行 上 和 对 人)。 的 行 [分别 为 G” 
和 C" 的 关联 组 时 ， 这 个 矩阵 Cr 才 可 以 实现 为 一 个 缓 性 图 作 的 基本 截 央 组 矩阵 。 
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必须 十 分 注意 五 - 子 抢 阵 和 对 -~ 子 算 阵 的 行 名 和 到 名 是 对 应 着 一 个 给 定 抢 阵 Cr 的 行 和 列 
的 。 例 如， 并 (的 行 了 对 应 车 Cr 的 行 的 。 

正 像 我 们 测试 一 个 窍 阵 人 的 一 对 M- 子 矩阵 对 GD :和 j (9 - 来 检查 Cy 是 否 是 一 个 基本 截 
玫 组 矩阵 那样 ， 我 们 可 以 铀 试 一 个 揪 备 邓 0 的 一 对 M- 子 托 隆 来 检查 对 (D ,是 否 是 一 个 基 
本 载 彰 组 矩阵 。 但 是 有 一 个 约束 ， 就 是 行 i 要 表示 出 是 一 个 关联 组 。 此 外 ， 我 们 可 以 拿 这 
对 子 竹 阵 中 的 一 个 作 闪 一 个 给 出 的 窍 曙 ， 并 且 做 成 另外 一 对 对- 子 矩阵 来 检查 一 个 矩阵 下 香 
是 一 个 基本 截 制 组 矩阵 ， 并 且 某 些 竺 定 行 表示 出 是 些 关 联 组 。 这 个 方法 可 以 继续 下 去 。 在 进 
行 中 ， 我 们 应 用 下 述 的 方法 来 表示 出 一 些 行 代表 一 些 关 联 组 。 

在 一 个 并 - 子 矩 芝 的 括号 内 由 元 素 值 所 表明 的 行 疡 ， 产 ，…， 六 ， 训 (六 
定 是 代表 关联 组 那些 行 。 上 面 已 经 讲 过 ， 当 两 个 线性 图 G ”和 G" 的 基本 截 割 组 年 泗 分别 为 
时: 和 好 GD) ， 而 要 从 它们 得 到 一 个 线性 图 时， 我 们 只 要 把 对 应 着 由 行 i 所 代表 的 关联 
组 的 点 上 上 所 连接 着 的 那些 边 e; (p= 1，2，…， 上 } 中 原来 的 两 段 边 代 以 一 条 边 就 行 了 。 
如 图 19 一 205 qd ) 积 Le} 所 示 有 那样。 所以， 由 于 OD ,或 关 ( 仆 ,中 一行 所 代表 为 任何 一 个 关联 
组 ， 除 行 ! 以 外 ， 仍 将 禄 下 来 以 表示 一 个 关联 组 。 这 样 ， 我 们 有 下 一 定理 。 
定理 1 一 11: 设 一 个 矩阵 C 鸭 一 对 闻 - 子 答 阵 为 (P7 和 (站 ， 其 中 万 关 一 兰 
刻 革 让 半生 六 所 让 福 意 只 有 i 是 在 时 (Cw…j 详 和 G4… 冯 站 两 考 之 中 】, 当 且 仪 当 和 (4… 
开间 和 及 (4…7 让 可 以 实现 为 线性 图 避 ' 和 从 "的 革 本 截 制 组 矩阵 , 生 (733G “中 帕 行 训 ,-…; 记 和 
i 所 代表 的 那些 基本 截 着 组 是 些 关联 组 ， 和 (2) 6" 中 由 行 癌 … 放 和 i 所 代表 的 那些 基本 截 割 
组 是 关联 组 时 ，Cj 才 可 以 实现 为 一 个 线性 图 的 基本 蕉 旬 组 矩阵 ， 其 中 由 行 i，…，j， 六 ， 
”， 六 所 代表 的 那些 基本 截 制 组 是 些 关 联 组 。 

设 MD 是 一 个 基本 截 制 组 振 阵 中 关于 行 工 的 一 对 对 - 子 和 矩阵 中 的 一 个 ， 并 且 (ssi 是 
好 (CD ,中 的 一 行 。 让 我 们 考虑 好 (中 甘于 行 :的 一 对 邓 - 子 审 阵 。 亲人， 中 关于 行 i 的 这 晤 
仿 对 -~ 子 抵 阵 有 这 样 一 些 特 性 ， 就 是 这 两 个 中 的 一 个 局 时 包括 乞 ?, 和 行 ;:， 而 另 一 个 只 包括 行 
i,， 但 是 不 包括 行 ii。 同 时 包括 重 和 行 i: 的 那个 用 本 (i， 7) 来 表明 ， 而 另 一 个 只 包括 行 i; 而 
不 包括 行 i. 的 用 寻 (i;) 来 表 上 明 。 

-- 般 地 潮 ， 我 们 可 以 得 到 闭合 .…i) 中 关于 行 入 ,到 不 是 行 i，i:，*…， 中 某 一 个 前 
一 对 洒 - 子 给 阵 ， 设 这 两 个 子 容 隆 中 的 一 个 包 插 行 i ，i，…，i。tm 扩 8)， 当 然 也 包括 行 
ie。 我 们 用 答 号 Mi: iot+) 来 表明 这 个 子 拭 阵 。 另 一 个 子 矩 阵 很 清楚 是 好 (nr 
&fssj。 根 据 定 吾 19 一 11， 当 县 充当 村 人 pp 人 和 型 人 可 以 实现 为 基本 蕉 荐 组 
矩阵 ， 但 是 有 一 个 约束 ， 姓 那些 行 i，j，…， 说 和民 表 些 关联 组 时 ， 算 
和 阵 加 (hiewini) 才 可 以 实现 为 一 个 基本 裁 钢 组 顷 血 ， 它 的 那些 行 i，i，…，i，…, 训 代 
表 些 关联 组 。 

只 要 p 不 在 括 红 之 内 ， 我 们 就 可 以 组 成 一 个 计 - 子 宁 阵 大 (i…i,) 中 关于 行 ? 的 一 对 MM- 子 
外 话 。 当 一 个 村- 子 甜 阵 夺 (i120…i;) 包 括 行 i，1s，…， 二 时 ,这 个 地 - 子 矩阵 虹 做 最 小 好- 子 
矩阵 。 所 以 如 果 一 个 W- 子 手 阵 Mi mn) 只 包括 行 i， 5，…，a 了 时 。 这 个 采 - 子 垂 降 就 是 
一 个 最 小 邮 - 子 拒 笑 。 

因为 在 一 个 报 小 好 - 子 撼 阵 中 ， 每 一 行 都 在 括 弧 之 内 ，。 每 一 行 一 定 代表 着 一 个 关联 组 。 
因此 一 个 最 汪 3Mf- 子 矩阵 一 定 是 一 个 销 减 关联 矩阵 。 

因为 每 一 行 我 们 都 可 以 组 成 一 对 M- 子 矩 蜂 ， 在 一 个 有 ?au 个 点 的 一 个 连通 图 的 -个 基本 
截 割 组 矩阵 C 中， 我 们 可 以 得 到 wa, 个 最 小 M- 子 矩阵 。 这 些 r, 个 最 小 M- 子 矩阵 组 成 一 个 矩阵 
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C7 的 最 小 MW- 子 矩阵 组 。 
定理 10 一 12， 对 一 个 基本 鹤 荐 组 撼 阵 Cy 讲 ， 有 CG; 的 一 个 最 小 1- 子 矩阵 组 ， 其 中 每 一 个 景 小 
41- 子 失 阵 是 一 个 缩减 关联 甜 隆 。 

当 一 个 机- 子 和 矩阵 可 以 分 块 成 


H= 本 (10—20) 


时 ， 就 有 很 多 方法 来 组 成 MM- 于 矩阵 对 ,因此 一 个 基本 截 割 组 矩阵 Cj 的 最 小 寻 - 子 矩阵 对 不 可 
能 是 唯一 的 。 这 就 有 下 一 定理 。 
定理 10 一 13， 当 且 仅 当 一 个 给 阵 尽 =CR。| UJ 有 一 个 最 小 邮 - 子 抢 阵 组 ， 且 组 中 每 一 个 只 - 
子 矩 阵 是 一 个 缩减 关联 矩阵 时 ， 和 矩阵 是 可 以 实现 为 一 个 线性 图 的 一 个 基本 截 割 组 和 矩阵。 
测试 一 个 矩阵 是 否 是 一 个 缩减 关联 甜 阵 是 很 容易 的 ， 因 为 一 个 缩减 关联 甜 阵 的 每 一 列 一 
定 最 多 有 两 个 1 。 如 果 一 个 矩阵 的 每 列 最 多 有 两 个 1 ， 我 们 就 能 够 构成 一 个 线性 图 ， 使 这 个 
矩阵 是 这 个 图 的 一 个 缩减 关联 和 矩阵。 
例 10 一 11 假设 一 个 抵 阵 尺 为 


apec de foghnl! 
1[i1110011000) 
2|10100:;0100 
R=3 00111 :0010 
4.0 1 10 1 ! 0 0 0 1 
删除 行 1 中 有 1 的 各 列 ， 并 且 再 删除 行 1， 得 到 一 个 万 - 子 矩 阵 林 (1)， 它 可 以 分 块 成 
g dehl 


所 以 关于 行 1 的 一 对 寻 - 子 矩阵 为 


好 (Di 一 


1 
M(1)s= 3 


MD， 的 五- 子 矩阵 百 (2) 为 
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因此 ， 取 所 (2)= 开 1 3 和 乒 人 2):= 旨 于- 子 挎 阵 克 512) 可 以 得 让 MD 而 不 删除 任何 行 和 
列 ， 即 
MU = MD 
这 是 一 个 最 小 计 - 子 抢 阵 。 对 - 子 拭 阵型 (2) 可 忌 得 自 放 (了 ) 而 不 丽 除 行 1 和 和 列 56 和 种 并， 即 
arc 9 
M2=2 [11 1] 
这 是 一 个 最 小 寻 - 子 矩阵 。 对 (12) = MD ,表示 窍 阵 放 (12} 中 的 每 个 元 素 值 等 于 第 阵 放 中) ,中 
对 应 的 元 素 值 。 可 是 符号 好 (12) 和 对 (1) . 却 有 着 不 同 的 约束 。 这 就 是 说 ， 对 (12) 的 行 1 和 行 
2 一 定 各 代表 着 一 个 关联 组 ， 不 过 在 3 (1) 中 只 需要 行 i 代表 着 一 个 关联 组 。 
于 (1) ,的 末 - 子 矩阵 霖 (3) 为 


ab 
1[1119 
Ho 101 


这 个 矩阵 不 能 吾 像 《10 一 19》 那 样 分 抉 了 ， 所 以 我 们 取 态 (3),=$， 这 样 有 
M(U1)= MD): 
和 
caeh 
MG)=-s[1 111] 


这 是 一 个 对 - 子 害 阵 。 最 后 ， 从 计 (13) 中 期 除 在 行 4 中 有 一 的 各 列 并 删除 行 4， 我 们 得 到 
对 (13) 的 所 - 子 矩 降 刀 (本 并 加 久 分 块 得 


of dh 
1[11: 


3L00 1 | 


必 (13) 中 关于 行 4 的 一 对 几 - 子 秆 阵 为 


HD= 


1f111010 

MID=413 131¢01 

这 是 一 个 最 小 的 型 - 子 矩阵 
5 cde hi 


31911114 
MGD=4 | 10101 


这 也 是 一 个 最 小 姓 - 子 矩 隆 。 了 既然 最 小 训 - 了 于 算 螺 组 MM(12)，N(2)， 作 (3)，M (14) 和 和 (84) 
满足 定理 10 一 13， 所 以 给 出 的 矩阵 丸 是 一 个 线性 图 的 一 个 基本 截 割 组 矩阵 。 

从 一 个 图 的 基本 截 制 组 矩阵 Cy 出 发 ， 通 过 下 列 步骤 可 以 构成 一 个 线性 图 。 

(一 ) 有 了 一 个 线性 图 的 基本 截 制 组 征 和 涟 他 (13) 后 ， 上 先 用 它 的 缩减 关联 矩阵 邓 (14) 和 
2(34) 构 威 两 个 图 ， 如 图 19 一 21L a ) 和 (5 ) 所 示 。 然 后 合并 而 成 为 一 个 线性 图 ， 如 图 <c ) 所 
不 。 
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《二 ) 将 纵 减 关联 矩阵 M(12) 构 成 一 个 线性 图 ， 如 图 10 一 22 所 示 。 将 这 个 图 与 第 一 步 中 
所 得 到 的 图 10 一 21( c ) 合 并 即 得 基本 截 制 组 矩阵 Cj 的 线性 图 ， 如 图 10 一 23 所 示 。 


图 10 一 22 图 10 一 23 


注意 ， 用 这 些 步 又 来 求 取 Ci 的 最 后 线性 图 时 是 用 不 着 只 有 一 行 的 缩减 关联 矩阵 的 任何 
线性 图 的 。 另 外 ， 定 理 10 一 13 也 适用 于 分 离 图 的 。 

有 很 多 情况 ， 在 得 到 最 小 作 - 子 矩阵 之 前 ， 我 们 就 可 以 发 现 一 个 给 定 的 矩阵 是 不 能 实现 
为 一 个 基本 稚 割 组 宛 阵 的 。 下 面 二 定理 就 给 出 这 样 的 情况 。 
定理 10 一 14， 设 杂 (fpa… 训 是 一 个 M- 子 和 矩阵， 如果 有 一 列 中 在 总，i，…。z 中 至 少 有 3 个 
1， 那 么 M (ia…i) 就 不 能 实现 为 行 5，ia，…，? 代 表 着 关联 组 的 一 个 基本 截 制 组 矩阵 。 
定理 10 一 15， 如 果 包 括 行 训 ，i,，…，is 的 矩阵 杂 (fifa…f) 的 子 矩 阵 不 是 一 个 缩减 关联 低 阵 
时 ， 那 么 M (iia…i) 不 能 实现 为 ii，i，…，f 代 表 着 关联 组 的 一 个 基本 截 割 组 矩阵 。 

例 10 一 12 ”有 一 个 矩阵 呈 为 


obrcqde fogh 

1f10111000 
2|j11010100 
Ros3l11100010 
4[l111100801 

取 行 1， 女 - 子 矩 阵 碌 () 为 
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?1200 
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4i:1001! 


这 个 矩阵 不 能 分 块 ， 我 们 到 (DD),=$。 所 以 可 - 子 矩 阵 如 (1), 和 放 (DD 为 
M(D,=R 
gg cd ee 


MD:= 1[1 1 1 1] 
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取 M(D; 的 行 2， 它 前 召 - 耶 矩阵 可 (2) 为 


oom 
"oo 


局 二 


所 以 如 (1) 1 中 关于 行 2 的 一 对 骨 - 子 矩阵 为 
M(12)1=R 
abuaf " 
MDi=2[1 1 工 1] 
同样 ， 表 (12) 中 关于 行 3 的 一 对 训 - 子 矩阵 为 ， 
M(123)1=R 
apec 9 
M1=3[1 111] 


因 半 (123) ;中 包含 下 列 的 子 矩 阵 
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其 中 舍 行 是 在 括 红 之 中 《就 是 侠 行 一 定 代表 着 一 个 关 歌 组 》， 这 个 子 矩 阵 一 定 是 一 个 缩减 关 
歌 称 阵 。 可 是 ， 列 有 3 个 1， 所 以 这 个 子 矩 阵 不 可 能 是 一 个 缩减 关 歌 矩阵 。 因 此 根据 定理 
10 一 15， 在 这 样 的 M- 子 矩阵 组 前 情况 下 ， 只 不 可 能 实现 为 一 个 基本 截 制 组 矩阵 。 因 为 用 行 
1，2 和 3 不 能 得 到 其 它 的 M- 子 矩阵 组 ， 所 以 我 们 可 以 判定 这 个 矩阵 丸 不 是 一 个 基本 裤 割 
组 矩阵 。 
为 了 去 除 不 可 实现 的 矩阵 ， 下 面前 定理 是 一 条 重要 定理 。 
定理 10 一 16: 对 于 一 个 给 定 前 手 阵 尽 =[ 尽 .| U] ， 如 时 有 一 个 子 和 矩阵 R‘=[Ri i UU 是 不 
能 实现 为 一 个 基本 鹤 制 组 矩阵 时 ， 那 么 阵 尺 是 不 可 实现 为 一 个 基本 截 割 组 矩阵 时 ， 那 么 拭 
阵 丸 是 不 可 实现 为 一 个 基本 截 制 组 矩阵 的 ， 其 中 忆 ' 是 一 个 单位 矩阵 。 
证 ， 假使 R=[R, 1 已 ] 是 一 个 关于 生成 树 了 的 一 个 基本 截 制 组 答 阵 。 因 为 在 失 阵 中 删除 
一 些 行 相当 于 在 了 中 短 捷 一 些 校 。 我 们 可 以 删除 一 些 行使 余 留 下 米 的 矩阵 了 .的 行 数 与 怀 的 
行 数 正 相等 。 注 意 R。=[R。。 i 是 一 个 线性 图 的 一 个 基本 被 割 组 矩阵 。 可 以 看 出 删除 尺 。 的 » 
一 些 列 等 于 删除 掉 对 应 这 些 列 前 一 些 苞 。 这 样 我 们 删除 掉 只 在 只 .中 而 不 在 只 ?中 的 一 些 列 而 
能 够 得 到 一 个 线性 图 的 一 个 基本 截 割 组 矩阵 的。 这 是 与 不 能 实现 性 的 假定 相 违 背 的 。 
所 以 尺 不 应 是 一 个 基本 截 制 组 矩阵 。 目 
例 10 一 13 ”因为 垂 阵 


求 


ob cde fy 
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L=|l1 1010101 
il1l1100021] 
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不 能 实现 为 一 个 基本 截 割 组 矩阵 〈 交 倒 10 一 12) 。 辑 果 尾 何 一 个 矩阵 尺 的 形式 为 [ 民 。 U2。 
并 包含 工 矩阵 作为 它 的 子 和 矩阵 上 时。 尺 是 不 能 实现 为 一 个 基本 截 制 组 矩阵 的 。 

上 面 讲 的 测试 一 个 截 割 组 矩阵 成 为 一 个 图 的 可 实现 性 时 ， 我 们 需要 对 这 一 个 给 定 的 矩阵 
妇 愉 运算 。 这 个 算法 对 于 在 某 革 限制 条 件 下 给 成 一 个 基本 裁 寡 组 矩阵 岂 许 是 不 方便 擒 。 

现在 我 们 先 研究 一 下 一 个 平面 央 中 一 个 裁 制 组 矩阵 与 一 个 回路 汗 阵 间 的 关系 。 

假设 CU 18j 是 -个 平面 图 人 ,的 一 个 基 木 回路 矩阵 。 根 据 定 理 6 一 24， 和 矩阵 [8, 1U J 是 
G. 的 对 侦 图 0, 的 基本 裁 制 组 矩阵 。 同 样 ,如 果 [C。10 7 是 一 个 平 古 图 G ,的 一 个 截 割 组 拭 障 ， 
那么 矩阵 [Lic] 是 ,的 对 偶 图 G: 的 一 个 回路 矩阵 。 另 一 方 盏 ， 很 设 算 阵 [Yi UJ 是 一 个 非 
平面 图 的 一 个 回路 矩 陆 ， 那 么 根据 定理 6 一 21， 一 个 非 平 画图 不 可 能 有 有 对偶， 所 以 CN10] 
不 可 能 是 一 个 此 本 截 制 组 。 另 外 ， 定 理 10- 一 16 说 如 果 一 个 矩阵 [ 八 iU] 含有 一 个 不 是 裁 制 组 
矩阵 区 子 矩 咽 ， 那 么 这 个 矩阵 就 不 是 一 个 基本 裁 希 组 矩阵 。 
定理 10 一 17， 如果 一 个 矩阵 [W iT] 有 一 个 于 矩阵 是 两 个 典 漠 的 非 平面 图 中 之 一 或 它 的 同 古 
的 一 个 甘 本 回路 甜 将， 那么 这 个 闫 隆 就 不 是 一 个 基本 戴 袖 注 年 阵 。 

下 列 的 矩阵 ， 用 符 导 六 。 表 示 ， 


0 
1 
1 


有 一 个 畦 丈 的 性 质 ， 就 是 凡是 有 六 ,或 六 ;组 成 鸡 窍 阵 ， 如 [六 ,1 UJ 或 -和 N61U4J， 都 不 可 能 
是 一 个 基本 截 勿 组 矩阵 ， 其 中 和 世 部 是 单位 矩阵 。 有 了 这 个 特 岂 ， 上 面 的 定理 可 以 扩充 
为 下 面 这 一 定理 。 
定理 10 一 18: 如 时 一 今 矩阵 [六 上 EC 含有 (CD 六 台 ，(2CN6IU 1 ， 和 (3) 两 个 典型 的 
非 平面 加 之 一 或 它 的 同 奈 撮 一 个 基本 回路 矩阵 ， 这 三 老 中 之 一 的 ， 这 个 矩 陆 就 不 是 一 个 基本 
截 割 组 矩阵 。 
定理 10 一 19， 当 且 仅 当 一 个 抵 阵 [ 闪 ; D] 不 含有 下 列 之 一 时 : Go CC 
和 (3) 西 个 典型 的 非 平面 图 之 一 或 它 共同 胚 的 一 个 基本 加 路 矩阵 ， 这 个 短 阵 才 是 一 个 基本 截 
制 组 矩阵 。 

根据 式 〈5 一 82》 或 式 〈5 一 83) 所 给 出 的 一 个 截 制 组 矩阵 与 一 个 回路 矩阵 的 关系 ， 上 
一 定理 也 可 修改 为 
定 虱 10 一 20， 当 且 仅 当 一 个 矩阵 TN ji 不依 有 下 列 之 一 时 ,CT ON 
和 《3 两 个 典型 的 非 平面 图 中 之 一 或 它 的 同 豚 的 一 个 基本 截 制 组 矩 足 ， 这 个 狂笑 才 是 一 个 基 
本 辐 幢 所 阵 。 

对 于 无 向 图 ， 我 们 采用 形 - 子 矩 阵 来 测试 一 个 矩阵 是 委 是 一 个 基本 载 逢 组 所 阵 。 对 于 有 
向 图 呢 ， 我 他 也 可 久 用 睹 同 的 方法 来 测试 一 个 基本 规制 组 拭 陆 。 可 是 我 休 一 定 要 网 研究 一 个 
有 向 图 的 一 个 基本 裁 钊 组 矩阵 的 特 福 。 
定理 10 一 21: 如 果 一 个 矩阵 5, 一 Fi 是 一 个 有 向 图 G 的 一 个 基本 埠 割 组 第 阵 ， 那 么 C 也 
是 另 一 有 车 图 G'， 它 是 把 6 中 各 边 的 定向 其 倒 过 来 而 得 到 的 有 向 图 的 一 个 基本 裁 出 组 矩 

证 ; 当 一 个 外 的 各 边 的 定向 颠倒 过 来 后 ， 我 们 得 到 相 癌 克 茂 割 组 氮 降 ， 只 是 那些 截 割 组 
的 定向 相反 而 已 。 腹 
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下 一 定理 表示 一 对 M- 子 矩 降 基 重要 特 竹 ， 它 导致 一 个 有 间 图 的 一 个 基本 截 割 组 矩 降 的 
可 实现 性 。 
定理 10 一 22。 设 一 对 寻 - 子 矩阵 好 1 ,=[M .1 站 关于 行 p 为 村 :和 村 ,。 假设 有 一 有 向 图 g,(& 二 
I 了，2)， 使 (1 )g: 的 世 本 截 制 组 短 泗 他 ,(8 二 T，2 )，(3 在 g: 中 有 一 个 点 p， 使 Ms 中 的 行 
8 或 Mi 中 (一 1 乘 行 p 代 表 关 于 点 ?的 一 个 缩短 关联 矩 降 ，&= 1 ， 2 。 那 么 就 有 一 个 图 g1+2， 
使 (1 ) Ms: 是 gs 的 一 个 基本 规制 组 矩阵 ， 和 (3) 对 于 ad, 中 除 行 p 以 外 的 其 它 每 一 行 9 ， 如 
果 不 是 行 9 就 是 (一 1) 笋 行 9 代表 9 的 一 个 缩减 关联 矩阵 ， 那 么 好, ,中 或 是 行 9 或 是 (一 1 ) 科 
行 9 就 代表 落 g,* 中 的 一 个 缩 玻 关 联 矩 降 ，A= 1 ， 2。 

这 个 定理 与 定理 10 一 13 杠 似 。 
定理 10 一 28: 当 且 仅 当 一 个 手 阵 刃 =[ 尺 。; 7] 有 一 组 最 小 对 - 子 给 阵 , 组 中 每 一 个 最 小 好 - 子 
外 陈 鸡 某 些 行 乘 以 《一 1 ) 时 就 成 为 一 个 缩 碟 关联 矩阵 时 ， 这 个 抵 降 玉 是 一 个 有 向 图 的 一 个 
基本 截 制 组 矩阵 。 

注意 ， 当 下 仅 当 一 个 秆 了 包 括 +1，~1 和 0， 而 且 每 一 列 有 着 一 个 非 零 值 或 正 负 号 相反 
的 两 个 非 零 值 装 ， 这 个 经 隆 是 一 个 缩减 关联 算 阵 。 我 们 知道 ， 对 于 一 个 有 间 图 。 关 于 点 的 
一 个 缩减 关联 经 阵 可 以 夫 达 为 E(x 六 ) UE(FFx 玉 ), 它 的 定向 是 从 P 到 六 的 。 我 们 也 知 道 
对 于 一 个 点 p， 玉 (px 桶 UE (px p) 或 是 一 个 丧 制 组 或 是 珍 负 组 的 边 不 共用 并 集 。 假设 
互 (px 让 UECpxp) 是 从 P 到 p， 那 么 因为 定向 的 相反 ， 组 Etpx PUE(Pxp) 不 是 一 个 六 
让 关联 冠 阵 。 假 设 这 个 组 几 一 个 戴 制 组 结 阵 的 行 了 所 代表 。 我 们 知道 (一 1 采 行 5 等 于 把 
这 组 的 定向 侧 过 来 。 所 以 《一 1) 乘 行 后， 代表 行 p 药 组 ECLpx 及 UE 全 x 站 就 变 成 一 个 
缩减 关联 矩阵 。 有 了 这 个 事实 ， 再 应 用 定理 10 一 22， 我 们 就 可 以 证 明定 理 10 一 23 了 。 

例 10 一 14 有 一 个 定 降 丸 为 
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将 邮 , 的 行 4 和 Me 的 行 4 都 乘 以 《一 1) 得 
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bcade ht 了 
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因为 MM,，MM,，Ms，M! 和 性 都 是 缩减 关联 拢 阵 ， 祖 据 定理 10--23， 拢 阵 是 一 个 有 向 图 的 
缩减 关联 甜 阵 。 


第 五 节 开关 网 络 的 合成 


所 渭 网 络 的 合成 就 是 根据 给 定 的 要 求 ， 设 计 一 个 网 络 。 在 开关 网 络 或 接点 网 络 的 合成 
中 ， 要 求 都 是 用 开关 函数 的 方式 给 出 的 。 恕 果 用 其 它 方式 给 出 时 ， 它 们 也 是 可 以 转变 成 开关 
函数 的 。 

一 个 开关 函数 可 以 表达 成 各 种 不 同方 式 ， 像 在 本 章 第 二 节 中 已 经 讲 到 过 的 标准 和 式 和 标 
准 嫉 积 式 。 要 求 合成 网 络 时 所 给 出 的 开关 函数 ， 我 们 假定 是 用 标准 和 式 表达 的 。 

在 合成 一 个 二 端 开 闫 网 络 时 ， 给 出 一 个 标准 和 式 的 有 六 个 变数 的 开关 函数 F(x, ,2、 
…， zw) ， 要 求 设计 出 一 个 网 络 在 点 i 和 j 之 问 实 现 函 数 所 示 的 传输 情况 。 

如 果 我 们 不 考虑 节省 接点 数目 的 问题 那么 合成 网 络 是 很 容易 的 。 因 为 用 大 量 的 接点 总 
是 可 以 实现 一 个 开关 函数 的 。 可 是 这 种 浪费 现象 一 般 是 不 能 接受 的 。 一 个 好 的 网 络 设 计 必 须 
要 用 越 少 越 好 的 接点 数 来 实现 开关 函数 的 要 求 。 由 于 这 个 要 求 ， 合 成 就 不 是 一 件 轻易 的 事情 
了 。 图 10 一 24 中 有 3 个 图 ， 都 能 实现 一 个 很 简单 的 开关 函数 :==wz+wy+wz 十 zyz 《只 
有 4 个 变数 ) 的 要 求 。 这 3 个 网 络 中 最 简单 的 一 个 是 图 〈c) 。 我 们 也 许 要 问 ， 这 一 个 是 否 
是 可 能 实现 方法 中 最 经 济 的 一 个 呢 ? 如 果 是 的 ， 我 们 怎 能 确信 呢 ? 对 某 一 开关 函数 ， 是 否 有 
任何 方法 能 保证 我 们 获得 一 个 最 经 济 的 接点 网 络 呢 ? 


‘ay 
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用 最 少 接点 数 来 实现 一 个 任意 开关 函数 至 今 还 没有 解决 《小 非 彻 底 地 列举 各 种 方案 》， 
而 且 看 起 来 ， 在 最 近 的 将 来 也 不 会 解决 的 。 可 是 ， 邵 困 我 们 只 考 虚 开 关 网 络 中 个 别 方式 叫 作 
单 接点 网 络 ， 或 SC 网 络 ， 那 么 问题 就 容易 处 理 了 。 

所 谓 单 接点 网 络 是 一 种 无 向 图 ， 其 中 每 一 条 边 有 不 同 的 布尔 变数 〈 或 系 变数 ， 或 系 它 的 
补 数 ) ， 这 样 在 单 接点 网 络 中 ， 每 个 接点 可 以 单独 地 或 不 相关 地 开放 或 泌 合 。 便 如 ， 图 10 一 
6 是 一 个 单 接点 网 络 ， 而 图 10 一 24 则 不 是 。 

如 果 一 个 开关 函数 能 够 用 一 个 单 接点 网 络 来 实现 时 ， 这 个 函数 就 吧 作 单 接点 函数 或 SC 
函数 。 肢 然 在 一 个 单 接点 函数 中 一 个 变数 只 出 现 一 次 ， 所 以 这 个 表达 式 是 无 法 简化 的 。 换 名 
话说 ， 一 个 单 接点 函数 是 不 含有 完 余 项 的 。 每 一 个 乘积 项 代表 着 某 规定 两 点 之 间 的 一 条 不 同 
的 路 径 ， 并 且 每 一 乘积 项 中 每 一 个 文字 对 应 着 路 径 中 一 条 不 同 的 边 。 例 如 ， 已 =ap+acd 十 
Gec 不 是 一 个 单 接 点 函数 ， 而 严 = b+ acd 是 一 个 单 接点 函数 。 

在 这 一 节 中 ， 我 们 只 考虑 那些 开关 函数 是 完全 确定 的 ， 所 谓 完 全 确定 的 函数 是 指 它 的 真 
值 表 是 1 或 是 0 ， 而 不 是 没有 确定 的 。 

若 果 集 体 { 卫 ,,} 中 所 有 元 素 忆 ,, 的 乘积 与 开关 函数 户 ,, 有 下 列 关系 

下 ,= 之 六 乘积 《10 一 21) 


那么 { 忆 .4 叫 作对 应 一 个 完全 确定 了 的 开关 英里 名 十 一个 集体 。 
例如 ， 如 果 己 ,= a(6+ ce)++d(e +bc)， 那 么 对 应 着 下,, 的 集体 {了 ,,} 为 
{P,}={(a,6), (a,c,e), (d,e), (b,c,d)} 
因为 在 一 个 单 接点 网 络 中 每 边 的 权 是 不 同 的 ， 我 们 就 方便 地 以 一 边 的 权 作 为 一边 的 名 
称 。 当 我 们 把 一 个 开关 函数 表达 为 
所 ,= Psi 乘积 


PsE{Pes 
时 ， 我 们 可 以 看 出 如 果 对 应 于 严 ;; 的 开关 网 结 是 一 集 接点 网 络 的 话 ， {PP 必 一 定 是 点 1 和 j 
之 间 所 有 可 能 路 径 的 集体 。 由 于 这 个 理由 ， 一 个 单 接点 函数 应 有 下 列 必要 条 件 。 


定理 10- 一 24， 对 于 { 卫 ,;} 中 请 ,的 任何 奇数 。 比 方 说 P， 卫 ,，…， 忆 2464，,， 其 中 集体 {Pj} 对 
应 着 一 个 单 接点 网 络 的 完全 确定 的 开关 函数 F,;， 那 么 在 { 卫 ,;} 中 有 了 
了 SP 四 PP 四 四 Ps (10 一 22》 


证 ， 恕 果 { 已 ,是 点 计 和 ;之 间 所 有 可 能 路 径 的 集体 ， 那 么 奇数 已, S { 已 ,的 环 和 是 一 
个 好 一 图 的 好 它 或 是 一 个 路 径 忆 ， 或 是 一 个 路 径 已 和 一 些 回路 的 一 个 边 不 共 用 并 集 ， 其 
中 已 E{Pi}。 
例如 ， 如 果 天 ,=a(8+ce)+bcad。 那 么 {Pi={(a 的 ， (ace)，(bc,d) 。 因 
为 (a,8) 包 (a,c,e) 全 (8,c,d)=(d,e)， 而 且 没 有 PE{P,,} 可 以 满足 式 (10 一 25) ， 所 
以 到 :不 是 一 个 单 接点 网 络 的 完全 确定 的 开关 函数 。 
现在 让 我 们 复习 一 些 对 单 接点 网 络 的 合成 有 帮助 的 子 图 集体 的 特性 。 在 上 一 节 中 ， 我 们 
已 经 知道 如 何 从 一 个 基本 截 掩 组 矩阵 C; 来 合 或 一 个 线性 图 。 从 第 五 章 第 八 节 中 我 们 有 在 一 个 
基本 截 制 组 矩阵 Cy 与 一 个 基本 回路 矩阵 之 间 的 关系 如 下 
Cr=[BI 1 (10 一 23) 
从 定理 2 一 7 中 我 们 知道 一 个 基本 回路 害 阵 是 很 容易 从 所 有 可 能 回路 集体 {C} 中 得 到 的 ， 即 
{C}= min{E} (10—24) 
其 中 { 器 是 一 个 线 狂 图 C 中 所 有 可 能 欧 拉 图 的 集体 。 所 以 如 果 给 出 一 个 集体 { 有 +， 我 们 就 可 


"la7. 


以 得 到 一 个 线性 图 。 

一 个 单 接点 函数 下 ;: 将 给 出 点 i 和 i 之 间 的 所 有 可 能 路 径 集 体 { 卫 ,;;}， 但 不 是 {5}。 可 
是 从 第 二 章 第 十 一 节 中 ， 我 们 知道 {. 几 ;有 n。 一 2,+2 个 生成 元 ， 其 中 4 和 4, 分 别 是 一 个 
连通 罗 的 边 数 和 点 数 。 既 然 我 们 要 从 一 个 完全 确定 了 的 单 接点 函数 斑 , ;来 合成 一 个 单 接 总 网 
络 *， 我 们 可 以 假定 这 个 网 络 或 图 G 是 连通 的 。 而 且 ， 从 三 :人 台 成 的 单 接点 网 络 9 有 一 夸 性 ， 
就 是 每 一 条 边 至 少 是 在 从 :到 j 的 路 径 中 。 因 此 ， 可 以 看 出 人 或 是 不 可 分 的 ， 或 是 包 括 & 个 
不 可 分 子 图 g;、gs，"…，gs， 它 们 是 《1》 这 些 子 图 中 没有 两 个 是 有 共同 边 的 ，〈2) 这 些 
子 图 中 任何 两 个 至 多 有 一 个 共同 点 ，〈3 》 有 一 1 个 截 制 点 ， (4) i€g 和 i Eg 和 (5) 
从 到 j 的 每 一 条 路 径 经 过 所 有 一 1 个 截 制 点 ， 如 图 19 一 25 记 示 。 这 详 ， 可 以 看 出 


{Pu}BAP,) ={0} (10—25) 
其 中 {C} 是 GS 中 所 有 回路 集体 。 
A 
CU > 
又 10 一 25 图 由 一 只 


从 区 中 我 们 可 以 得 到 一 个 基本 回路 矩阵 B/。 掉 式 《〈10 一 23) 我 们 能 够 得 到 一 个 基本 
截 制 组 给 阵 Cr。 现 在 我 们 可 以 报到 一 个 线性 狠 ， 它 有 {C] 第 为 所 有 可 能 回路 的 一 个 集体 。 可 
是 ，G 不 一 定 有 { 已 ; 放 作 为 挫 革 到 守 的 所 有 可 能 路 径 的 一 个 集体 。 例如， 假使 {P;,}= 
{e ,的 (co 的 }， 那 么 


{Pu ®tP,} ={6, a, b,c,.d) 

图 10 一 26 中 前 C 有 (ap,c,G) 作 为 一 个 加 路。 因此 安 有 {CT 作 为 一 个 所 有 可 能 珂 路 的 集体。 
可 是 ，G 没 有 {0,6),， 《c,d)} 作 为 两 点 之 间 的 所 有 可 能 路 径 的 集体 。 

为 了 得 到 一 个 线性 图 ， 它 有 { 尸 ,站 作为 点 宇和 了 之 间 的 所 有 可 能 路 各 上 集体。 我 们 独 入 一 
条 边 y， 以 点 i 和 j 作为 这 条 过 的 端点 。 换 名 话说 ， 如 果 有 一 个 单 接点 网 络 忆 ， 它 有 {P,,} 
作为 点 i 和 j 之 问 的 所 有 可 能 夏 径 集体 ， 那 么 插入 一 条 边 ” 后 ， 一 个 新 的 线性 图 GU Cy) 将 
有 一 个 特性 。 就 是 ， 对 每 个 PE4P,;} 讲 ，(y》U P 是 一 个 加 四 。 因 此 

{WUP ={WUPIPE{P, {10—26) 

是 GU Cy) 中 诺 有 可 能 回路 集体 {C} 中 的 一 个 子 组 。 

既然 我 们 的 单 接点 网 络 有 一 个 特性 

{Pi OP ;= 0C} 

{(y) J PP, 小 将 包括 所 有 线性 无 关 问 路 ， 它 们 能 产生 全 U ta) 中 的 所 有 回路 。 因 此， 利用 { (5) 
JPi} 中 的 回路 。 我 们 能 够 每 到 GL 《 殷 中 的 一 个 末路 手 隆 召 "。 共 这 个 回路 矩阵 召 , 出 发 ， 我 
们 可 以 得 到 一 个 基本 加 路 矩阵 了 ,和 一 个 基本 截 制 组 扰 阵 C/。 有 了 这 个 沦 阵 Cj， 我 们 就 可 以 
构成 一 个 线性 图 人 了 。 

现在 一 个 重要 的 疑问 是 从 G' 中 删除 边 y 后 ， 能 否 给 出 一 个 羊 接点 网 络 ， 它 含有 给 出 的 
包 ,六 作 为 两 点 之 间 的 一 个 所 有 可 能 获 径 的 集体 。 下 而 的 定理 回答 了 这 个 疑问 。 
定理 10 一 25， 设 {PP,:} 是 对 应 着 一 个 完全 确定 了 的 开关 函数 下 ,/， 它 满足 定理 10 一 24。 设 P,， 
忆 ，…， 卫 .是 t 忆 ;站 中 线性 独立 的 路 径 ， 且 {P, 站 中 任何 一 个 其 它 路 径 书 与 这 些 路 径 不 能 
是 线性 独立 的 。 当 且 仅 当 有 一 个 图 数 为 N 的 无 向 因 G， 它 的 线性 独 诗 回路 是 (DUP,，(s) 
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UPs，…，( 人 | 了 Pn， 其 中 不 在 {P,, 的 任何 一 条 申 径 之 中 时 ， 没 有 边 y 的 6 是 一 个 济 足 
玉 ,; 的 单 接点 网 络 。 
证 ， 息 设 有 一 个 加 数 为 入 的 无 疝 图 5， 其 中 (由 Pi，( 妨 UPs，…，(#)U Px 是 些 线 
性 独立 的 问 踏 。 没 设 在 S 的 点 i 和 二 之 间 有 一 条 路 径 P'， 它 不 在 {了 ,} 之 中 。 了 既然 (UP” 
是 中 的 一 个 回路，(y) 届 了 ' 可 以 用 (四 UP，(5)UP 了 Ps，…，(y)U Pw 中 几 个 的 环 和 得 到 
的 。 再 推 而 广 之 ， 设 
(UP ={DUPIEUDU PDBUDN UPan) C10—27) 
其 中 2 吕 士 1] 魏 六 ， 那 么 
P=P,BPD™DPn {10—28) 
因为 ,i 满足 定理 10 一 24， 了 ' 一 定 是 在 {了 ,;} 之 中 。 但 是 我 们 上 而 假设 P “不 在 {了 ,1} 之 中 ， 
所 以 这 是 着 盾 的 。 
假使 没有 边 zy 的 G 是 一 个 清 足 上 的 革 接 点 网 络 ， 那 么 很 明显 ，C 的 圈 数 为 W， 并 且 【 乡 
UP，GD UP …，(y) UPv* 是 线性 独立 的 回路 。 
注意 这 个 定理 中 所 谓 的 “满足 丫 ,; 的 单 接点 网 络 ” 的 意思 是 说 ， 在 单 接点 网 络 中 两 个 
点 ， 在 这 两 点 之 器 的 开关 甫 数 是 ,;。 这 里 的 “四 径 ”是 用 来 作 为 1, 六 中 的 一 个 元 素 的 。 
如 果 没 有 一 个 单 接点 网 络 能 满足 已, 时 ， 这 个 词 就 不 确切 了 。 
应 用 这 条 定理 ， 我 们 可 以 从 一 个 完全 确定 了 的 开关 函数 已 ,依照 下 列 步骤 合成 一 个 单 接 
虑 网 络 。 
(一 ) 测试 给 出 的 函数 上 :是否 满 足 定理 10 一 24。 如 果 不 能 的 活 ， 玉 ;ij 不 是 一 个 单 接点 
函数 。 
(二 ) 从 对 应 太 ;; 的 集 笨 {了 了;/} 中 取 线 性 独立 路 径 P,，P，，…，Pw。 用 加 路 (WL Po 
(的 UP (0 已 w 组 成 一 个 回路 矩阵 吾 。 
(三 》 恢 靠 行 和 列 的 初等 运算 ， 改 变 瑟 为 一 个 基本 回路 矩阵 五 ,=[CB]。 
《到 ) 应 用 式 0 一 23) ， 从 B/ 得 到 一 个 基本 规 割 组 矩阵 Cy=[ B,JU-。 
《五 ) 甩 上 一 节 中 的 方法 从 C ,得 到 一 线性 图 GG 。 
《六 ) 蔓 除 边 y， 结 果 油 图 G 是 一 个 满足 ;的 单 接点 网 络 ， 其 中 和 j 是 边 y 的 端点 。 
例 19 一 15 合成 下 列 完全 确定 了 的 开关 溺 数 
F,,=ab+acdt+bcetde 
《一 ) 取 这 个 开关 函数 的 前 3 项 进行 环 和 
P’={(0, Da, c,d) PS,c,e)}= (ee) 
这 个 二 {了 了 ,,} 之 中 。 因 为 这 个 开关 函数 能 满足 定理 10 一 24， 所 以 它 是 一 个 单 接点 函数 。 
(二 ) 有 从 { = 一 fas5)。 (ac dd，(5ce)，(ae)} 中 ， 疏 使 我 们 到 忆 ,=(a,5， 
P= (0,c,9)， 和 ,= (5 ,0,8) 作 为 线性 独立 路 径 。 出 第 一 步 知 P, 人 PP,= (de)。 
个 四 路 扰 阵 8 为 


abcadey 
(WUPf110001 
B=(WUP| 101101 
(WUP I 911011 


(三 ) 将 盏 中 的 一 些 列 进 行 置 换 ， 得 


183“。 


6deae 
1|100101 
B=2]010111 
8.101011, 
将 行 1 加 到 行 3， 得 
cy 
0 1 
11 ,=CUB,) 
191 
bde acy 
17111i10¢0: 
C=2|011:010| 
3 1101001, 
《五 ) 我 们 先 得 到 关于 行 1 的 末 - 子 夭 阵 六 (1) 
c yy 
2[ 
Fm- ho ] 
有 了 这 个 丹 - 子 拭 阵 ， 我 们 可 以 每 到 一 对 M- 子 甜 阵 凡 (1 和 并 人 )， 
bdeuc 
1|11110| 
M = 
人 1 | 
bdeuy 
1 11110 | 
mol | 


\ 
对 应 村 (1) ,和 加 (1); 的 两 个 线性 图 g, 和 g;， 如 图 :0 一 27 所 示 。 合 并 g, 和 g: 得 一 线性 图 GG, 如 图 
10 一 28Lo) 所 示 。 

(六 )》 从 G, 中 囊 除 边 y 即 得 到 所 求 的 单 接点 网 络 G， 在 点 wz 和 us 《这 是 边 z 原 来 的 端点 ) 
之 间 计 用 给 出 的 开关 机 数 。 

合成 单 接点 网 络 的 方法 不 止 一 种 ， 下 面 是 另 一 种 方法 ， 这 种 方法 与 前 一 种 方法 大 饲 小 
异 。 首 先 也 是 要 测试 一 个 给 出 的 开关 半数 让,; 是 否 是 一 个 单 接 点 函数 。 然 后 按照 下 列 步 骤 进 
行 。 

《一 ) 从 给 出 的 开关 函数 已， 得 到 一 个 关于 点 和 了 之 间 的 路 径 和 矩阵 已 op 。 

(二 } 在 矩阵 已 末 增 加 一 列 。 这 就 意味 着 在 点 i 和 /之 间 赠 加 一 条 边 ， 因 此 把 各 条 
当 径 变 成 各 个 回路 。 设 所 得 的 四 路 扼 阵 为 召 。 

{三 ) 在 8 中 用 模 2 消除 法 消去 所 有 的 相依 行 ， 并 加 以 置换 ， 以 得 到 基本 回路 矩阵 吾 一 
-UIB.), 

四) 应 用 式 (10 一 23) ， 了 从 B ,得 到 基本 截 制 组 矩阵 /=[B! 1 U2=[C.1U]。 
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J 
2 e 多 加 
四 E f 6 
已 a 
J 了 会 也 4 
CB [21 bi 
区 并 一 27 图 10 一 28 


《五 ) 在 C 的 各 行 中 进 各 适当 的 模 2 加 法 ， 以 得 到 缩减 关联 窍 阵 4r。 这 就 相当 于 得 到 

一 个 非 奇 异 变换 抢 蜂 刃 ， 使 
As= ROCs (10—29) 

式 中 4 的 每 一 行 最 多 只 能 有 两 个 ! ， 在 第 五 步 中 ， 本 质 上 我 们 是 把 各 基本 截 审 组 进行 不 同 
的 环 和 运算 ， 使 产生 关联 到 各 点 的 边 组 。 在 整个 过 程 中 ， 这 一 步 最 为 烦 珊 ， 并 且 对 于 大 的 线 
性 图 ， 可 能 进行 不 下 去 的 。 

(六) 对 A1 补 是 失去 的 行使 成 为 关联 奸 阵 4， 使 每 列 正好 有 两 个 1。 电 灌 阵 4 画册 线 
性 图 ， 其 删除 第 二 步 中 增加 的 那 一 条 边 ， 即 为 所 求 的 单 按 点 网 络 。 

例 19 一 16 ”合成 下 列 单 接点 函数 

Pij= rr Tvsrr tt Trarars + TXsTors t Zr 
+ ToTsTsrst Trarerirst XeTexr 


(一) 路 径 矩 阵 P 4 为 


1 1 1 1 8 
1C0110180 
100061101 
Pan=0 1 11000600 
11016401 
ol1l10111 
Coldg 


(二 ) 在 撼 阵 卫 1 /的 末端 并 加 都 是 1 的 一 列 ， 这 列 标 以 ze， 我 们 得 到 一 个 回 中 矩阵 召 
T. XT, Ts TU Ts Le Tr Ta To 
i10 193 170 


1 
0 
0 
1 
1 
0 
0 


oooocorcrr 

oprpoor- 

ororoer 

o-oo 

~ mb 
= 

A rr 


(三 ) 这 一 步 多 少 有 些 复 杂 。 所 消 消除 相依 行 是 把 一 些 行 用 机 2 加 法 加 到 另 一 些 行 以 便 
形成 一 个 单位 子 罕 阵 。 钢 恕 ， 在 召 中 将 行 1 加 到 行 2 和 行 3， 得 
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Ty Sa 3 Te Ts Ta Tr Te ro 
[i irerereor) 
10111100| 
人 

B= 010100001| 
ol1ro:oo1il 
J 
‘090011101 


在 好 中 ， 将 行 ? 如 到 行 4 和 行 6， 得 


TI 和 Ta Fs 区 


四 
所 
图 
8 
5 
由 


[111910101. 
| 
[39311091110 
B=,9990111¢1 
[oaeloolaa 
i0l10610011 
1I00060611101 


这 样 运算 的 目的 是 为 了 使 - 些 列 中 只 留 一 个 1 ， 而 且 也 要 注意 到 使 每 列 中 的 1 出 现在 不 
疝 的 行 中 。 最 后 得 


TY Ty Ts T, Ts Ts Tr Ts To 
“i11010101| 
070100001| 
i011010011 

9 
1000000009 
000000009 
[ooocoooogdo! 

从 有 :我 们 得 到 标准 形式 的 基本 回路 甜 阵 吾 ， 

2 Ts Te Ts Ts Ky To 
1000} 1111| 
B10100l106001| 
:0 010 1101 
[oool 0 111 


出 此 我 们 得 到 所 需 网 络 的 一 些 
同 路 牌 隆 8 的 秩 数 R= 让 
边 数 {包括 边 zo) nm-= 9 

由 此 可 网 #.=n.-3=6 
规制 组 矩阵 的 秩 数 = "一 1= 5 


息 。 


一 Ps 十 1 一 生 
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5 四) 对 应 第 三 步 中 召 / 的 同一 生成 树 的 基本 截 割 组 矩阵 为 


TL Re Ts Te Ta Ts Ts Tr To 


[1110i10000 
[Ji1oio 01000 
Cr=[BD OO= 10 1 11:00100 
io o00010! 
1111:00001| 


(五 ) 试 算 多 次 后 我 们 得 到 ， 如 果 对 Cj 进行 下 列 三 次 初等 行 运算 , 我 们 得 到 一 个 矩阵 ， 
每 列 最 多 有 两 个 1 。 这 些 模 2 运算 是 
行 5 加 到 行 1 


行 3 加 到 行 5 
行 4 加 到 行 3 
所 得 的 缩减 关联 抢 阵 4 为 

Ta Te Ts La Ts Ty wo 
(1?o00rroool] 
101001000. 
4=|001000110| 
“100 100010 
.010000101 


(六 ) 为 了 得 到 一 个 美 联 矩 阵 4， 我 们 在 47 的 底 上 加 一 行 ， 使 每 列 正好 有 两 个 1 


TI Te Ts Te Ts Ts Te Lr Xo 


000110001 
'101001000 
4 001000110 
1000019000 10 
010000101 
010011000 


有 段 后 根据 关联 矩阵 4 构成 一 图 ， 如 图 10 一 29 所 

示 ， 并 把 边 r。 (虚线 ) 删除 ， 就 得 所 需要 的 单 接点 网 络 。 
例 10 一 17 合成 单线 继 电 半 自动 闭塞 中 的 正 电 继 电 只 2 恕 7 电路。 根据 2 如 /的 励磁 条 件 ， 其 
开关 函数 为 


F-~apcdefh+rabcdeht+iabceg 

式 中 a 一 一 正 线路 继电器 ZX 

6 一 一 负 线 路 继 电 凯 全 站/; 

c 一 一 闭塞 继电器 召 S 

d 同意 接 夺 继电器 T7/; 

e 一 一 回执 到 达 继 电器 六 DDJ; 

了 一 一 准备 开通 继电器 ZK /， 

9 一 开通 继电器 天 TV 


一 闭塞 按钮 。 


这 个 函数 的 路 径 矩 阵 为 


构成 回路 矩阵 


其 基本 周 路 矩阵 万; 为 


局 
证 
I 
的 
王 


Soo 
mm 

~oo 
o> 

oso 
了 la oe 
mo 

Im = 

leon 

EE 

| 一己 

SS 
oo~“S 

中 
ml 安 名 
一 一 一 9 
[| "To 
二 
BB 


0 000 


C 


0 


1 


2 运算 ， 可 得 缩减 关联 矩阵 -4 如 下 ， 


10090909 


上 


0 3 


站 


1 4 


De 
乙 一 一 
-Ton 
moo 
oo0 
oo 
om 
oo0 
oom 
o-oo 
nm 


景 后 可 得 关联 抑 阵 4 如 下 : 
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cd 
17o0dc11l0g0000 
2|100001001000 
3|01100100000 
4il000000101009 
4=5i0000000160681 
85)j10000000100 
TI110060686460610 
8|ooloc00000011 
9l00010110000 


由 关联 第 阵 直 接 夯 出 线 福 图， 部 图 10 一 30 所 示 。 

在 画 出 加 福 医 后 ， 删 除 边 ， 进 而 考虑 到 前 后 楼 点 的 合用 ， 就 能 作出 正 电 织 电器 ZD/ 电 
路， 如 图 10 一 31 所 未 。 

在 一 个 单 接点 开关 函数 的 六 步 合成 法 中 ， 
我 们 看 到 第 一 、 二 、 由 和 六 步 是 容易 进行 的 ， 
而 且 对 FF,; 不 雷 要 有 什么 先决 条 件 。 第 三 步 比 
较 麻 换 ， 但 中 也 能 保证 这 到 。 和 灶 2 消除 法 可 


以 把 秩 数 上 的 任何 一 个 矩阵 变 成 下 列 形式 之 本 
到 昌 和 卫 
TT to lo ”lo 
a hh | 
了 
图 10 一 31 
fw 人 LU 
本 CU 0, 一- ~ (40—30) 
(| 0 


对 于 给 出 的 开关 函数 是 否 是 一 个 单 接点 函数 ， 上 述 的 第 1，2， 3 和 4 步 总 是 可 以 进行 
的 。 如 果 瑟 不 是 一 个 单 接点 函数 ， 到 了 第 5 步 就 会 失 政 ， 因 为 用 初等 行 送 算 ， 我 们 决 不 会 得 
到 一 个 缩减 关联 开 阵 。 这 就 是 为 入 人 径 我们 权 在 二 一 节 申 先 讲 基 本 截 几 组 抢 隆 的 可 实现 性 了 。 


第 六 节 ”不 定 开关 函数 的 单 接点 网 络 合成 


一 个 不 定 开关 函数 是 指 一 个 开关 函数 的 真 值 表 中 有 些 值 是 没有 确定 的 。 例 站 ， 下 列 的 真 
值 礁 
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Ts I, F 
0 0 10 
0 | 
1 0 |1 
1 9011 
式 中 符号 4 表示 五 值 是 没有 确定 的 。 
对 于 一 个 不 定 开关 务 数 下 ,符号 { 民 ,: 和 {4,/} 表 示 对 应 下 ,; 的 两 个 组 ， 它 们 满足 ， 
(一 ? Fw 一 > R. 乘积 Q10—31) 
Re{P,} 
C=) il) 二 六 2 染 积 (10—32) 
A ets} 


式 中 严 ,;(1) 是 把 FF;: 中 对 应 的 真 值 天 中 所 有 4 置 于 0， 和 厂 ,:() 是 把 正中 对 应 的 真 值 表 中 
所 有 1 和 罩 于 9， 以 及 所 有 4 置 于 1。 
注意 当 我 们 把 对 应 走 值 表 中 所 有 4 置 于 1 时 ， 


Fi=Fi(D) +F .A) (10—33) 
我 们 也 可 以 看 出 
{RU}N{z}=8 (10—34) 
我 们 可 以 用 太 ,y{1) 和 玉 ,:(4) 而 不 用 真 值 表 来 说 明 一 个 不 定 开关 和 函 数 的 。 例 如 ， 我 们 用 
Fisll)=7, 
Fii(ND=rz 
给 出 上 面 真 值 表 所 表示 的 一 个 不 定 开关 函数 ， 在 这 组 方程 中 的 集体 {R,;} 和 {27,,} 是 
{R= {2) 
{4,1}= (7, 71) 
当 一 个 不 定 开关 秀 数 给 出 了 时， 我 们 可 以 选择 {了 ;;}， 使 
《中 ,站 二 《PP 让 


以 及 任何 一 个 XE{41;} 可 以 在 {了 ;说 之 中 。 可 是 ,和 1P 1} 的 选择 一 定 要 能 按照 上 一 节 所 讲 
的 方法 合成 出 一 个 单 接点 网 络 。 下 一 例 于 说 明 选 择 集体 { 书 ,让 的 方法 。 
例 10 一 18 有 一 个 不 定 开关 请 数 ， 它 的 集体 { 民 ;y} 和 {4,} 为 
{R= {0,0, 1), (bd, ,Cesd,e), to,b.c)} 
{7}={td,e, fab, f) ,a,c e), bcd), C2,5,0)} 
假使 我 们 选择 { 卫 ,;} ={,;}， 这 种 选择 将 满足 定 理 10 一 24。 选 P= [2,8, 有 ，Ps=(6,d， 
DD， Ps=(c,d,e), 得 


ape de fy 
WUP{1i0o0i0o1iil 
B=WUPlo 1 0l10 11 
(WUPlo ol1il10l1 


因为 这 个 扰 阵 已 经 是 一 个 基本 回路 矩阵 如:， 所 以 我 们 可 以 根据 式 (10 一 23》 来 Cy 
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2c de fy 
1fo11lioeo| 
C2119110100 
3.110|0010 
4l111|°0041, 


根据 定理 10 一 18， 这 个 矩 隘 是 [六 ;| 7 幻 , 不 能 实现 为 一 个 图 的 基本 奏 锡 组 短 阵 。 所 以 (1} 
不 是 一 个 单 接点 函数 。 
现在 般 使 我 们 在 {了 ,,} 中 加 入 {4d ,e,f}， 那 么 
(d,e, BP DBP.= C4,6, DN ELL} 
根据 定理 10 一 24， (a,5, 了 一定 是 在 {了 ;小 之 中 ， 辣 样 
ld,e ,OPPBPs = (occ,e) EA 
表明 (a,2,e) 必 须 选 在 { 忆 让 之 中 ， 最 后 
(d,e. BPBP= ,c,d Es 
表明 tb,c,d) 一 定 是 在 {t 卫 ,;} 之 中 。 因 此 我 们 有 
{P={Ri}U{Cd,e,f), ob, f), a,c,e), (b,c dq) 
很 明显 ， 这 个 集体 满足 定理 10 一 24。 选 择 P,= (de ,万 也 作为 一 个 线性 独立 路 径 ， 我 们 


则 有 
cb cde fy 
(WIPO0O01Li ! | 
B=WJPAO 1 OTOLL1, 
WUP, 00011101 
Ue ororiill 
将 行 4 加 到 行 2 和 行 3， 得 
oped efy 
[1000i111 
EN 
00103610 
0001i111|] 
由 此 得 一 个 基本 截 害 组 短 茵 C; 
a b cd efy 
[T1101l1ioso 
C= 10911 ¢10 
10001 001 
将 行 3 加 到 行 2， 得 
ab 有 eg efyv 
fl1101 100] 
C=,0010 018 
0901 001| 
景 后 一 个 扰 阵 每 列 最 多 有 两 个 1， 因 此 我 们 可 以 构成 图 台 ， 如 图 10 一 32 所 示 。 出 除 边 y， 印 
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删除 虚线 ， 我 们 得 到 满足 ,; 的 单 接点 网 络 。 
如 果 我 们 不 是 选择 (d ,e ,f) 而 是 选择 (a,56,e》 作 为 {P,/} 的 一 个 元 素 ， 就 是 
{POR}U (0,b,e) 
那么 ， < 
(a,b,0) BPDP,=(d) {1} < 
因此 在 {P,} 中 再 加 入 {4,,} 中 任何 其 它 元 素 是 不 可 能 满足 定 ， 
理 10 一 24 的 。 所 以 ， 选 择 (d ,e , 力 是 得 到 一 个 所 需 的 单 接点 。 ， 4 
网 络 的 唯一 途径 。 上 7 
这 里 一 定 要 注意 的 是 对 { 忆 ,的 不 同 选择 , 只 要 在 { 忆 .让 CC ，> f 
中 所 出 现 的 不 同 布尔 变数 的 个 数 是 相同 的 ， 则 所 得 到 的 单 接 
点 网 络 中 的 边 数 是 不 变 的 。 换 句 话说， 一 个 单 接点 网 络 中 的 
边 数 是 由 {了 ,;} 中 不 同 布尔 变数 的 个 数 决 定 的 。 图 10 一 各 


第 七 节 多 接点 开关 网 络 的 合成 


在 单 接点 网 络 的 合成 中 ， 每 边 的 权 一 定 是 一 个 不 同 的 布尔 变数 。 但 是 在 多 接点 开关 网 络 
中 ， 一 个 布尔 变数 可 以 是 两 条 边 或 更 多 边 的 权 。 
多 接点 开关 网 络 有 两 种 。 一 种 是 一 个 布尔 变数 可 以 是 开关 网 络 中 两 条 边 的 权 ， 可 是 ， 如 
果 两 条 边 有 同一 布尔 变数 x 时， 那么 一 个 一 定 是 了 ， 而 另 一 个 一 定 是 它 的 宰 数 了 。 这 种 开关 
网 络 在 接点 网 络 中 岂 作 前 后 接点 或 相依 接点 开关 网 络 。 另 一 种 多 接点 开关 网 络 是 一 个 布尔 变 
数 可 以 出 现在 网 络 中 的 儿 条 边 中 ， 如 图 10 一 24 所 示 。 
前 后 接点 开关 网 络 是 一 种 无 向 图 ， 它 的 特点 是 《1》 每 一 条 边 的 权 是 一 个 布 尔 变数， 
(C2) 对 于 每 一 个 布尔 变数 ， 最 多 有 一 条 边 的 权 是 +， 和 景 多 有 一 条 边 的 权 是 工 。 
设 有 一 个 完全 确定 了 的 前 后 接点 开关 函数,; 表 达 为 
Fi= 之 P, 乘积 (10—35) 
Pet{tP,,} 
集体 {P,,} 不 一 定 是 图 G 中 点 i 和 之 癌 的 所 有 可 能 路 径 的 集体 。 这 是 因为 图 中 可 能 有 这样 
一 条 路 径 ， 它 包括 两 条 边 ， 而 这 两 条 边 的 权 是 互补 的 ， 象 x 和 二。 这 样 就 因为 + 三 二 0， 所 
以 在 Fi; 中 不 会 对 应 于 一 个 非 零 项 。 例 如 ， 图 10 一 33 所 示 的 一 个 前 后 接点 网 络 的 ,1 为 


Fi=2Y +yz YZ 
对 应 的 { 忆 ,作为 
{Po}= {7,0 , 9,2), (2, 22) 
很 明显 ， 这 不 是 图 10 一 33 所 示 网 络 中 点 i 和 / 之 间 所 有 可 能 
路 径 的 集体 。 一 条 包括 布尔 变数 和 它 的 补 数 的 路 径 叫 作 O- 


路 径 ， 面 图 10 一 33 中 就 有 这 辞 的 O- 路 径 ， 例 如 路 径 〈z,z， 
Vy)o 


图 10 一 33 


现在 可 以 并 清楚 ， 对 应 一 个 前 后 接点 开关 网 络 的 函数 握 , 一 般 不 能 满足 定理 10 一 24。 因 
此 ， 为 了 要 近 照 本 章 第 十 节 中 所 讲 的 步 又 来 合成 一 个 前 后 接点 开关 圆 络 ， 我们 要 在 集体 
{中 加 入 O- 路 径 (在 点 i 和 /之 间 的 路径 》 使 成 为 {Pi,} 后 才能 进行 。 
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例 10 一 19 设 育 一 个 升 关 函 数 玉 ,如下 ， 
五 ,一 ace+acde + dbcet bde+ abc de 
对 应 ,的 {了 ;为 
{Ps}={(a,c,e), (a,c, He), (99,c:9), (bd1e), (asb, cade)} 
这 个 集体 因为 : 
(gree)B(a ce ToDE do) = bd, de) {Pi 
a,c eB b cB de) (a,0,d, 国生 [让 
(ec TOD, bce (b,d,e}=(0, od, d,e) {P,,} 
所 以 不 能 满足 定理 10 一 24。 可 是 ， 这 些 环 和 所 得 的 结果 路 径 都 是 些 O- 路 径 ， 因 此 我 们 可 以 
把 它们 瑞 加 到 { 忆 ,站 中 去 而 不 致 改变 忆 ,的 福 质 。 所 得 的 { 已 ?作为 
{Pi}={(a,c,0), lacsd,e), Cab,c,e), (b, d,ey, 
(bc (pda od, ,asa,d,d,e)}, 
设 已 一 (ac,e)， 已 ,一 (acidie)，Ps= (abcse)，Ps= (5,d,ej 为 所 选 的 线性 独立 
路 径 ， 我 们 就 可 以 得 到 一 个 区 路 撼 阵 召 为 


ae eey 
[99001101 
B21 10001011 
010 11 11011 
oo00110011]| 

将 行 1 加 到 行 2， 得 
aadaadd beeey 
fi0o00lo i101) 
B= 11090100110 
0010l:11011 
ooollaootall 

基本 截 制 组 夭 阵 Ci 为 
oo da ce 
0 0 1 0 000， 
101 1000 
C= 111 0 100. 
0 10 0010! 
1011i00001) 
将 行 1 加 到 行 5， 并 将 行 2 加 到 行 3 ， 得 一 个 缩减 关联 矩阵 -4 为 
De 
00tl1l000901 
101001000| 
4010001109| 
010100010 
NE 


烛 
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从 这 个 编 践 关联 矩阵 47， 我 们 构成 图 G 如 图 10 一 34 所 示 。 删 除 那 条 旧 线 表示 的 边 y， 
这 个 图 就 是 所 需要 合成 的 前 后 接点 开关 网 络 。 

为 了 合成 一 个 前 后 接点 开关 网 络 ， 如 果 所 给 出 
的 是 一 个 不 定 开关 函数 时 ， 我 们 要 按照 上 一 节 的 办 
法 把 函数 分 成 两 个 集体 即 {R ,和 人 4, 小 ， 然 后 在 
{ 已 , 闻 中 增加 些 O- 路 径 。 其 余 可 以 完全 照 上 一 节 的 
步 又 进行 来 求 取 图 G 。 

另 一 种 多 接点 开关 网 络 的 合成 ， 如 果 照 本 章 第 
五 节 的 办 法 进行 ， 那 就 变 得 很 复杂 了 。 为 了 仍旧 应 
用 这 套 办 法 ， 我 们 要 给 每 一 条 边 一 个 不 同 的 名 称 ， 国人 3 
这 样 在 一 个 给 出 的 开关 函数 严 ,, 中 就 很 难 判断 一 个 布尔 变数 是 否 属 于 一 条 边 。 例 如 ， 在 对 应 
一 个 开关 函数 已 ,的 集体 { 忆 ,让 中 的 《9 ,6 , c》 也 许可 能 从 a1,4,, 5b ,c》 中 来 的 ， 其 中 
ci 一 az。 换 旬 话 说 ， 假 使 在 开关 网 络 的 点 了 和 了 之 间 有 一 条 路 径 ， 它 包括 有 同一 权 z 的 两 条 
边 ， 那 么 这 条 路 径 在 { 卫 ;:} 中 的 呈 乘 积 中 只 有 玉 ,; 中 的 一 个 x 。 当 我 们 想 应 用 第 五 节 的 办 法 
时 ， 我 们 一 央 朗 改变 这 条 路 径 使 它 的 两 条 边 有 不 同 的 布尔 变数 。 这 就 不 是 一 件 容易 的 工作 。 
下 面 的 例子 说 明 这 个 事实 。 

例 10 一 20 有 一 个 开关 函数 下;; 为 

Fi=abtactbe 


对 应 这 个 函数 已 ,; 的 集体 { 疡 ,让 为 
{Pi,}={(0,.6)(0,c),(b,c)} 
因为 
(a,b)O(a, Dtb,c)=$ 
这 个 集体 {P,;} 不 能 满足 定理 10 一 24。 如 果 我 们 改变 
(a,b)— (4.9) 
(a,c)—>(as, c) 
(b,c)—>(b,,c) 
式 中 ci=a 9 一 0 
刚 (od) D(a, cIPDb,:, c)=(01,0:,b1,b,) 
所 以 把 集体 {PP,,} 增 加 为 {了 了 1}， 即 
{Pii}={(a1, bY) ,Cas 6), (bs, ¢), (a1,0s,b1,92)} 
就 能 满足 定理 10 一 24。 第 五 节 中 的 方法 就 可 以 应 用 到 这 里 来 构图 了 。 


第 八 节 ”时序 开关 网 络 


上 而 所 讲 的 都 是 组 合 开 关 网 络 。 现 在 我 们 要 讨论 时 序 开关 网 络 ， 也 有 把 它 吗 作 序 贯 机 
的 。 上 面 已 经 讲 过 ， 时 序 开关 网 络 的 输出 不 仅 根据 现在 的 输入 ， 面 且 也 根据 过 去 的 历史 。 所 
以 一 个 时 序 开关 网 络 一 定 要 保持 着 关于 过 去 输入 的 信息 。 这 就 引入 一 个 时 序 开关 网 络 和 的 “ 状 
态 ” 概 念 。 这 里 所 谓 状态 就 相当 于 过 去 输入 的 记忆 。 在 数学 方面 ， 一 个 时 序 开关 网 络 是 如 下 
定义 的 ， 

一 个 时 序 开 关 网 络 是 一 个 数学 系统 虹 ， 它 包括 : 
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《一 ) 一 个 内 部 状态 (或 简称 状态 ) 的 有 限 组 让 二 {2;，0,…，v,}。 

(二 ) 一 个 输入 有 限 组 蕊 = 《zzx…y zol， 叫 作 输入 字母 。 

{三 ) 一 个 输出 有 限 组 Z = (zt zs，…2> 才 ， 也 作答 迁 字 母 。 

《四 ) 一 个 函数 或 蟾 射 ， 它 对 现在 状态 和 现在 输入 的 每 一 仿 组 合 〈(u,，z10) 指定 它 下 一 
个 状态 us。 这 个 函数 叫 作对 的 转换 函数 。 

《五 ) 另 一 个 函数 岂 首 煌 先 画 数 ， 它 对 现在 状态 和 现在 输入 的 每 一 个 组 合 ui;z?) 指 
定 一 个 输出 2,。 

说 明 一 个 时 序 开关 网 络 有 两 种 等 效 的 方法 ，〈1 》 电 散 状态 玫 的 表格 方式 ， 《2) 叫做 
状态 图 的 加 权 胆 向 图 方式 。 在 状态 图 中 ， 每 一 个 点 对 应 着 时 序 开关 网 络 的 一 个 状态 ， 每 一 条 
有 向 边 代 表 从 现在 状态 到 次 一 状态 的 转换 。 对 每 一 条 边 〈ui;。ui) 指定 给 它 一 对 有 序 权 (z，， 
>。) 或 称 有 序 权 对 。 这 一 权 对 代表 着 这 样 一 个 事实 ， 就 是 ， 如 果 网 络 的 现在 状态 是 +;， 并 且 
现在 输入 是 z,， 那 么 输出 是 z*， 并 且 次 一 状态 是 ui。 图 10 一 35 是 一 个 时 序 开关 网 络 的 状态 
图 ， 表 9 一 1 是 它 的 状态 表 ， 这 个 网 络 有 下 到 数据: 

状态 ={4,8,C,D} 

输入 X={1，2} 

输出 Z={a,5b,c} 
在 这 沾 中 可 以 看 昌 ， 岗 如 ， 当 开关 网 络 是 在 状态 4 时 ， 当 输入 为 1 时 ， 疯 络 的 次 一 状态 为 
号 ， 产生 一 个 输出 a， 而 当 输 入 为 2 时 ， 网 络 的 次 一 状态 仍 为 4， 产 生 一 个 输出 8。 余 类 
推 。 


笑 态 表 去 10 一 1 
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状态 图 有 下 列 特性 ; 

《一 ) 对 每 一 个 规定 输入 ， 在 某 一 规定 状态 的 网 络 响 应 着 进入 次 一 特定 状态 。 所 以 ， 每 
一 个 点 的 出 次 数 为 mm， 妈 每 一 个 输入 的 出 次 数 为 1， 并且 状 态 昭 有 nm 条 边 。 注 意 对 于 入 次 
数 是 没有 类 似 的 约束 。 

(二 》 国 为 一 个 输入 可 能 使 时 序 开关 网 络 贸 在 现在 状态 ， 所 以 状态 图 中 可 能 有 自 环 。 

(三 )》 一 个 状态 图 也 可 能 有 平行 边 ， 不 过 它们 的 权 对 是 不 同 的 。 

《四 ) 在 大 多 数 情况 下 ， 时 序 开关 阅 绪 中 有 一 个 状态 指定 为 起 动 状 态 ， 并 且 要 求 网 络 在 
施加 任何 输入 之 前 是 在 这 个 状态 的 。 有 一 个 指定 起 动 状 态 的 网 络 的 状态 图 可 以 帮 作 是 一 个 有 
根 有 向 图 ， 根 就 是 起 动 状态 。 

《五 ) 不 管 哪 一 个 输入 施加 到 这 个 网 络 ， 而 它 的 状态 〈 如 果 有 的 话 》 不 会 改变 的 ， 这 个 
状态 叫 作 持久 状态 。 如 果 一 个 时 序 开 关 网 络 有 一 个 持久 状态 时 ， 从 这 个 对 应 点 就 没有 有 疝 边 
通 往 另 一 个 点 了 。 
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(六 》 如 黑 一 个 时 序 开关 网 络 是 强 连通 的 ， 这 个 时 序 开 关 网 络 就 叫 作 强 连通 的 。 当 且 仅 
当 一 个 时 序 开关 网 络 导 可 以 用 一 个 适当 的 输入 序列 从 任何 一 个 状态 引 至 任何 另 一 个 状态 时 ， 
这 个 网 络 人 是 强 连 通 的 。 

一 舍 时 序 网 络 的 状态 图 色 含 着 关于 这 个 网 络 的 所 有 信人 总。 因此 研究 一 个 给 害 两 络 的 状态 
图 包含 着 关于 这 个 钢 络 的 所 有 信息 。 因 此 研究 一 个 给 定岗 络 的 状态 图 就 可 以 研究 这 个 网 络 的 
特性 。 时 序 开关 两 络 尾 论 中 所 出 现 的 一 些 问题 是 : 

(一 ) 分 析 。 在 分 析 一 个 队 序 开关 网 络 时 ， 我 们 的 兴趣 可 能 在 于 一 个 给 出 的 网 络 对 于 一 
定 输 入 序列 前 响 应 〈 即 次 一 状态 和 和 输出》 ， 或 者 我 们 的 兴趣 可 能 在 于 施加 一 系列 输入 时 对 全 
络 内 部 作用 的 结论 ， 并 现 察 它 的 输出 。 如 果 一 个 两 络 有 一 个 指定 的 起 吉 状 态 ， 由 于 施加 菜 一 
输入 序列 ， 结 果 是 一 个 唯一 的 输出 序列 。 

(二 ) 合成 。 在 没 计 一 个 给 定 要 求 作用 的 时 序 开 关 网 络 时 ， 我 们 要 根据 所 希望 响应 的 陈 
述 先 构成 一 个 状态 图。 注意 下 面 的 讽 子 。 

1. 问题 ， 对 应 一 个 任意 的 0 和 工 此 输入 序列 ， 设 计 一 个 时 序 开关 网络 。 当 每 次 有 一 定 
8 一 4 一 2 一 1 二 进 制 编码 的 十 进 括 码 《最 低位 首先 进入 网 络 ) 4 个 连续 位 的 值 大 于 6 输入 
时 ， 网 络 的 贸 册 总 是 1 。 当 每 次 4 位 序列 的 值 等 于 或 小 于 3 (B30000，0003、0010， 
1001 输入 时 ， 网 络 的 输出 总 是 0 。 

2. 解法 ， 贸 络 应 能 存 铺 最 后 的 3 个 连续 位 ， 并 应 能 检查 和 响应 次 一 数位 。 因 此 ， 我 们 
庶 该 从 一 个 8 -状态 《23= 8》 时序 开关 网 络 开始 。 设 8 个 状态 000，051，010，0Q11，100、 
101，110 和 111 分 别 命名 为 .4，B，C， 喇 ， 互 ， 厂 ， 侣 和 占 。 输 入 字 苹 包括 {0 , 1}， 输 出 
字母 也 包括 {0 , 1 }。 

当 一 个 新 的 数位 到 达 状 态 图 的 左 端 ， 即 输入 端 时 ， 钢 络 丢 去 


状态 表 去 19 一 : 


最 右 向 ， 状 把 新 进入 的 位 与 两 个 旧 位 一同 存 迪 直 来 。 例 如， 和 如果 HE 
网 络 是 在 状态 C 《 即 010) ， 并 且 法 入 一 个 1 时 ， 次 一 状态 是 0: " 1 


《( 轩 瑟 ) ， 输 出 是 1 《对 应 着 1010》 。 这 样 一 个 时 序 开关 网 络 的 
状态 表 和 状态 图 是 容易 构成 的 ， 图 10 一 36 所 示 是 它 的 状态 图 ， 表 
10 一 2 是 它 的 状态 表 。 


《三 ) 状态 等 效 和 状态 简化 ， 我 们 刚才 得 到 的 8 -状态 两 络 不 一 定 是 执行 指定 任务 最 简 
单 的 一 种 。 下 一 步 也 是 根 重要 的 一 步 是 检查 状态 图 ， 并 且 看 看 丫 检 简化 成 一 个 比较 答 单 些 芍 
疝 络 。 遍 调 简 化 就 是 在 一 个 给 定 的 网 络 的 状态 图 中 的 一 对 点 之 间 ， 确 定 两 全 状态 是 否 等 将。 
如 果 两 个 状态 产生 相同 的 输出 ， 并 县 对 每 一 个 输入 也 进 至 一 戏 相 同 的 次 一 状态 时 ， 这 天 个 状 
态 就 可 以 看 作 是 一 个 状态 ， 不 论 它 们 在 状态 表 中 出 现在 什么 地 方 ， 都 可 以 给 予 同 一 标号 的 。 

在 状态 图 中 ， 我 们 可 以 合并 两 个 等 效 点 ， 闪 且 在 合并 过 程 中 删除 掉 任 何 完 余 边 〈 有 相同 
汉 的 平行 边 ) 。 在 图 10 一 86 中， 点 4 和 及 是 等 效 的 ， 所 以 这 两 点 可 以 合并 。 这 种 合并 的 结果 
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就 成 为 7 -状态 网 络 ， 如 图 10 一 37( a ) 所 示 。 

简化 过 程 见 图 10 一 37。 简 化 完成 时 所 得 的 状态 图 如 图 10 一 87 〈e ) 所 示 。 图 〈e) 中 的 
状态 4 取代 了 原状 态 图 中 的 A 和 B， 状 态 C 取 代 了 原来 的 C 和 号 ， 状 态 EE 取 代 了 原来 的 E， 
下， 侣 入 。 闭 《ee) 所 示 的 3 -状态 时 序 开关 网 络 可 以 完成 图 10 一 36 中 原来 的 8 -状态 网 络 
的 同样 伍 务 。 这 个 简单 的 例子 说 明了 状态 简化 的 重要 性 。 


图 10 一 37 


《下 ) 状态 分 配 ， 有 了 简化 的 状态 图 后 ， 下 一 步 是 时 序 开 关 网 络 的 实现 。 假 设 我 们 使 用 
二 进 制 记忆 器 件 ， 如 像 触发 器 或 拨 扭 开关 等 ， 一 个 “ -状态 网 络 将 需要 9 个 这 种 器 件 ， 其 中 
2 <“ 委 2"，4 个 二 进 制 记忆 器 件 可 以 有 2* 个 可 能 状态 。 如 何 把 这 些 2* 个 状态 分 本 到 状态 
图 的 "个 点 去 使 我 们 得 到 最 经 济 的 网 络 ， 这 就 是 状态 分 配 的 问题 。 

在 图 论 术 请 中 ， 状 态 分 本 就 是 用 某 种 最 优 准 则 ， 把 可 利用 的 2” 《之 n》 个 标号 指定 给 一 
个 #~ 点 有 向 图 中 的 各 点 。 

在 时 序 开关 网 络 理论 中 ， 找 出 一 个 有 效 算 法 来 得 到 最 佳 分 配 是 一 个 重要 的 尚未 解决 的 问 
题 。 如 果 先 列 出 各 种 可 能 的 分 配方 案 ， 再 选择 其 中 最 好 的 一 个 ， 既 使 对 于 只 有 10 个 状态 的 网 
络 也 是 做 不 到 的 。 可 是 对 于 一 个 很 小 的 网 络 ， 如 图 10 一 37〈e)》 所 示 的 3 -状态 网 络 ， 这 是 
可 能 卉 明白 各 种 不 同 分 也 方案 ， 并 加 以 比较 的 。 当 ”= 3 ，9 = 2 时 ， 不 同 分 配方 案 是 3 。 
下 列 的 表 10 一 3 就 表示 这 3 种 不 同 分 陀 方 案 ， 其 中 y1 和 y: 是 两 个 记忆 器 件 。 

如 果 你 熟 矢 迎 辑 器 件 ， 可 以 完全 用 触发 器 〈 或 延迟 线 ) 和 门 电路 来 设计 这 些 时 序 开关 网 
络 的 。 你 会 看 到 一 个 分 配方 案 无 疑 比 其 它 两 个 为 优越 。 

在 时 序 开关 网 络 现 论 中 ， 还 有 若干 很 重要 但 是 很 困难 的 问题 等 待 解决 ， 图 论 有 可 能 来 解 
决 这 些 问题 中 的 车 于 个 。 


习 题 


10 一 1 ”应 用 路 径 集 体 求 图 10 一 38 中 开关 函数 请!, 和 下,s。 


10 一 2 ”应 用 接 遂 抵 阵 求 图 10 一 39 的 开关 函数 严 ，。 
t 2 
| 。 


图 10 一 38 图 10 一 39 


10 一 3 ”合成 下 列 开关 函数 
F=af+bdf+cdecf+ecgtbegtadeg 
10 一 4 ”有 一 个 不 定 开 关 函 数 ， 它 的 集体 {Ri} 和 {1} 为 
{Rj}={(a,d,e),(b,d,f),(b,e),.(c)} 
{17}={(a,c,e},Ca,7)} 
试 合成 一 个 单 接点 网 络 。 
10 一 5 ”以 下 列 开 关 函 数 合 成 一 个 多 接点 开关 网 络 
五 or 一 2 二 2 二 2 二 yuz 
10 一 6 下列 函 数 是 一 个 单 接点 开关 函数 吗 ? 
F,=ab+actbc*ad 
10 一 7 “如 果 拯 ,是 一 个 单 接点 网 络 的 完全 确定 了 的 开关 函数 ， 那 么 严 = zF ,+ X 太 ,是 一 
个 前 后 接点 网 络 的 完全 确定 了 的 开关 阔 数 冯 ? 


第 十 一 章 图 论 算法 和 计算 机 程序 
第 -: 节 引 言 


学 习 图 论 的 一 个 重要 部 分 ， 尤 其 是 那些 着 限于 应 用 方面 的 人 们 ， 是 使 用 数字 计算 机 来 角 
决 图 论 问题 。 应 用 图 论 来 解决 的 实际 问题 ， 如 果 基 些小 问题 ， 就 是 比较 简单 线性 图 的 问 是 
我 们 用 竹 算 也 他 可 以 解决 的 。 这 在 前 儿 章 中 已 经 担 到 几 种 算法 。 即 使 是 简单 的 小 的 线性 图 ， 
手 算 起 来 还 是 比较 费时 的 ， 可 是 大 部 分 的 实际 问题 都 举 涉 到 一 些 大 的 线性 开 ， 这 些 图 实在 是 
无 法 用 手 算 的 。 事 实 上 ， 近 年 来 人 们 所 以 对 图 论 大 感 兴趣 的 原因 之 一 就 是 高 速 电子 计算 机 的 
出 现 。 所 以 迄今 还 只 是 单纯 理论 上 空谈 的 问题 现在 突然 可 以 用 计算 机 来 解决 了 。 并 且 它们 的 
解决 可 以 应 用 到 实际 场所 。 计 算 机 程序 编写 出 来 可 以 成 功 地 处 理 电网 络 ， 电 路 设计 、 交 通风 
络 ， 流 量 问题 、 计 划 评审 技术 、 以 及 其 它 问题 中 房 出 观 的 大 的 线性 图 。 

可 足 ， 我 们 必须 看 到 ， 昌 然 现在 的 计算 机 的 运算 速度 很 快 ， 能 工作 于 毫 微 黎 10”? 各) ， 
如 果 作为 一 个 有 巨大 力量 的 工具 来 解决 岁 论 问题 ， 渤 实 上 ， 任 何 组 合 学 问题 ， 很 快 它们 就 会 
达到 限度 后 不 够 用 了 。 硬 如， 在 一 个 有 六 个 点 的 加 权 完 全 图 中 ， 为 了 寻找 最 低 权 汉 宿 尔 疗 回 
路 ， 就 是 第 二 章 第 十 三 节 中 近 回 检查 工作 的 旅程 问题 ， 就 有 [二 "一 1 )1 ] 个 不 同 的 汉 密 尔 
顿 回路 ， 人 们 也 许 想 试用 有 力 下 具 来 产生 所 有 汉密尔顿 回路， 并 加 以 比较 各 个 回路 的 权 。 设 
想 有 一 个 只 有 10 个 点 的 图 ， 所 有 点 的 汉密尔顿 回路 就 有 过 (10 一 1)1=181440， 用 计算 机 米 
计算 也 许 会 行 。 但 是 设想 一 个 有 20 个 点 的 图 ， 就 有 


十 (20 一 1)1~ 6 x10" 个 回路 


即使 每 次 运算 只 要 用 1 毫 微 秒 ， 要 运算 6 x 101° 次 就 会 需 用 约 


6x10% _ 
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这 就 可 以 清楚 地 看 出 ， 不 管 电子 计算 机 的 速度 怎样 决 ， 如 果 没有 数学 工具 的 帮助 ， 人 们 是 不 
能 想像 能 够 得 到 这 个 所 需要 的 数值 答案 的 。 所 以 一 定 要 把 计算 机 的 力量 与 数学 方法 的 技巧 相 
结合 起 来 的 。 

像 在 所 有 的 组 合 学 河 题 一 样 ， 图 和 子 图 的 处 理 和 分 析 ， 本 质 上 不 是 数值 的 。 在 图 论 程序 
中 ， 基 本 上 是 使 用 计算 机 的 判定 能 力 而 不 是 它 的 算术 运算 能 力 。 

学 习 这 一 章 内 容 之 前 ， 应 该 先 有 计算 机 程序 设计 基础 。 


第 二 节 算 法 
一 种 算 法 实质 上 是 解决 某 一 数学 问题 的 一 个 处 方 ， 它 包括 一 大 指令 ， 一 步 一 步 地 按照 它 


进行 ， 就 能 引导 到 问题 的 解决 。 在 一 个 算法 中 的 每 一 步 必 须 规定 得 精确 和 明白 ， 并 且 一 个 算 
法 在 -- 定 步 数 解决 问题 后 必须 结束 。 每 一 种 算法 必须 要 有 5 个 特点 《1 ) 有 限 性 ，《〈27) 


明确 性 ， (3) 输入 ， (4) 箱 出 ，〈5) 有 效 性 。 

一 种 算法 可 以 用 不 同 的 方式 表达 出 来 的 ，〈1 ) 各 步 可 凡 用 英语 写成 : 《2 ) 可 胃 所 使 
四 的 计算 机 能 外 的 语言 详尽 地 写成 计算 机 程序 方式 ;或 〈 3 》 前 两 着 的 中 间 方 式 ， 即 用 框 鲜 
方式 。 每 一 种 方式 各 有 优 缺 点 。 通 常 一 种 算法 先 用 普通 语言 直达 出 来 ， 然 后 变 成 框图 ， 最 后 
写成 详细 和 精确 语言 ， 以 便 计算 机 执行 。 

便于 说 明 问 题 ， 框 图 是 最 好 的 方式 ， 这 是 表达 一 种 算法 的 最 通用 的 方式 ， 它 与 程序 设计 
语言 和 所 使 用 的 计算 机 无 关 的 。 在 这 一 章 的 第 五 节 中 将 附 有 几 个 实际 程序 的 例子 ， 列 举 出 几 
个 试验 过 的 程序 。 

一 种 算法 不 仅 一 定 要 完成 它 所 要 做 的 任务 ， 而 且 一 定 要 有 效 地 完成 它 。 一 种 算法 的 效率 
有 两 个 主要 标准 ， 就 是 作为 输入 大 小 的 一 个 函数 的 存储 量 要 求 和 计算 时 间 权 求 。 对 我 们 来 
讲 ， 输 入 就 是 一 个 线性 图 ， 而 它 的 大 小 就 是 点 数 n, 和 边 数 "*。 对 大 多 数 线性 图 问题 来 讲 ， 存 
储量 的 要 求 一 般 不 是 关键 ， 而 计算 时 间 正 象 上 一 节 中 所 提 到 的 ， 才 是 关键 呢 。 

估计 一 种 算法 的 优点 ， 人 们 可 能 要 寻找 最 坏 条 件 的 执行 时 间 《就 是 对 于 某 一 给 定 大 沙 的 
图 的 最 坏 可 能 选择 所 需要 的 执行 时 间 》， 或 最 好 条 件 的 执行 时 间 ， 或 平均 条 件 的 执行 时 间 。 

对 于 解 一 个 图 论 问 题 ， 常 常 不 止 一 种 算法 可 用 。 有 时 算法 对 于 所 有 不 太 普通 的 线性 图 很 
容易 看 出 是 比 其 它 算法 为 更 有 效 些 。 可 是 在 很 多 情况 下 ， 相 对 效率 只 能 从 图 的 大 小 和 结构 ， 
算法 的 详细 执行 ， 和 所 使 用 的 计算 机 这 几 方 面 来 比较 。 

一 种 图 论 算法 性 能 的 详细 分 析 是 极为 复杂 的 ， 我 们 不 想 在 这 方 而 多 花 时 间 。 可 是 ， 我 们 
对 各 种 算法 的 复杂 性 一 定 要 有 一 个 总 的 意见 ， 象 假定 输入 的 是 最 未 条 件 的 线性 图 。 当 或 
4. 变 得 很 大 时 ， 计 算 时 间 如 何 作 为 #. 或 a 的 函数 而 增加 。 这 样 一 种 性 能 指标 对 于 估计 一 种 程 
序 的 计算 时 间 也 许 不 太 切合 实际 ， 没 有 什么 用 处 的 ， 不 过 在 算法 分 类 和 它们 的 理论 研究 中 常 
常 是 有 价值 的 。 


第 三 节 图 在 计算 机 中 的 表示 法 


一 种 算法 有 几 个 给 入 ， 它 们 是 算法 开始 工作 的 依据 ， 正 象 一 盘 莱 的 配料 一 样 。 很 自然 ， 
我 们 的 算法 的 输入 是 一 个 或 几 个 无 向 图 或 有 向 图 。 一 般 讲 ， 一 个 图 在 一 个 数字 计算 机 中 几 下 
列 5 种 方式 之 一 来 表示 并 存 铺 。 方 式 的 选择 是 按照 了 图、 问题 、 语 诗 、 机 器 类 型 ， 以 及 在 计算 
中 国 是 省 要 变更 而 定 。 

(一 ) 邻接 矩阵 

一 个 无 镶 图 或 有 向 图 输入 到 一 个 计算 机 的 最 通用 方式 症 它 的 邻接 矩阵 革 (G)。 对 一 个 图 
G 的 nm 个 点 中 的 每 一 个 点 各 指定 一 个 数 ， 在 输入 、 存 鱼 、 和 输出 中 就 用 #, x n, 二进制 短 阵 
民 (G) 来 表示 G。 内 为 好 个 元 素 值 中 的 每 一 个 或 是 0 或 是 1 ， 邻 搂 矩 阵 需 要 ?位 的 计算 机 存 
储 器 ， 数 位 可 以 组 合成 字 。 设 岂 是 字 长 〈 就 是 一 个 计算 机 字 的 位 数 ) ，%, 是 图 的 点 数 ， 那 么 
邻接 矩阵 的 印行 可 以 是 一 系列 的 4, 位 写成 [wn。/w] 个 计算 机 字 。 符 号 fz 1 表示 不 少 于 的 最 
小 整数 。 所 以 存储 邻接 矩阵 所 需要 的 字数 为 

nf nfwl 《114 一 +》 

一 个 无 向 图 的 邻接 挎 阵 是 对 称 的 ， 因 此 只 要 存储 上 三 角 就 够 了 ， 这 只 需要 xu (nm 一 D72 
个 存储 位 。 存 储量 的 节省 却 常常 会 带 来 了 复杂 性 和 计算 时 间 的 增加 ， 可 是 有 些 问题 是 值得 这 
祥 做 的 。 
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出 图 是 稀 焉 时 ， 就 是 图 的 边 数 , 少 于 点 数 *. 的 #; 时 ， 邻 接 算 阵 不 是 一 种 有 效 和 的 表示 法 。 

必须 注意 ， 邻 接 抵 阵 的 定义 中 规定 没有 平行 边 的 ， 所 以 邻接 抱 阵 是 不 能 表示 平行 边 的 。 

(二 ) 关联 矩阵 

有 时 关联 矩阵 444G? 也 用 来 存储 并 处 理 一 个 阴 。 一 个 关 著 矩阵 需要 mm, 位 存 鱼 量 。 因 为 
一 个 图 的 边 数 1 ,通常 比 点 数 #, 为 多 ， 所 以 这 个 方法 所 用 的 存储 量 可 能 比分 接 矩 阵 所 需 的 1 
位 更 多 些 。 虽 然 存 储量 要 大 些 ， 假 尔 用 关联 矩阵 要 比 用 邻接 窃 细 有 利 些 ， 面 吾 关联 罕 阵 容许 
有 平行 边 的 。 关 联 和 矩阵 特别 有 利于 电网 络 和 开关 网 络 。 

(三) 列举 各 边 法 

经 常 使 用 的 另 一 种 表示 法 是 把 #, 条 边 任意 编排 ， 而 列举 图 中 每 一 对 点 之 闽 的 所 有 各 壕 。 
例如 ， 图 11 一 1 中 的 有 向 图 可 以 把 各 边 列 举 为 下 列 点 对 ， (1.2) ,《2 ,3) ,(2,4)， 
(3,2) ，(3 ,3) ，《3, 4) ,C411) ，(4 1) ， 《5,，2)》。 如 这 个 图 是 无 局 ,我 们 
只 要略 去 每 一 点 对 中 的 顺序 。 很 清楚 ， 这 个 图 的 表示 法 可 以 


包括 平行 边 和 自 环 。 Pa 5 
需要 用 以 标记 各 点 (由 1 到 ?。) 的 位 数 为 占 ， 其 中 
2 1 ns 2) 
因为 8。 条 边 中 前 每 一 条 边 需要 存储 两 个 这 种 数 ， 所 以 总 存 俯 
量 为 


2#,5 位 (11— 3) 和 
把 这 个 量 与 形 比 较 ， 如 果 
2m.D<C 到 Dl 

那么 用 列举 各 边 法 就 比 用 邻接 托 阵 法 为 更 经 济 些 。 换 句 话说 ， 如 果 一 个 图 的 邻 搂 矩 球 是 一 个 
顶 芒 矩阵 《所 谓 稀 琵 符 阵 就 是 一 个 矩阵 有 很 多 元 素 值 为 零 的 ， 对 邻接 官 阵 而 过， 就 是 nj。 
药 比 信 为 小 的 。) 列举 各 边 法 是 一 种 存储 图 的 比较 有 效 的 方法 。 

列举 各 边 法 ， 是 招 一 个 图 输入 到 计算 机 的 一 种 很 方便 方式 ， 但 是 在 计算 机 中 图 的 存 俱 、 
检索 和 处 理 是 相当 困难 的 。 便 如， 这 就 需要 有 广泛 的 检索 技术 来 找寻 一 个 图 是 否 是 连通 的 。 
这 可 以 参看 下 面 第 五 节 中 的 算法 一 。 

《四 ) 两 个 线性 数组 法 

与 上 述 的 列举 各 边 法 稍 加 变 包 的 是 用 一 个 恩 的 两 个 线性 数组 来 表示 。 葡 如 说 用 下 二 (f， 
fs) 和 吾 = (Pi，4，…， 8) 来 表示 一 个 图 。 在 这 些 数 组 中 的 每 一 元 素 值 是 一 个 点 
的 标记 。 如 果 G 是 一 个 有 疝 图 ， 第 i 条 边 e; 就 是 从 点 7 到 点 4,。 如 果 忆 是 无 向 图 ，e; 就 是 点 
玉 与 点 有, 之 闻 的 一 条 过。 

例 11 一 1 置 11 一 1 中 有 向 图 的 丙 个 数组 是 

FPF=(5.2.1.3,.2,4,4,3,3) 
H=(2,1,2,2,4,1,1,4,3) 

这 种 表示 法 恒 于 在 加 权 图 中 分 类 。 存 储量 与 列举 各 边 法 相同 。 

(五 ) 后 继 点 列举 法 

如 时 一 个 图 的 7./#, 的 比 信和 不 大 和 的话 ， 另 一 个 常常 用 来 输入 图 到 计算 机 的 有 效 方法 是 用 
个 线性 是 用 ,个 线性 数组 用 任何 顺序 对 图 中 各 点 指定 一 个 数 ， 姑 1 ，2 ,… ,mm 后 ， 每 一 个 
点 上 思 一 个 级 性 数组 来 忆 表 ， 每 一 个 数组 的 第 一 个 元 素 是 上 ， 庆 其 余 的 元 囊 是 紧 接 名 网 那些 
后 叱 点 。 就 是 在 有 向 路 径 上 离 只 有 一 自 降 良 的 那些 虑 ， 在 无 向 图 中 ， 就 只 是 邻接 着 的 那 


些 点 了 。 
例 11 -2 图 11 一 1 中 有 5 个 点 的 有 向 图 的 后 继 点 列举 表 东 法 。 
1:2 
2:1,.4 
312.3.4 
411,1 
512 
对 于 一 个 无 商 图 ， 就 列举 了 每 一 个 点 的 分 点 而 不 是 后 急 点 。 因 此 ， 每 一 条 这 出 现 两 次 ， 
这 是 明显 的 元 余 。 
为 了 与 名 拉 下降 出 较 存 赃 量 ， 设 d, 是 图 中 各 点 的 平均 次 数 ， 在 一 个 有 向 图 中 ， 则 为 平 
均 出 议 数 ， 假 定 每 一 个 点 的 标记 需 用 一 个 计算 机 字 ， 对 于 一 个 布 m 个 点 的 曲 葛 总 存储 量 就 要 
有 m(1 二 goo) 个 字 。 所 以 ， 如 果 
ds<Tareyw]1 一 1 工 (11—4) 
式 中 四 是 字 长 。 后 继 点 列举 法 吝 比 邻接 矩阵 更 为 让 效 。 
后 继 点 列举 法 ， 对 于 无 向 图 就 是 邻 点 列举 法 ， 对 于 路 径 找寻 算法 和 识 度 第 一 搜索 法 是 极 
为 方便 的。 
(六 〉 关 联 清 单 
这 方法 与 关联 答 阵 租 似 ， 不 过 这 里 不 用 图 的 关联 矩阵 而 是 把 每 一 个 点 所 关联 前 各 边 列 成 
一 个 清单 。 这 个 清单 只 是 一 个 简单 的 数组 ， 就 称 为 关联 清单。 我 们 还 需要 一 个 边 表 ， 它 告诉 
我 们 各 条 边 的 两 个 端点 ， 对 于 有 向 图 来 讲 就 是 每 条 有 向 边 的 始点 和 终点 。 
找寻 一 条 申 径 时 ， 我 们 从 关联 济 章 中 的 第 一 条 这 的 一 个 端点 开端 ， 先 从 边 表 中 查 出 它 的 
另 一 个 端点 ， 再 从 关 磋 清单 由 找 出 这 个 新 应 点 。 就 这 样 进 行 下 去 。 
这 个 方法 节省 了 从 关联 矩阵 的 行 中 搜索 一 个 1 的 时 间 ， 当 然 这 种 节省 只 在 嘱 数 较 大 和 图 
为 稀 昔 图 时 才 是 有 效 的 。 
人 站 一 定 已 经 观 寨 到 ， 上 述 线性 图 的 各 种 表示 法 不 是 完全 不 同 的 。 事 实 上 有 一 点 是 互相 
有 关 的 ， 就 是 它们 都 需要 输送 同样 的 信息 。 可 以 写 出 一 个 简单 深 序 把 一 种 方式 变换 成 另 一 种 
方式 ， 在 这 些 表示 法 中 的 外 加 变化 在 不 失 的 将 来 可 以 使 它们 适应 要 求 。 例 好， 一 个 如 权 狂 可 
以 由 xx 所 权 些 阵 ， 也 叫 费 用 矩阵 ， 或 叫 距离 抵 阵 来 代表 。 它 与 邻接 抵 阵 相 亿 ， 不 过 不 用 元 
案值 而 用 备 边 所 注 的 权 。 应 该 注意 的 是 ， 在 很 多 问题 中 ， 算 法 的 效率 可 能 根据 表示 那儿 芍 方 
式 而 不 同 。 所 以 数据 结 掏 的 适当 选择 是 重要 的 。 


第 四 节 图 的 输出 


每 一 种 算法 有 一 个 答 出 。 输 入 是 一 个 或 几 个 图 ， 列 输出 却 视 问题 而 不 同 。 如 果 输 出 是 一 
介子 图 ， 我 们 可 以 使 程序 打印 出 相当 的 邻接 矩阵 。 另 一 方面 ， 妇 果 一 个 葵 出 是 癌 一 个 给 定 的 
图 是 否 是 平面 的 ， 我 们 可 能 要 求 程序 只 简单 地 打印 出 “是 ”或 “ 否 ?” 。 另 外 ， 如 果 答 案 是 
“是 ”， 我 们 可 能 选 样 给 出 图 的 平 而 表示 法 ; 如 果 答 案 是 “ 否 ”， 我 们 可 能 要 问 图 的 厚度 。 
对 于 一 个 最 短路 径 算法 ， 我 们 也 许 只 希望 打印 出 一 对 指定 点 < 和 5 之 间 最 短路 径 的 边 ( 戌 
点 )】 序列 ; …… 等 等 。 所 以 算法 不 同 ， 窒 出 也 不 同 。 

下 一 节 让 我 们 着 手 些 特定 算法 。 
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第 五 节 ” 几 种 基本 算法 


算法 一 ， 连 通 度 和 部 分 算法 

当 我 们 碰 到 一 个 新 图 GG 时， 第 一 个 问题 可 能 是 问 。，G 是 连通 的 吗 ? 如 果 G 不 是 连通 的 ， 
G 的 部 分 是 什么 ? 所 以 我 们 这 里 的 第 一 种 算法 是 决定 一 个 给 定 图 的 连通 度 和 部 分 的 算法 。 

关于 连通 度 和 部 分 的 问题 ， 除 了 是 算法 本 身 的 重要 问题 外 ， 也 是 许多 其 它 算法 中 提出 的 
如 题 。 例 如 ， 在 测试 一 个 图 G 与 另 一 个 图 的 可 分 性 、 平 面 性 或 局 构 性 之 前 ， 为 了 效率 起 见 ， 
最 好 先 确定 G 有 哪些 部 分 ， 然 后 把 每 个 部 分 进行 所 要 求 的 检查 。 连 通 度 的 算法 是 很 基本 的 ， 
可 以 作为 更 复杂 的 图 沦 算法 中 的 一 个 子 程序 。 这 里 要 提醒 读者 一 下 ， 虽 然 在 画 一 个 图 时 ， 人 
们 可 以 看 出 一 个 图 是 否 连通 的 ， 可 是 如 果 这 个 图 是 用 其 它 方式 表达 出 来 时 ， 那 么 连通 度 这 一 
问题 对 计算 机 或 人 们 并 不 是 显而易见 的 。 

给 出 一 个 图 的 邻接 失 阵 匀 后 ， 试 行 置换 的 行 和 相应 的 列 并 且 检 查 它 是 荡 象 式 (5 一 
72)》 所 未 的 分 块 形式 ， 就 可 能 确定 这 个 图 是 否 是 连通 的 。 可 是 ， 这 是 一 个 效率 差 的 方法 ， 因 
为 这 里 可 能 李 涉 到 *.! 次 置换 。 一 个 更 有 效 的 方法 是 应 用 定理 5 一 7 的 推论 马 ， 在 矩阵 

了 一 大 十 着 2 十 和 十 大 "o 1 
中 检查 有 无 零 的 元 素 值 。 这 个 方法 也 不 是 很 有 效 的 。 因 为 要 进行 大 景 的 矩阵 乘法 。 下 而 是 一 
今 有 效 的 算法 。 

这 个 算法 基本 步骤 是 邻接 点 的 合并 。 我 们 从 图 中 的 某 一 个 点 开始 ， 合 并 所 有 的 邻接 点 ， 
再 由 这 个 合并 了 的 点 开始 ， 继 续 合并 所 邻接 点 。 这 样 合并 的 手续 继续 下 去 ， 一 直到 再 没有 
其 它 点 可 以 合并 为 止 。 这 就 表示 一 个 连通 图 已 经 合并 成 为 一 个 单独 的 点 了 。 如 果 图 中 所 有 的 
点 都 合并 掉 了 ， 这 个 图 是 连通 的 。 否 则 ， 我 们 从 另外 一 个 部 分 的 新 点 开始 ， 进 行 合并 操作 。 

在 邻接 矩阵 ， 把 点 1 合并 到 点 i 是 应 用 逻辑 “或 ”操作 ， 就 是 用 退 辑 加 法 把 行 i 加 到 行 
1 以 及 把 列 了 加 到 列 ;i 。 注意， 在 过 辑 加 法 中 ,1 +0 =0+1=1+1=1, 和 0+0= 
0 ) 。 在 矩阵 中 行 和 列 i 就 弃 除 了 。 如 果 有 困难 或 者 很 费时 间 去 弃 除 那些 行 和 列 ， 那 么 可 
以 让 那些 行 和 列 留 在 矩阵 中 ， 不 过 要 留意 在 下 次 合并 时 不 要 再 考 虚 它 们 了 。 

注意 ， 通 过 合并 ， 一 个 自 环 在 主 对 角 线 上 出 现 为 1， 但 是 平行 边 由 于 人 四 辑 加 法 而 自动 成 
为 一 条 边 。 当 然 ， 这 些 对 于 图 的 连通 度 是 没有 影响 的 。 

在 这 个 算法 中 ， 可 能 进行 的 最 大 合并 数 为 %, 一 1 ， 其 中 1, 是 点 数 。 因 为 在 每 次 合并 中 ， 
最 多 进行 m 次 逻辑 加 法 ， 执 行 时 间 前 上 限 是 与 mn 《mw 一 1》 成 正比 的 。 

在 每 一 个 部 分 中 ， 适 当地 选择 开始 合并 邻接 点 的 那个 点 是 会 提高 效率 的 。 当 然 选 择 这 样 
一 个 点 是 费时 的 

用 计算 机 解决 一 个 问题 时 ， 在 上 机 前 ， 我 们 先 要 分 析 问 题 ， 研 究 它 的 解法 ， 作 出 解法 的 
框图 。 这 时 的 框图 与 第 九 章 第 一 节 中 也 讲 的 流 图 在 本 质 上 相同 ， 《在 计算 技术 中 ， 和 图 也 有 
人 译 为 流 图 或 流程 图 ) 同 是 一 种 有 向 图 。 不 过 在 表示 形式 上 有 所 区 别 。 这 里 的 框图 是 解 题 逻 
得 的 图 形 表示 法 。 框 图 中 的 点 用 一 种 特殊 符号 〈 见 表 11 一 1 ) 来 代替 ， 符 号 之 间 的 有 向 边 表 
示 过 程 的 相互 关系 

连通 度 和 部 分 算法 的 框图 如 图 11 一 2 所 示 。 

曾 有 人 用 严 ORTR4Y 请 言 写 出 一 个 计算 有 50 个 点 的 图 的 连通 度 和 部 分 的 程序 在 
TBM-7044 计 算 机 上 运算 ， 执 行 时 间 约 为 9/60 秒 。 


算法 二 ， 生 成 树 算法 


框图 符号 天 11- -1 
符 ”对 名 称 意 义 
| 一 种 过 流 ， 一 种 操作 ， 或 是 一 组 操作 ， 存 企 分 配 ， 算 术 运算 等 。 
过 程 
根据 共 各 判定 或 逻辑 选择 而 改变 的 程序 过 制 。 
判定 
上 T 一 
答 出 ， 如 打印 ， 显 未 ， 录 制 等 - 
输出 
操作 完 第 停机 。 
停 机 


开始 ， 
子 图 名 
部 分 计数 c -1 


合并 邻 楼 点 i 的 
者 点 到 1 把 这 
仿 点 员 艇 晰 点 


非 邻接 让 的 
点 数 足 否 与 合并 前 
入 从 


从 中 噜 除 点 i 和 所 有 和 邻接 i 
的 各 点 ， 窟 余 贸 的 子 图 叫 作 E 


打印 每 个 < 
以 及 它 的 各 点 


在 中 是 否 还 
余 留 任何 点 ? 
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图 论 中 最 出 名 的 和 景 常 月 的 算法 也 洗 是 生成 树 的 算法 ， 生 成 笠 算 法 换 量 简单 形式 是 在 一 
个 给 定 的 连通 图 中 产生 一 棵 生成 树 。 和 如果 图 是 分 离 图 ， 算 法 会 产生 包括 4 一 名 区 这 的 一 个 生 
成 林 ， 其 中 & > 1 是 分 离 图 中 的 部 分 数 。 所 以 很 清楚 ， 作 为 一 全 算法 的 副产品 ， 我 们 可 以 检 
查 出 这 个 图 是 否 赴 连通 的 ， 如 时 不 是 连通 的 ， 就 鉴别 它 的 部 分 。 事 实 上 ， 一 个 生成 料 算 法 有 
时 可 以 用 来 测试 一 个 到 的 连通 度 的 。 另 一 方面 ， 如 果 给 出 的 图 的 每 边 有 权 《 即 加 权 图 ) ， 我 
们 可 能 希望 找 出 有 最 小 可 能 权 的 一 栋 生 成 树 。 为 了 得 到 一 个 图 的 基本 同 罩 组 ， 先 要 得 到 一 村 
生成 树 。 为 了 产生 一 个 图 的 记 有 生成 树 ， 也 先 要 答 到 一 棵 生成 树 > 

设 一 个 给 出 的 无 自 环 《部 果 这 个 图 有 任何 自 环 ， 可 以 扫 弃 它们 ) 的 元 出 图 G 和 包括 4 个 熙 
和 #. 条 边 。 设 各 点 标 以 1 ,2 ,,… ,x。， 而 图 用 两 个 线性 数组 下 和 万 来 描述， 有 即 本 章 第 三 节 的 
第 四 种 图 的 表示 法 ， 璀 个 线性 数组 输入 法 ，f ,和 hh 是 全 中 边 f 的 端点 ，f1《 了，h, EH。 

在 算法 的 每 一 阶段 ， 要 浏 试 一 条 新 边 ， 看 它 的 端点 是 否 出 现在 到 此 为 止 已 经 组 成 的 任何 
一 模 符 中 。 当 然 在 起 始 阶 段 ， 图 中 是 没有 棋 的 ， 最 先 考虑 的 第 一 条 边 《 了 ，%) 总 是 在 一 棵 
生成 请 (或 补 ) 之 中 的 。 所 以 用 这 个 算法 所 产生 的 生成 衬 〈 林 ) 是 与 各 边 的 编导 法 很 有 关系 
的。 在 第 了 阶段 ，1 所 二 #.， 测 试 边 (f。，h,》 于 可 能 有 下 列 五 种 情 闹 : 

(一 》 恕 果 点 f :和 5: 都 不 包括 在 中 到 化 为止 已 经 给 成 的 任何 笠 中 ， 这 条 边 了 称 为 一 棵 
新 友 ， 它 的 端点 7.，4* 给 以 部 分 数 “ ， 这 个 部 分 数 0 已 经 增加 了 一 。 

二》 如 果 点 户 是 在 某 一 猴 树 了， (1 = 和 2… 5) 之 中 ， 并 时 点 hi: 是 在 另 一 棵 树 T) (j= 
1 ,2.…,c， 面 ; 关 7) 之 中 时 ， 边 p 就 用 以 连 所 这 两 棵 树 ， 因 此 ， 在 了 ;中 的 每 个 点 现 在 
给 与 站 的 部 分 数 ， 这 个 部 分 数 c 现在 减少 了 一 。 

《三 》 如 果 这 两 个 点 都 在 同一 棵 树 中 ， 边 《fr，hs》 组 成 一 个 基本 回路 ， 训 不 理 考 虑 下 
去 了 。 

《四 》 如 果 点 是 在 一 樟树 本 ,中 而 太 , 不 在 树 中 ， 边 《fo，,) 加 入 了 ,， 对 有 也 指定 以 
,的 部 分 数 。 

《五 》 如 果 虚 fs 不 在 树 中 而 hs 是 在 另 一 稳 树 中， 边 《jb，ho) 规 入 Ti， 对 广 也 指定 
以 7 的 部 分 数 。 

这 五 种 情况 在 图 1i 一 3 算法 的 框图 中 用 加 峰 数 宁 标 出 。 

在 这 种 算法 的 基础 上 ， 一 种 计算 机 程序 的 效率 主要 君 一 条 边 的 端点 是 否 出 现在 到 此 为 止 
已 经 组 成 的 任何 树 中 的 测试 速度 面 定 。 为 了 这 种 测试 ， 我 们 月 一 个 天 小 为 mx 的 线性 数组 〈 在 
程序 列表 中 称 为 世上 RTEXX) 。 当 一 条 边 《 1， 让) 已 经 包括 在 树 c 中， 这 个 数组 的 元 宫 
值 i 和 二 置 位 于 c。 当 另 一 条 边 (f。， 上 ,》 接 着 检 棕 时 ， 只 要 核对 数组 ERTEX 中 f/f, 和 
上 "是 天 不 是 零 。 在 数组 中 位 置 《 的 一 个 零 表 示 点 5 到 此 为 止 还 没有 包括 在 任何 一 棱 树 中 。 执 
行 结束 时 ， 这 个 数组 矿 号 玉 7 严 天 鉴别 图 中 各 个 部 分 。 

一 棵 树 不 象 一 个 部 分 那样 ， 不 能 单独 由 点 组 来 描述 。 因 此 ， 薄 位 一 定 要 有 一 个 边 的 数组 
作为 输出 。 设 这 个 边 的 鲁 性 数组 叫 作 卢 DG。 如果 边 2 〈 按 照 这 些 边 所 安放 的 愿 来 次 序 》 
是 在 树 c 之 中 ， 那 么 EDGELp) 一 c， 否 则 这 是 零 。 在 数组 EDGE 中 所 有 零 元 素 对 永 着 各 
芝 《就 是 那些 设 有 包括 在 生成 树 或 林 中 的 那些 边 ) 。 月 这 个 数组 连同 数组 地 和 所 来 识别 由 这 
个 算法 所 产生 的 生成 树 ( 林 》。 

在 这 个 算法 中 ， 斩 线 或 称 环 路 执行 ,次 《n. 是 边 数 ) 。 测 试 庙 点 是 否 在 任何 一 称 树 出 现 
的 时 间 是 一 个 常数 ， 与 .或 x 无 关 。 关 此 用 以 执行 这 个 算法 的 时 间 是 与 .成 正比 的 。 在 比 数 
?of 2 大 的 时 候 ， 执 行 时 间 可 以 引入 一 个 新 变数 隔 减 少 ， 这 个 新 变数 用 以 计算 襟 中 所 包 揪 的 
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边 数 。 当 这 变数 达 得 到 值 #, 一 1 时 ， 程 序 应 终止 〈《 仅 当 图 是 连 遥 的 ， 否 则 ， 我 们 必须 棕 查 每 
一 条 过》 。 

这 里 附 有 一 个 用 五 O 天 7 环 4 语 言 写 的 准备 执行 的 程序 。 这 是 用 亚 ORTR4YT 语言 
写 的 子 程序 ， 在 这 个 子 程序 中 ， 输 入 用 的 点 数 不 应 关子 100。 

一 个 随 任 产生 的 有 50 个 点 的 图 ， 用 矿 ORTRAN 下 语言 编写 的 程序 ， 在 IBM-7044 机 上 
的 执行 时 间 只 要 2760 秒 。 


图 11 一 $ 


生成 树 〔〈 林 程序 
SUBROTUTTNE SPTREE CF,H,N,RE,EDGE,C) 
INTEGER ©, E, EDGE(E}, P(E), H(E), VEKTEX(IO0), Vi, V2 
DO 4L=1i,N 
4 VERTEX(L)= 0 
DO 6 LIL=1,E 
6 EDGEKLI= 0 
C=0 
M=0 
KEK=0 
10 K=K+1 
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VY1=EFI(K》 
i=YERTEX(VYD) 
IFILPEQ.O GO TO 39 
Va=HK} 
T=VERTEX(VY?) 

IF WEQ.O) GO TO 36 
IF C(I-T) 21, 53, 18 


18 11=J 

J=I 

I=IJI 
21 DI 28 L=1.N 

IF (VERTEX(.) ~ I) 26, 23, 25 
23 VERTEX(L)=I 

GD TO 26 
25 VERTEXOUY= VERTEXOU.) -1 
26 CONTINUE 


DO 32 =1. 5 
IF EDGE 一 TD 32, 99, 31 


29 EDGEd.)=1 
GO TO 32 

31 EDGE (=EDGE) -1 

32 CONTINUE 
C=C-1 
EDGE(K) =1 
GO TO 49 

36 EDGE(K)=I 
VERTEXCY2) =1 
GO TO 419 

39 T2= HK)》 


J= VERTEXY2) 
IF UU.EQ.D) GO TO 45 
EDGEI(K) = 本 
VERTEKIVI =] 
GO TO :49 

45 C=C+t1 
EDGE(KI=C 
YERTEXCVI=C 
VERTEXV2) =C 


49 M=M+1 

5 IF (MEQ, (N~D .OR, KEQ,.E) RETURN 
GO TO 0 
END 


在 生成 树 算 法 中 ， 有 时 不 象 上 面 所 讲 的 只 想 找 一 棵 生成 树 ， 垣 是 要 找 一 棵 最 短 生成 笃 ， 
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或 是 要 找 一 个 医 中 的 所 有 生成 焊 。 现 在 把 这 两 种 算法 介绍 于 下 。 

《一 ) 最 握 生 成 树 算法 

在 第 三 章 第 九 节 中 ， 我 们 已 经 齐 过 两 个 寻找 最 短 生成 树 的 算法 。 象 图 3 一 18 所 用 的 列表 
方法 可 用 网 十 讲 过 的 生成 诗 算 法 来 完成 的 。 记 需 增 加 的 工作 是 在 数组 玉生 代表 各 边 之 前 先 
把 它们 照 记 法 的 权 接 递增 次 序 予 以 分 类 。 训 是 说 ， 下 列 不 等 式 必 须 满足 ， 

边 〈f 后)》 的 权 委 边 《 六 下, -0 的 权 ，1<EISn 一 1 

自 于 牵涉 到 分 类 ， 这 个 算法 不 及 该 节 中 所 讲 的 第 二 个 算法 的 效率 。 第 二 个 算法 如 图 3 一 
19 扬 东 ， 不 必 拒 各 边 分 类 ， 只 要 把 部 分 组 成 的 树 连 续 接 到 最 近 的 令 点 来 建成 一 梨 壤 短 生 成 
其。 这 个 算法 的 计算 时 间 是 与 吕 成 正比 的 ， 其 中 ,是 图 的 边 数 。 

最 短 和 成 桂 允 于 第 二 章 第 十 三 节 中 这 回 检 查 工作 中 的 旅程 问题 中 提供 里 径 的 下 限 是 非常 
育 用 的 。 

《二 ) 所 有 有 生成 树 算法 

我 们 知道 在 电网 络 的 分 析 中 ， 有 具 图 论 的 观点 看 ， 主 要 是 找寻 图 中 所 有 的 生成 树 。 由 于 这 
样 一 个 重要 用 处 ， 已 经 有 人 提出 十 多 种 不 同 的 算法 来 产生 所 有 的 生成 杨 。 在 第 三 章 第 八 节 
中 ， 我 们 已 经 讲 过 一 种 方法 ， 就 是 循环 变换 的 方法 。 因 为 一 个 图 ，。 即 使 是 一 个 小 图 的 生成 树 
数 世 是 很 多 航 。 所 以 这 种 算法 的 效率 是 头等 量 要 的 事 。 有 很 多 人 曾 对 这 种 算法 进行 过 研究 ， 
并 且 提 出 不 同 的 算法 。 这 里 介绍 一 种 景 有 效 的 算法 于 下 。 

这 种 算 污 的 基本 原理 是 ， 和 如 果 一 个 图 G 的 一 条 边 e. 是 特异 的 ， 就 是 与 其 它 边 育 所 区 别 
的 ， 那 么 这 图 中 的 生成 椅 可 以 分 为 两 类 。 一 类 是 包括 这 条 边 e, 的 材 ， 一 类 是 不 包括 这 条 过 
1 的 料 。 如 果 G: 和 ,分 别 为 从 G 中 短 捷 边 e; 为 一 个 点 和 删除 这 条 边 e, 后 所 得 的 图 ， 那 么 第 一 
类 生成 钳 就 是 Ci 加 边 e,， 而 第 二 类 生成 材 ， 如 时 边 =,; 既 非 一 个 自 环 ， 又 菲 一 条 笑 按 边 (就 
是 这 条 按 不 是 回路 中 的 一 个 元 素 ， 或 者 这 条 边 的 移 去 能 使 图 分 离 的 ) ， 那 么 就 是 Gs 了 。 

这 个 算法 的 步 怠 是 ，( 1 ) 先 将 给 定 的 图 醛 在 一 张 纸 上 上 ， 所 有 各 边 都 编 好 导 或 标 以 字母 。 
《2) 删除 所 有 自 环 ， 删 除 所 有 的 桥接 边 ， 招 删除 的 边 号 记录 在 纸 的 下 方 。 《3 ) 利用 这 张 
纸 按 如 下 方法 产生 另外 两 张 纸 ， 取 任 何 一 条 边 革 它 为 e， 短 捷 边 e 得 到 G,， 画 在 一 张 新 纸 
十， 并 招 边 吕 的 记号 记录 在 纸 的 下 方 : 删除 边 。 得 到 C:， 画 在 另 一 张 新 纸 上 。 (4) 把 原 
詹 那 张 纸 下 方 记 录 的 边 号 转载 在 这 商 张 新 纸 的 下 方 ， 原 来 的 那 张 纸 即 可 放弃 。 

现在 对 两 张 新 纸 的 每 一 张 狠 上 法 继续 进行 。 每 张 纸 又 得 到 末 张 新 纸 。 昭 这样 继 载 下 去 ， 
一 直到 项 图 上 的 所 有 这 都 处 理 完 为 止 。 这 时 ,这 张 最 新 纸 的 下 方 将 记载 着 生成 树 的 各 梳 编 导 。 
把 这 些 汇 总 ， 就 得 到 原 图 的 所 有 可 能 的 生成 树 。 

大 们 对 于 一 个 图 的 生成 树 厅 时 硝 特 殊 的 要 求 ， 艾 如 说 ， 也 许 有 兴趣 于 特殊 约束 的 树 ， 也 
许 希 望 找寻 一 棵 不 是 最 握 而 是 最 长 的 生成 桂 。 前 者 将 于 第 十 二 章 第 四 节 中 讲 到 。 

算法 三 ， 基 本 回路 算法 

有 时 候 ， 我 们 需 痪 找 册 一 个 纵 定 医 前 一 组 基本 回路 。 上 而 讲 过 的 生成 树 等 法， 只 要 增加 
下 绍 工作 就 可 以 用 来 产生 基本 回路 的 。 

在 生成 料 算法 中 ， 当 检查 边 P(f。，#,)， 如 果 出 现 第 三 种 情况 《就 是 ， 点 f 和, 出 现在 
辐 一 棵 树 了 ,》 时 ， 不 要 简单 地 范 弃 这 条 边 ， 而 是 一 定 要 在 了 ,中 点 f 和 :之 间 找 寻 组 成 这 条 
路 径 的 那些 边 ， 这 条 路 径 和 和 边 《f ,Ar 就 组 成 一 个 基本 回路 。 这 里 药 主要 问题 是 找寻 这 条 
政 色 ”二 二 由 贞 共 干 管 汶 方面 的 管 闵 ” 邢 齐 河 基 由 晤 在 答 的 算法 介 织 干 下 
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它 不 象 牛 成 树 算 法 中 那样 取 任意 次 序 的 那些 边 ， 而 是 选择 一 个 点 > 《下 而 即将 看 到 ， 点 = 是 
最 近 加 到 那 梨 部 分 构成 树 的 那 一 个 点 ) ， 并 检查 所 有 关联 到 点 z 的 每 条 边 。 设 给 定 的 连通 图 
G=( 乒 ， 吾 ) 的 各 点 标 以 1,2,，…，?。， 并且 这 个 图 用 邻接 矩 咽 邢 给 出 。 设 了 是 部 分 构成 树 中 
新 近 加 入 的 点 组 ， 并 设 友基 还 待 检 查 的 点 组 (就 是 那些 在 T 中 以 及 不 在 了 中 的 那些 点 ， 关 联 
到 它们 的 一 条 边 或 几 条 边 还 未 检查 过 的 ) 。 起 初 ， 了 二 5$， 厂 二 户 ， 就 是 整个 点 组 。 

算法 的 开始 是 设 了 = 1 ， 即 第 一 个 点 ， 和 历 = 矿 ,点 1 将 作为 所 组 成 的 树 的 根 。 开 始 之 
后 ， 就 用 下 列 步 又 

《一 ) 如 果 了 门 柬 = 办 那么 算法 就 终止。 

《二 )》 和 如果 了 站 丈 关 由 在 了 门 瓜 中 选择 一 个 点 z。 

《三 ) 检查 点 > ， 考 虑 到 所 有 关联 到 > 的 每 条 边 。 如 果 没 有 余 留 下 这 样 的 边 ， 那 么 从 画 
中 除去 > ， 并 转向 第 一 步 。 

〈 四 ) 如 果 了 Y《 了 时 ， 找 导电 边 《z ，r 》 时 ， 测 试点 * 是 否 在 人 中 。 

(五 ) 如 果 了 《了 了 时， 找寻 由 边 《z ，r ) 以 及 树 ( 到 此 为 止 已 组 成 的 树 》 中 由 2 到 7 
之 闻 崔 一 路 各所 构成 的 基本 回路 。 从 图 中 删除 边 〈《> ，” ) ， 并 转岗 第 三 步 。 

《六 ) 如 果 世 生 人 时 ， 把 边 (z，” ) 加 入 到 树 中 去 ， 并 拒 点 + 加 入 到 组 了 中 去 。 从 图 中 
出 除 边 (2 ，+ ) ， 并 转向 第 三 步 。 

以 前 已 经 说 到 过 ， 这 个 算法 中 唯一 难 办 的 部 分 是 第 五 步 ， 我 们 怎样 去 找寻 树 中 由 > 到 > 
的 唯一 路 径 呢 ? 下 列 步 又 可 以 回答 这 个 问题 。 

我 们 准备 一 个 后 进 先 出 表 了 到 一 了 站 到 。 这 是 一 个 存储 栈 ， 它 存储 着 树 中 还 未 检查 过 那 
些 点 。 最 新 加 入 的 点 是 在 存储 栈 的 顶部 。 每 次 要 拿 出 一 点 来 检查 时 就 从 这 个 存储 栈 的 顶部 去 
拿 ， 并 从 存储 栈 中 除去 。 这 里 用 着 两 个 段 数 为 ,的 线性 数组 ，LEVEL (1) 是 岂 生 成 树 
根 《 好 岂 点 1》 到 点 1 的 距离 ，PRED(D) 是 一 个 点 v， 它 在 树 的 边 《1 ，v) 中 ,点 虐 
根 较 近 。 换 旬 话 说 ，PRED( ; ) 是 由 树 根 到 1 的 路 径 中 点 i 的 前 趋 点 《 即 前 一 个 点 ) 。 当 
且 仅 当 点 i 不 在 酝 的 最 新 点 组 TT 中 时 ，LEVELO) = 一 1。 开 始 时 ， LEVEL(1) 置 于 0， 
LEV EL(N) 置 于 一 1， 其 中 让 二 2,3,*… ,oo 

在 第 五 步 中 ， 点 z 正在 检查 中 ， 找 到 一 条 ! 

边 (z，r)， 梧 其 中 点 z & 了 。 为 了 找寻 由 


边 《z，r》 和 禄 所 组 成 的 基本 加 路， 我 们 从。 CT | lin) 


树 中 点 z 到 7 连续 找 各 前 趋 点 PRED(Z)， : 


PRED(PRED(2))，-…， 米 追 迹 这 唯一 的 
路 径 ， 一 至 找到 7 的 前 范 点 PRED(7) 为 止 。 
换 名 话说 ， 基 本 回路 是 如 图 11 一 4 所 示 那 样 产 
生 的 。 。 
所 产生 的 回路 为 :2，PRED(z)，PR 
ED(PRED(z)), .», PRED(r), r, z。 
要 注意 的 最 重要 的 事情 是 在 下 中 每 一 个 点 
的 前 趋 点 RED(Cp) 是 一 个 或 者 已 经 检查 
过 的 点 ， 或 者 是 正在 检查 的 点 。 就 是 说 PE 了 ( 洒 折 正点) 
门 环 那 么 图 1 一 4 
PRED(p EW, 但 是 PRED(p)ET 


PRED?Y 


PRED(PRED cz) 


PRED Cz) 


(正在 检查 点 》 
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贡品 一 5 是 基本 回 略 算法 的 框 加 

这 个 算法 的 一 个 程序 的 执 答 时 间 受 限于 55 的 ，2 志 v8， 信和 吓 由 图 的 结构 和 各 点 的 
标记 入 决定 的 。 

作为 一 个 奥 型 ， 一 个 有 50 个 点 和 132 系 边 的 图 ， 在 IBM-7044 机 上 用 下 ORTRANT 语 
言 编 写 的 程序 操作 ， 只 费 16/60 秘 就 产生 一 组 基本 回路 。 

一 个 无 向 居中 的 所 有 同 降 ， 要 我 一 个 无 向 图 申 的 所 有 回路 可 以 完 找 出 它 的 基 太 同 申 ， 然 
后 构成 一 级 金 线 性 组 合 〔 就 是 环 和 ) ， 再 从 这 组 中 陨 除 所 有 包括 其 它 回路 的 基本 回路 组 。 这 


把 (zf?) 如 入 到 树 编 出 基 世 回路 

招 r 禾 入 TH x FREDz), PRED(PFEDE!) 
PREDIN— x “PRED ht 

LEVELCD LEVELGZ) + 


图 1 一 5 


是 因为 回路 的 一 个 线性 组 合 本 以 是 一 个 回路 ， 或 是 车 于 回路 的 边 不 共用 并 集 ， 而 回路 的 边 不 
共 骨 并 集中 包括 其 它 回 路 。 可 是 这 梓 一 种 算法 鸭 效 率 是 当 滩 的 。 从 方 个 基本 回路 一 定 会 构成 
2 一 六 一 1 个 线 竹 组 合 ， 其 中 每 一 个 组 合 必须 成 对 的 与 每 一 个 其 它 组 台 相 比较 来 测试 它 的 内 
容 。 这 是 很 费时 的 ， 所 以 要 找 另 一 个 途径 。 

为 了 减少 存 鳍 量 和 比较 次 数 ， 入 们 可 能 会 尝试 在 回 娩 的 每 一 个 边 不 共用 并 集 一 产生 后 立 
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名 抛弃 它 。 可 是 这 个 途径 是 有 缺点 的 ， 因 为 我 们 也 许 会 发 现 几 个 抛 讲 掉 的 回路 组 的 组 合 却 是 
一 个 真正 回路 ， 并 县 由 屁 使 以 后 会 产生 另 一 个 加 路。 对 于 这 个 问题 ， 曾 有 人 研究 过 并 提出 车 
干 新 的 算法 ， 但 是 都 不 够 理想 或 有 错误 。 所 以 如 何 找 出 一 种 算法 来 瞧 别 一 个 图 中 的 所 有 回 申 
仍 是 一 个 未 解决 的 问题 。 

算法 四 ， 截 制皮 和 可 分 性 算法 

知道 一 个 图 是 连通 图 之 后 ， 下 个 景 可 能 癌 的 河 题 是 ， 图 避 是 否 是 分 离 的 ? 旋 是 问安 中 是 
否 有 一 二 个 截 制 点 ? 如 果 管 案 是 “是 ”的 ， 人 们 会 想 找 出 中 的 截 共 点 和 它 的 部 分 。 

在 第 四 剖 第 六 节 中 已 经 指出 过 ， 在 通信 跑 路 胸 缉 性 章 研 究 中 ， 截 割 点 是 很 重 权 的 。 另 
外 ， 这 个 算法 也 可 以 作为 别 的 算法 ， 如 平面 性 和 同 构 性 算法 的 一 个 子 程序 。 

初步 简化 ， 在 这 个 算法 中 ， 象 在 其 它 算法 中 一 样 ， 是 值得 先 做 一 些 初步 篇 化 工作 的 。 末 
果 给 出 的 图 有 可 能 分 离 的 话 ， 我 们 可 以 应 用 连通 度 和 部 分 算法 ， 并 把 等 一 部 分 作为 一 个 连通 
图 。 把 一 个 分 离 图 的 折 有 部 分 牵连 在 一 起 处 理 。 这 对 于 计算 机 的 存储 量 和 执行 时 间 是 一 种 浪 
蔓 。 问 烽 ， 和 如 果 不 是 一 个 简单 图 ， 我 们 可 以 立即 抛 奔 所 有 那些 自 环 和 平行 廊 ， 因 为 它们 的 存 
在 与 否 对 于 图 的 可 分 性 是 没有 影响 的 。 其 次 ,如 果 图 有 芒 持 点， 我 们 可 以 重复 地 删除 环 些 悬挂 
点 丈 修 整 那 图 。 在 修 束 过 程 中 ， 我 们 一 定 娶 留意 ， 每 一 个 邻接 悬挂 的 那个 点 ， 除 非 那 图 具有 
一 条 边 ， 否 则 就 是 一 个 哉 审 点 。 这 些 简化 平 续 通常 将 大 注 上 诚 少 原 图 的 大 小 。 当 然 ， 裙 步 管 
化 手续 只 在 钳 实 能 节省 计算 机 的 操作 时 间 时 才 进 行 的 。 

测试 一 个 图 的 可 分 性 的 一 个 直接 简单 的 方法 是 依次 移 去 每 一 个 点 《〈 即 从 它 的 邻接 矩阵 X 
中 局 除 对 应 的 行 或 列 》 后 用 连通 度 和 部 分 算法 来 测试 结果 图 的 连通 度 。 但 是 这 起 低 效 率 的 方 
法 ， 质 以 应 该 男 找 途 径 。 

外 第 四 章 中 ， 可 以 推论 出 这 样 一 个 结果 ， 当 且 仅 当 在 一 图 中 至 少 有 一 个 同 路 包 括 两 条 边 
x 和 4 时 ， 这 两 条 边 是 在 同一 个 部 分 中 。 初 看 起 来 ， 要 用 同一 个 部 分 的 这 个 特征 ， 我 们 就 得 
产生 所 有 回路 。 这 很 明显 是 一 件 浪费 时 间 和 涉及 存 催 量 的 事情 。 可 和 是， 下 列 两 个 辅 二 定理 告 
诉 我 们 只 要 产生 一 个 芋 本 加 路 就 器 了 。 
二 助 定理 11 一 1， 一 个 图 中 两 信 基 检 回路 前 非 空 交集 总 是 一 条 路 径 。 

证 ， 关 于 某 个 特定 的 生成 桥 卫 ， 设 e, 和 8? 分别 为 组 成 基本 回路 C, 和 C， 的 两 条 弦 。 那 么 
如 果 C 个 Cs 包含 着 两 条 边 z 和 Y 它 们 与 CC: 不 相连 通 度 在 z 各 之 间 在 C, 中 有 一 条 路 
径 已 (就 是 ， 在 按 工 的 端点 之 一 与 壕 ! 竟 喘 点 之 一 之 间 的 一 条 路 径 ) ， 这 条 路 径 不 含有 总 
21。 同样 ， 在 z 币 4 之 曾 在 C: 中 有 一 条 路 径 己 :， 这 条 路 径 不 含有 艾 e:。 那 么 子 图 

PUP; J (x,y) 

就 含有 一 仿 国 了 路， 它 不 含 任何 一 条 弦 。 这 是 不 可 能 的 。 这 就 证 明了 这 条 辅助 定理 。 
辖 助 定理 11 一 2 ， 在 一 个 图 全 中 . 如 果 边 和 属于 一 个 基本 回路 C,, 迅 日 和 < 属于 另 一 个 
基本 回路 C, ,而 " 生 C，c 生 C, 时 ,那么 在 如 中 就 有 某 一 个 回路 忆 ，s 和 o 两 条 边 都 在 三 中 

证 ， 由 辅助 定理 11 一 1 可 知 ， 因 为 C, 站 C 是 条 路 经， 它 含 有 间 面 不 含有 “< 或 = .区 C, 中 
Cj 是 一 个 回路 (不 是 回路 的 一 个 边 不 共同 并 僻 ) ， 它 令 有 4 和 5, 时 

算法 的 和 说明， 加 果 我 们 一 个 一 个 地 产生 基本 加 路， 并 且 正 当 每 一 个 基本 网 路 产生 时 ， 我 
们 把 所 有 的 边 用 下 列 步 骤 同 样 地 称 以 数学 或 重新 标 数 【这 个 标 数 法 可 以 用 邻接 矩阵 来 散 的 。 
而 把 所 标 数 地 就 写 在 上 面 。 丰 点 i 和 j 之 间 的 边 标 以 gq(8=2,3,…,n, 一 mn,+ 1)。 只 要 把 
zy 和 zy, 《如 图 上 三角 就 是 x,;》 代 以 9。 仍 旧 是 1 的 函 素 信 对 应 着 未 标 数 边 。 其 它 边 力 标 
以 2,3,… 等 等 。) 我 们 会 鉴定 图 中 各 个 部 分 。 
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第 一 个 基本 回路 的 各 边 标 以 3 。 当 找到 第 二 个 基本 回路 时 ， 它 的 各 过 或 者 尚未 标 数 ， 或 
者 有 些 边 己 标 以 2。 在 前 者 的 情况 时 ， 部 么 第 二 个 基本 回路 的 各 边 都 标 以 3 ， 而 在 后 者 的 博 
况 时 ， 标 以 2 。 当 我 们 进行 到 第 mw (1 二 m 芭 1#, 一 x#,+1) 个 基本 回路 时 ， 我 们 可 能 发 现下 列 
三 秆 清 况 之 一 ， 
《一 )》 如 果 第 严 个 基本 回路 芍 各 边 都 没有 标 过 ， 风 各 边 标 以 一 个 新 的 整数 9 + 1 。 
5 二) 如果 第 六 个 基本 回路 中 有 些 边 已 经 标 以 ， 而 其 它 边 尚未 标 数 的 话 ， 那 么 未 标 各 
边 也 标 以 2 。 
(二 ) 假使 第 m 个 基本 回路 中 有 些 边 已 标 以 4 ,有 一 边 已 标 以 0 ,有 些 边 已 款 以 岂 ，…， 
等 等 ， 而 有 些 边 尚未 标 数 ， 设 < 如 必 廿 心 …， 那 么 把 局 中 所 有 标 以 4， 0， 多 ，… 前 各 边 
重 妹 以 2 ， 并 百 把 第 亚信 基本 回路 中 尚未 款 煞 的 各 边 也 狼 以 
当 这 个 过 程 完毕 ， 在 产生 了 各 基本 回路 和 每 个 回路 的 各 边 听 数 后 ， 就 可 完成 下 型 工作 
C1) 属于 一 个 回路 的 每 条 边 已 经 标 以 数字 。 丙 卫 ， 当 且 仅 当 任 条 两 条 边 局 在 某 一 回路 〈 不 
必 是 基本 回路 ) 时 ， 这 酒 条 边 有 相同 数字 。 也 就 是 可 以 确定 每 一 边 组 有 相同 数字 的 成 为 一 个 
部 分 。《2) 判断 一 个 医药 部 分 多 于 1 药 ， 这 个 图 是 可 分 的 。 任 何 一 个 点 关联 到 不 同 标 数 边 
的 是 一 个 截 制 点 。 一 条 没有 任何 数字 的 这 是 一 条 桥接 边 。 

在 这 个 算法 中 ， 一 条 属于 一 个 回路 的 边 会 更 欣 数 字 好 多 次 。 这 明显 是 恢 将 率 的 渊源 。 扎 
以 有 人 建议 用 下 列 办 法 减少 重新 标 数 。 在 每 一 个 基本 回路 产生 当 来 时 ， 各 边 不 是 立即 加 以 重 
新 标 数 ， 而 要 等 到 在 基本 回路 算法 中 一 个 点 = 完全 检查 过 之 后 ， 并 把 通过 > 所 产生 的 各 基本 
回路 的 各 边 指 定 同 样 的 数字 。 这 样 标 数 次 逆 就 只 有 ,次 而 不 是 六 次 了 。 此 外 ， 图 中 的 备 边 不 
必 都 标 数 的 。 关 于 这 些 ， 这 里 不 再 讨论 了 。 有 兴趣 的 读 老 可 以 查阅 文献 。 

算法 五 ， 有 向 回路 算法 

关于 一 个 有 向 图 的 最 重要 的 问题 之 一 是 它 的 有 向 回路 。 有 问 回 路 共 各 要 性 在 第 七 章 中 已 
经 讲 到 。 与 无 向 汐 不 一 样 ， 现 在 还 没有 方法 来 得 到 有 向 图 的 一 个 基础 组 ， 靠 了 这 个 基础 组 的 
线性 组 合 来 得 到 有 向 阮 中 每 一 个 有 向 回路 。 因 此 ， 为 了 得 到 一 个 有 向 图 的 所 有 回路 ， 算 法 3 
是 没有 什么 帮助 的 ， 我 们 必须 各 各 地 产生 每 一 个 有 向 回路 。 为 此 ， 除 非 我 们 已 经 知道 某 答 边 
不 属于 有 询 回 路 的 ， 否 区 我 们 必须 检查 每 条 边 许多 次 。 

初步 简化 : 在 大 多 数 情况 下 ， 虽 然 不 是 必要 的 ， 但 是 预先 对 一 给 定 的 奉 仙 图 进行 下 列 砚 
步 篇 化 是 有 好 处 欧 。 第 一 ， 如 泉 一 个 有 间 图 可 能 是 分 离 的 ， 就 先 用 连 盘 放 和 部 分 算法 (为 了 
是 有 疝 图 ， 欧 稍 加 修改 ) 去 检查 它 的 连通 部 分 ， 然 后 每 次 检查 一 个 部 分 。 第 二 ， 相 继 删 除 所 
有 零 入 次 烤 或 零 出 次 数 的 各 点 连同 关联 到 它们 芍 各 边 ， 很 明显 ， 这 样 一 个 点 不 会 包括 在 任何 
有 向 同 略 之 中 。 因 为 这 些 点 对 应 着 邻接 距 阵 了 中 整 行 [对 于 4+(v)=0) 或 整 列 [对 于 
cs= 0] 为 零 ， 所 以 是 容易 鉴别 的 。 例 如 图 7 一 4 中 所 示 的 有 向 图 ， 点 3 和 点 6 的 入 次 
数 d (3) = 人 (四 二 9， 而 点 4 的 出 次 数 d* (4) 二 0， 所 以 这 3 个 点 连同 关联 到 这 些 虚 欧 边 
42， 四 ，6. e， 上。 可 以 删除 。 结 果 这 个 让 向 图 就 只 剩 了 3 条 边 d，f 和 9 了。 在 另 一 方 
面 ， 这 种 简化 法 并 不 能 简化 如 宪 7 一 23 导 祥 的 有 向 图 。 

算法 涪 明 ， 这 个 算法 在 一 个 给 出 的 有 向 图 @ 中 尽 是 搜寻 所 有 有 向 回路 。 属 例 ，C 中 各 点 
永 以 整数 1 ,2 ,… ,mu 作为 点 各 。 算 法 及 点 p: 开 始 攀 成 一 个 有 疝 路 知已 = (pi，pa po， 一 
直到 点 pi 为 止 。 即 没有 可 采用 的 ， 满 足 一 定 条 忻 的 点 来 再 延 长 这 个 有 向 路 么 了 。 在 点 9,， 算 
法 要 检 音 从 pe 到 p, 是 否 有 一 条 有 向 边 。 如 果 有 这 样 一 条 有 向 边 ， 那 就 找到 了 一 个 有 向 回路 
CPP ，…，pu，pD ， 及 时 记录 下 来 。 如果 在 有 向 图 中 没有 这 样 一 条 边 ， 我 们 就 后 移 一 
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个 点 到 ps- 并且 试 试 看 从 点 局 -是否 沿 着 另 一 条 边 延 伸 这 个 回 申 不 管 有 和 否 找 到 一 全 有 疝 回 
栈 ， 算 法 禁止 点 aa, 再 作为 p,-: 的 下 一 次 延 停 ， 以 免 走 向 同一 条 路 径 。 

找寻 有 向 回路 井 且 后 移 一 个 点 的 过程 续 续 进行 ， 一 直 要 到 晤 后 回 到 点 ,为 止 。 这 桩 由 
起 的 所 有 有 各 路 径 都 答 查 过 了 ， 并 且 狗 所 有 有 向 回路 都 记录 下 来 了 。 从 次 一 个 点 开始 ， 重 揽 
整个 过 程 。 这 种 重复 工作 由 点 5,= 1 开始， 到 pi; 一 如, 为 止 。 

在 尽量 换 寻 有 向 路 径 的 时 候 ， 我 们 一 定 要 注意 下 列 事项 ， 

《一 》 在 延伸 每 一 条 有 向 路 径 时 ， 蕊 须 避 免 围 绕 荐 一 个 有 向 回路 多 园子。 凡是 一 个 点 妃 
经 包括 在 某 一 条 有 疝 路 径 中 的 ， 千 万 不 再 用 它 来 延伸 它 的 路 径 。 坚 持 这 个 原则 的 ， 就 可 避免 
侥 回转。 

二) 必须 避免 9 个 点 3 次 产生 一 个 有 向 回路 ， 即 在 回路 中 的 每 一 个 点 只 用 一 次 。 如 时 
路 径 由 点 mn, 开始 ， 坚 持 不 采用 点 万， 来 延 介 路径。 这 条 规则 保证 找寻 某 一 有 向 国 路 开 ， 
只 从 路 算 开 始 处 的 景 小 数 点 着 手 。 


有 向 回路 算法 的 执行 步 区 表 11 一 2 
i ~ -- -一 - 

的 pe gp, 上 的 仇 用 | 
1939600 

12000 

12400 

124 30 记 节 中路 ， NE 

12400 

124$80 无 四 路 + BL 

12400 无 下 路， | 

2 0 0 人 

12500 无 El 略 ， boo5e 1 

12000 无 全 路 1 Kgl 22 2 2 ih 
i10000 天 回 蜂 , pumpitl; -0 

20900 

24000 

2 4 3 0 记录 门路 ; Ada- 

24000 

24504 | 记录 名 路 ， he 

2 40 0 素 思 路 biol fio2e isd hdd hd 03 kh2,de 1 
2 0008 

250 604 记录 同 路 ， 入 85< 1 

203300 i pipit ls Ho 

39810 .60 ppiT lH 

40000 

4 .50 07 元 回路 : 155] 

40008 元 到 路 。 pir pirls Hoo 

50000 停止 


5 码 》 在 路 径 延 伸 时 ， 同 一 路 径 一 定 只 能 考虑 一 次 。 在 mx n, 短 阵 厅 二 -hi;] 中 玲 备 一 
个 最 新 禁用 点 表 可 以 如 免 再 用 在 行 i 的 那些 1 的 元 素 对 应 着 由 点 i 禁用 这 些 点 《就 是 ， 如 果 
从 点 禁止 延伸 到 点 了 ， 置 Ar< 1)。 一 个 零 值 的 元 素 表 示 这 个 点 不 禁用 就是， 如 果 
Ri= 04。 那么 从 点 1 可 以 延伸 到 点 7 ] 。 私 次 一 个 新 点 选 作为 开始 点 时 ， 鳞 阵 瑟 重新 置 0。 

丰 向 图 用 它 的 第 楼 矩阵 输入 到 于 算 机 。 备 点 照例 用 整数 1， 2 ，…，m 标 号 。 所 痢 虑 的 
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有 商 路 径 用 一 个 n, 险 线性 数组 来 代表 。 
已 = (piypaypeiypbar0 0 ,0,0) 

每 一 条 路 径 的 第 一 个 点 为 pl， 最 后 一 个 虚 为 pis 

例 11 一 3 ” 当 图 11 一 6 中 的 有 向 图 应 用 这 个 算法 时 ， 执 行 步骤 如 表 11 一 2 所 示 ， 

这 种 算法 的 框图 如 图 11 一 7 所 示 。 1 

这 种 算法 其 实 只 是 一 个 系统 的 彻底 的 搜寻 有 疝 回路 的 方 
法 。 在 例 11 一 3 中 可 以 看 出 ， 同 -- 有 向 路 径 走 过 好 几 次 。 即 4 
使 是 一 个 有 向 加 路， 在 它 答 到 认为 “是 ”之 前 ， 常 常 是 检查 
几 次 ， 抛 奔 几 次 。 因 此 这 种 算法 是 很 慢 的 。 很 有 改善 的 余 
地 。 

这 种 算法 可 以 很 容易 地 加 以 修改 以 产生 所 有 的 有 向 汉 密 
尔 顿 回路 。 

一 个 有 20 个 点 ，55 条 边 和 434 个 有 向 回路 的 随便 的 有 向 图 -6 
图 在 IBM-7044 机 上 约 费 17 秒 钟 。 这 就 表明 这 种 举 涉 到 系统 的 彻 廊 搜 寻 方 法 ， 很 据 执行 时 间 
来 讲 是 效率 很 差 的 。 


疹 
福 条 有 条 边 作 ， 
9? 
是 
人 
自在 


图 11 一 ? 
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第 六 节 ”最 短路 名 算法 


很 多 的 镶 化 问题 在 数学 上 讲 ， 是 相当 于 找寻 一 个 蕉 中 有 的 节 短 路 径 。 因 上 比 ， 在 图 论 中 ， 最 
短路 径 算法 比 其 它 算法 研究 得 更 为 透彻 。 到 1974 年 为 止 ， 大 约 有 100 多 篇 论文 和 天 十 种 算法 
已 经 提出 光 了 。 有 些 算法 比 其 它 的 好 一些， 有些 更 适用 于 某 种 特殊 结 购 的 图 ， 有 些 只 是 前 一 
些 算法 的 小 变化 。 

景 得 路径 问题 有 不 同类 型 ， 最 常见 到 的 有 王族 五 种 ， 其 中 前 三 种 将 在 本 节 中 解决 : 

(一 》 在 两 个 规定 点 之 疗 的 最 短路 径 。 

(二 》 在 各 对 点 之 间 的 最 短路 径 。 

(三 ) 从 某 一 规定 点 到 其 它 所 有 点 之 间 的 最 短路 径 。 

《四 》 愉 某 旦 规定 点 通过 某 些 规 定点 之 问 药 最 得 路 径 。 

《五 ) 第 二 、 第 三 短 等 最 短路 径 。 

在 最 坏 情况 和 下， 第 一 种 问题 成 为 第 二 称 。 固 为 我 们 即将 在 到 ， 在 找寻 某 两 个 内 定点 之 间 
的 最 短路 径 的 过 程 由 ， 我 们 可 能 要 确定 到 所 有 其 它 各 点 之 间 的 最 短 耻 径 。 让 我 们 先 处 理 第 -- 
种 类 型 的 问题 。 

算法 一 : 从 一 个 堵 定 点 到 另 一 个 规定 点 之 问 最 短路 径 的 算法 

从 一 个 规定 点 * 到 另 一 个 规定 点 t 之 闻 找 如 最 短路 径 的 问题 可 以 陈述 如 下 ; 

这 个 算法 原 米 是 用 来 处 理 一 个 简单 的 加 权 有 则 蔷 G 《如 果 给 定 的 有 向 图 不 是 简单 的 ， 我 
们 可 以 抛弃 那些 自 环 ， 并 把 平行 边 组 民 以 其 定 最 短 的 ， 或 景 低 权 边 》 的 。 同样， 这 个 算法 不 
一 定 限于 处 理 有 向 图 ， 对 于 一 个 无 向 图 ， 邮 可 适用 ， 只 是 do=Gri。， 并 且 每 一 条 无 向 边 实际 
上 可 用 同 祖 的 疯 条 相反 的 有 向 边 米 代 玲 。 如 果 图 是 无 权 的 ， 可 以 假定 ar= 1 ， 这 样 邻接 皇 
阵 就 变 成 了 胆 离 矩阵 。 一 个 有 #。 个 点 的 简单 加 权 医 @G 可 用 一 个 nm, x 5 矩阵 忆 米 表示 ， 

D={d;] {11— 5) 
式 中 d=0 
由 点 :到 j 之 间 有 向 边 的 虐 离 (或 段 数 或 权 》，dij 之 0 

di 一 co， 如 果 由 点 ;到 点 /之 间 没 有 边 《在 执行 一 个 程序 时 ，0 用 一 个 大 数 , 比如 说 
999999 米 代 赫 》 。 

一 般 ，di: 志 dj;， 所 以 不 需 满 足 三 角 不 等 式 ， 就 是 说 ，di: 二 djs 可 能 小 于 d;。。 事 实 上 ， 
如 果 每 一 个 i， 和 上 能 满 是 三角 不 等 式 的话 ， 因 为 直通 边 《xz ，#》 就 会 是 从 点 + 到 点 
之 加 的 最 得 略 千 ， 问 题 就 简单 了 。 一 条 有 疝 路 径 忆 的 虐 离 是 只 中 各 边 的 上 距离 之 和 。 问 题 就 在 
于 找寻 最 得 可 能 路 径 ， 和 从 始点 s 到 终点 了 的 距离 。 

在 一 对 规定 点 之 闻 最 短路 径 的 算法 有 好 几 种 ， 下 面 介绍 的 算法 可 能 是 效果 景 好 的 。 

算法 说 明 ， 这 个 算法 要 把 给 出 的 有 向 图 的 和 点 标 以 数字 。 在 算法 的 每 一 阶段 ， 有 些 点 是 
固定 标 数 ， 死 其 它 一 些 点 是 临时 标 数 的 。 算 法 开始 时 ， 始 点 * 指定 一 个 固定 数字 0 ， 面 其 余 
mu 一 工 个 痊 各 暂时 指定 一 个 临时 标 数 cp。 从 此 之 后 ， 在 每 次 运 代 中 ， 另 -- 个 点 按照 下 列 规划 
得 到 一 个 固定 标 数 ， 

(一 ) 还 没有 固定 标 数 的 每 一 个 点 j 得 到 一 个 临时 标 数 ， 它 的 值 为 

min{(j 的 旧 标 数 )，[ (i 的 旧 标 数 ) + (11—6) 
即 选取 〈 了 的 旧 标 数 ) 和 [( i 约 旧 标 数 ) + dy] 中 的 较 作 数 ， 其 中 i 是 前 一 次 过 代 中 晤 新 男 
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定 前 标号 ，d ;是 点 ;和 ;之 问 的 直接 距离 。 如 点 ;和 和 [7 之 间 没 有 一 条 边 相连 ， 则 dv = co。 


《二 ) 搁 出 所 有 临时 标 数 中 的 最 小 数 ， 这 就 变 成 这 个 对 上 应 点 的 辐 定 标 烙 。 当 有 一 对 同 拌 


标 数 点 时 ， 两 者 申 任 选 一 个 点 ， 给 以 国定 标 数 。 - 
这 两 步 交 将 重复 进行 ， 一 直 要 到 终点 + 得 到 一 个 固定 标 数 为 止 。 


第 一 个 加 定 标 数 的 点 离开 点 * 的 距离 为 0 ， 第 二 全 得 到 国定 标 数 的 点 《 即 余 留 下 的 .一 


1 个 点 中 之 一 ) 是 最 近 点 s 的 点 。 从 余 留 下 来 
的 ,一 2 个 点 中 下 一 个 得 到 固定 标 数 的 点 是 第 
二 个 最 接近 : 的 点 。 作 类推。 每 一 个 点 的 固定 
标 数 就 是 这 个 点 与 点 “之 亲 的 最 短 距 离 。 

例 i1 一 4 有 一 个 育 向 图 如 图 11 一 8 所 
To 

我 寻 由 点 8 到 点 G 的 景 短 距 离 。 我 们 在 进 
行 解决 这 个 河 题 的 过 程 中 ， 找 出 一 表 如 下 来 表 图 


示 各 点 临时 和 因 定 标 数 ， 其 中 国定 妹 灼 用 一 方 棋 围 着 ， 而 最 新 指定 的 财 定 标 数 用 一 个 记号 v 


表示 。 标 数 进行 如 下 ， 
ABCDEFG 


eoeocosooo， 始 点 8 标 以 0 
7 六 1 eosecooo， 所 有 旦 的 后 继 点 诛 以 数 

7 回国 "cosoooor， 最 小 标 数 变 戌 尚 定 标 数 
4 加 加 ce 5 4 co， 所 有 CC 的 后 继 点 标 以 数 

4 回忆 ee 5 上 "ee， 最 小 标 数 变 成 固定 标 数 
4| 司 问 14 5 呈 11， 所 有 厂 的 后 继 点 标 以 数 

入 站 可 加 14 5 G11， 最 小 标 数 变 成 而 定 标 数 
全 区 全 2 5f11， 新 有 有 4 的 后 点点 标 羽 数 
区 1 红 门 11， 最 小 栋 数 灾 成 固定 标 数 
图 国 二 12 国 加 7 所 有 二 的 后 继 点 标 以 数 
轩 问 国 12 回 同 下 终点 6G 得 到 国定 标 数 


各 步 是 容易 编制 程序 的 ， 只 是 把 固 害 标 数 点 区 别 于 临时 标 数 点 的 工作 稿 震 技巧 。 完 成 这 
个 工作 的 有 效 方 法 是 把 各 点 位 以 下 标 1，2 ,…, 5,, 并 且 保 持 一 个 n。 院 的 二 进 制 和 撩 量 V ECT。 


当 点 i 变 成 固定 慰 数 时 ， 这 个 二 进 制 矢量 的 元 素 就 由 0 改 为 1。 
两 个 规定 点 之 间 最 短路 径 算 法 的 框图 见 图 11 一 9 。 


这 里 附 有 一 个 准备 执行 的 8ASIC 程 序 以 便 我 导 图 11 一 8 中 由 点 4 到 点 G 之 间 的 最 短路 


径 。 在 图 11 一 8 中 图 台 的 距离 皂 式 中 co 用 99 来 代 车 。 


规定 点 之 同 最 每 路 径 程 玫 
10 REM SHORTEST DISTANCE FROM S TOT 
20 1LPRINT *NO.OF VERTICES=? ” 
30 INPUT N 
0 LPRINT “SS>STARTING VERTEX=?»” 
50 INPUT S 
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£0 LPRINT “了 =TERMINAL VERTEX=? ” 
70 INFUTT 

80 FORI=1 TON 

90 FOR I=1 TON 

10D READ DOU, 1 

119 NEXT J 

120 NEXT I 

13D FOR I=1 TON 

1:0 FOR I=1 TON 


150 LI = 99 
160 VD = 0 
170 NEXT 
180 L(S)= 0 
190 VCS)= 1 
200 1=S 
210 M= 99 


220 FOR J= 1 TON 

230 IF VD =1 THEN 330 

240 REM Z=3ERMANENT LABRL OF VERTREX 

230 Z=DIT，J) +L 

280 [F ZK<LIO THEN LITD) = 了 

270 IF LD > M THEN 300 

236 M=L(} 

250 P=1 

320 NEXTF 

al0 YIF)= 1 

320 IF P=T THEN 350 

330 T=P 

34) GOTO 210 

359 LPRINT “SHORTEST DISTANCE FROM 5 TO T=1.T)” 

350 DATA 99,98,99,8,2,99,99,7,99,1,99,89,99,99,3»99,99,99,4,3,99,2,99,99,99, .,39, 99, 
99,99,99.99,99,99,2,99,99,99,10,4,99,7,99,99,99,2,99.99,98 

370 END 


上 述 算 法 实际 上 不 是 列 出 从 始点 到 终点 的 最 短路 径 ， 而 只 给 出 最 短 距 离 。 最 短路 径 可 用 
下 法 构成 ， 即 从 终点 钢 盈 到 那个 前 趋 点 ， 使 丙 点 的 差 数 正好 是 连接 边 的 明 数 。 如 有 同样 标 数 
点 时 ， 表示 最 短路 径 不 止 一 条 。 另 一 种 可 采取 的 办 法 是 把 已 经 固定 标 数 的 各 点 记录 下 来 ， 以 
确定 最 短路 径 。 这 个 记录 可 以 用 段 数 为 ,的 另 一 个 线性 数组 的 方式 保存 下 来 。 每 当 有 一 个 新 
的 而 定数 字 指 定 给 点 j 时， 从 j 直 接 可 达 的 那个 点 总 是 记 最 在 这 个 数组 的 位 置 7 中 。 

这 个 算法 的 注意 事项 : 

《一 ) 在 这 个 算法 中 ， 如 果 我 们 进行 到 每 一 个 点 都 得 到 一 个 固定 标 数 ， 而 不 是 停止 在 终 
眠 1 的 国定 标 数 上 时 ， 那 么 这 个 算 洁 就 是 找寻 由 某 一 规定 眠 到 其 它 所 有 点 之 问 最 短路 径 芍 算 
法 。 


该 DDR, 5 3; 


Ee 


YET t 


VECTP Y=! 


是 
中 AELCGEm 
M3? 
bal 
nm 


加 1 一 9 


(二 》 如 果 我 们 取 从 逮 点 s 到 每 一 个 由 可 以 达 公 的 其 它 点 的 景 短 巾 径 ， 那 么 这 星 落 径 
的 其 集 将 基 一 个 生 痕 于 点 的 外 向 树 个 。 在 了 中 从 > 起 的 每 一 条 路 径 是 有 向 图 (也许 有 些 情 
况 是 无 向 图 ) 中 唯 -最 短路 径 。 这 样 的 一 栅 树 岂 作 最 短路 离 外 向 树 。 如 果 是 无 向 别 ， 就 是 最 
短 距 离 检 ， 它 与 最 短 生成 村 有 别 。 在 进行 算法 6 时 ， 如 果 标 数 继续 到 每 点 都 得 到 一 个 固定 标 
数 ， 并 且 如 果 每 次 只 有 一 个 点 给 予 固定 标 数 时 ， 相 应 的 边 添加 到 外 向 树 ， 这 棵 外 向 树 就 可 以 
作为 以 … 个 加 定点 到 另 一 个 规定 点 之 疝 最 短路 径 的 算法 的 副产品 来 构成 。 例 如 ， 图 11 一 8 的 
景 冠 距 离 外 目 树 就 如 图 1 一 :0 所 站。 

(三 ) 在 这 个 算法 中 ， 当 下 多 的 点 得 到 固定 标 数 后 ， 需 要 用 以 改变 临时 标 数 的 加 法 和 比 
较 就 逐渐 喊 少 。 在 每 一 个 点 得 到 国定 标 数 的 情 阅 下 ， 我 们 需要 用 加 (nm, 一 1 ) /2 次 加 法 和 2m， 
4 一 1) 次 比较 。 所 以 计算 时 间 是 与 吧 成 正比 的 。 

《四 ) 注意 当 有 向 图 的 点 数 为 ,时 ， 计 算 时 间 是 与 有 向 图 可 能 有 的 边 数 n, 无 类 的 。 这 荐 
因为 有 总 假 党 这 是 一 个 完全 有 向 图 。 如 有 缺 边 ， 只 要 给 与 - 仿 很 大 数 。: 下 列 典 型 数据 也 计 证 
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实 这 一 点 ， 在 IBM-7044 机 上 ， 对 于 一 个 有 80 个 点 和 3206 条 边 的 醋 意 有 向 图 ,用 FORTR AN 
程序 化 费 35160 秒 钟 去 找寻 由 一 个 规定 点 到 所 轴 


有 其 它 点 的 最 短 虐 离 。 另 一 个 有 36 个 点 和 1060 A 

条 边 询 任意 图 ,也 化 费 36/6C 秒 钟 你 站 同 计算 。 NA 
《五 ) 如 果 有 向 图 是 兢 斑 的 ， 就 是 边 数 m 2 ff 
小 于 im- 工 ) 很 多 的 。 就 有 可 能 减少 计算 时 
间 。 这 可 以 结合 另 一 种 测试 法 去 改变 著 些 只 是 

新 近 冰 定 标 数 的 后 继 点 的 临时 标 数 来 达到 的 ， Ye 

当然 ， 这 要 在 费 些 测试 时 亲 来 换 敢 由 于 测试 结 En 
果 厅 节省 下 来 的 时 间 。 另 一 种 沽 少 稀 玻 图 的 计算 时 间 的 方法 将 在 下 一 个 算法 的 注 意 事 项 第 
《三 》 中 计 到 。 

(六 》 如 果 给 出 的 有 宫 图 GG 不 是 加 权 的 ， 那 么 中 每 一 条 边 的 权 可 以 作为 1， 这 样 短 阵 
也 就 与 名 接 短 庄家 泣 了 。 郑 么 问题 就 简单 些 ， 我 们 只 要 进行 外 苑 操作 而 不 是 实在 有 的 算术 操作 
了 。 

《七 ) 我 们 翁 定 了 虑 离 z。 邦 屁 些 正 数 。 如 果 有 些 距离 是 负 的 ， 这 个 算法 舟 不 能 工作 了 

(在 网 络 中 的 正 距 离 可 能 代表 致 ， 负 蝶 离 代表 亏 ) 。 这 个 算法 所 以 不 能 工作 的 理由 是 氏 为 一 
个 点 的 标 数 已 经 加 定 后 就 不 能 改变 了 。 曾 有 人 建议 过 用 最 短路 径 算 洁 来 解决 这 种 问题 。 不 过 
有 一 个 条 件 ， 就 是 环绕 着 每 一 个 有 思 回 路 的 所 有 dz. 的 和 必须 是 正 数 。 能 处 理 负 d:; 的 计算 时 
间 是 与 如 而 不 是 与 4 成 正比 的 。 

《mA) 曾 有 人 建议 过 ， 如 录 拒 最 短路 径 算法 从 妨 庙 3 和 终端 + 同时 进行 ， 会 改变 速度 。 
不 过 也 有 人 指出 这 个 算法 的 双 端 进行 法 只 会 改进 某 些 类 型 有 向 图 的 效率 。 在 一 个 有 向 赔 中 ， 
差不多 所 有 2, 个 点 部 必须 从 这 一 问 或 那 一 喘 坦 行 轴 定 标 数 对 ， 双 器 进行 法 实 际 上 比 上 硬 讲 过 
的 单 端 进 行 法 的 效率 还 低 些 。 

算法 二 ， 每 对 点 之 间 最 短路 径 的 算法 

有 时 候 ， 人 们 对 于 线 寻 一 个 有 疝 图 中 所 有 (rs 一 上) 个 有 序 虎 对 《 或 在 一 个 无 向 图 中 + 
cn. 一 112 个 无 序 点 对 ) 之 加 的 最 短路 径 是 语 兴 拖 的 。 如 果 我 们 还 是 用 从 一 个 规定 虑 到 另 一 
个 规定 点 之 间 最 短路 径 的 算法 来 达到 这 个 目的 。 计算 时 间 会 与 z# 成 正比 的 。 现 在 有 妃 种 算法 
可 以 用 来 更 好 抑 完成 这 个 任务 ， 其 中 有 两 种 可 以 算是 最 好 的 ， 效 率 辐 同 。 玖 者 的 计算 时 间 与 
:万 正 比 的 。 我 们 将 介绍 其 中 的 一 种 。 

算法 说 胃 ， 当 算 活 在 进行 中 认为 有 利 时 ， 就 在 路 径 中 手 入 一 个 或 妃 个 点 。 

由 直接 距离 的 m, x #。， 和 矩阵 =[d,1] 开 始 ， 吉 .个 不 同 短 阵 隔 ,，DD,，… ，D., 相 继 构 成 。 
拖 阵 站 。 :万 h<n。， 林 以 看 作 是 那样 的 一 个 皂 阵 ， 它 的 《i, 站 处 元 素 值 给 出 由 ; 到 j 之 间 
所 有 有 向 路 花 中 最 短 有 间 路 径 的 段 数 ， 点 1，2 ，…，& 可 稚 为 中 间 虚 。 和 矩阵 D,==[d 约 '] 
是 依照 下 列 规 则 从 刀 ,-, 构 威 的 : 

dp =0intd tn ,dM td? 《一 7》 
其 中 = 1 ，2，…，t。 了 8 一 dr。 就 是 说 ， 在 选 代 中 ， 如 果 d> 中 ,+dy， 就 把 点 1 
锌 入 融 因 点 1 到 的 路 经 中 。 在 这 代 2 中 ， 把 点 3 插入 ， 等 等 。 

例 11 一 5 ”假定 由 点 7 到 点 3 揭 最 短 有 疝 路 径 为 741953， 就 有 下 列 蔡 搞 ， 

大 代 1，(d49? +d 13 ) 殖 多 44 

选 代 4 《df df ) 替 换 d49 
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遗 代 5 《ds 和 +d#9 ?起 换 cy 引 
和 遗民 9 : 《df 和 二 dg ) 赫 换 d#9 

一 旦 在 4#3? 中 得 到 最 短 上 距离 时 ， 在 其 后 运算 中 ， 这 个 元 素 值 就 不 再 变更 了 。 
这 个 算法 的 抠 图 见 图 11 一 11。 


这 里 附 有 一 个 准备 执行 的 4S7C 程 序 以 便 找 寻 图 11 一 8 的 有 向 图 中 每 对 边 之 问 的 最 但 
路 径 。 这 个 程序 的 输入 数据 与 从 一 个 规定 虚 到 另 一 个 规定 点 之 间 最 短路 径 的 算法 中 所 阶 程序 
的 数据 相同 。 

每 对 点 之 局 的 最 徐 院 径 程序 

10 REM SHORTEST PATH BETWEEN EVERY YERTEX-PAIR 

20 READN 

30 FOR1=1 TON 

0 FORJ=1 TON 

50 READ DG, 

60 NERXT 

76 NEXT 1 


30 FOR 1=-1 ON 

100 IF DTDK)》<89 了 HEN 129 

110 SOTO 180 

120 FOR T= 1 TNON 

130 IF DK, < TEN 150 

140 GIOTO 170 

180 全 一 DRK)+DI 区 ,站 

260 IT S<DCP5 THEN DO,D=5 


207 FOR T=1 TON 

219 FOR ?=1 TON 

229 D1)= 0 

230 [PRINT DO 

21D SEXT J 

253 LERINT 

260 NEXT 1 

270 DATA 7。99,99,99,8,2;99,99。7,99.1,99:99:99,99.3,89.99,89,4,3,99，2,90,9999,1,39,89- 

89 ,99 ,99.39 .99.99,2 .99,99 ,99,10,4,99,7,99,99:99,2,99,99,99 

230 END 

讲 到 这 里 为 止 的 算 壮 实际 上 并 不 是 列 出 路 径 ， 而 只 是 给 出 最 短 蝶 离 。 要 得 到 路 征 ， 因 为 
沈 在 要 有 n.《n. 一 1) 索 洲 径 而 不 只 是 一 入， 所 以 要 比 闪 一 个 规定 点 到 另 一 个 规定 点 之 加 景 短 
路 径 的 算法 较 复 杂 些 。 在 每 个 景 短路 径 得 到 中 闽 点 葛 一 个 有 效 方法 是 组 成 一个 矩 星 Z 了 一 [= ,小 ， 
这 种 矩阵 叫 作 晤 并 策略 矩阵 ， 元 素 信 2,: 是 由 到 二 泊 最 短路 径 中 以 点 1 起 所 直到 的 第 -… 点 。 
景 线 策 略 短 隆 了 可 用 下 法 组 成 : 

开始 ， 我 们 置 


， ， 妇 dcc 

2 一 0， 旭 ai,=co 
在 第 有 次 迁 代 中 ， 如 时 点 插入 i 和 j 之 间 ， 鞠 素 值 z, 训 由 >.: 的 4 时 舍 新 古 换 。 这 对 于 所 
有 :和 i 都 是 这 样 。 在 每 次 迁 代 中 ， 其 中 站 二 1，2，， :， ZZ 算 阵 就 更 新 。 结 果 ， 从 
i 到 7 的 最 短 除 径 《了 ，5,，t，…，Ys， 了) 就 从 矩阵 了 中 各 点 数 的 序列 中 如 下 导出 ， 


了 一 so 
这 个 算法 的 注意 事项 是 ， 
《7) 注意 为 了 许 筑 晶 的， 我 们 只 需要 一 个 ”, x #, 仿 隆 的 存储 量 。 其 它 所 组 成 的 盾 阵 可 


以 在 这 个 和 矩阵 上 修改 。 
(二 ) 为 了 佑 十 时间 ， 我 们 得 考虑 要 相继 组 成 ?, 个 抵 阵 口 ,， 万 ,，…， 厂 ,。 关于 每 个 给 
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阵 妨 因为 在 式 〈11 一 7 ) 店 ， :天 了 ，i 关 ,7 天 和 (最 然 为 了 简单 起 见 ,我 们 在 栓 图 中 没有 利 
四 这 细小 的 节省 ”计算 的 元 素数 为 (4 - 1)(n, 一 2)。 因 此 执行 时 间 是 与 4, (7. 一 1) (9 
2 ) 二 #3 成 正比 的 。 

(三 ) 当 式 (11 一 7) 的 4 人- ”二 co 时 ， 这 总 是 可 能 用 括 外 的 测试 来 避免 《 #, 一 1) 
次 加 法 和 比较 的 。 这 正 象 在 从 一 个 议定 点 到 另 一 个 规定 点 之 间 最 短路 径 的 算法 中 的 折衷 办 
法 。 但 是 因为 现在 这 个 算法 的 执行 时 间 是 与 :成 正比 、 所 以 这 是 值得 对 差不多 每 一 个 有 内 图 
进行 这 个 额外 测试 的 。 注 意 在 框图 中 ， 这 个 测试 没有 包括 进去 。 

(四 ) 如 果 狠 是 稀 驴 的 ， 就 是 边 数 远 少 于 n,(n。- 1》 的话， 这 就 可 能 利用 这 种 特殊 结 
构 ， 把 图 分 解 开 来 以 减少 工作 。 在 每 一 个 子 图 中 找 出 最 短路 径 。 作 为 一 个 极端 的 例子 ， 假 定 
一 全 有 nm。 仿 点 的 有 向 图 是 由 各 有 ?#,72 全 点 的 两 个 有 向 图 所 合成 的 ， 那 么 计算 时 间 就 由 92 减少 
到 2(n,/2)?， 即 减少 了 75%。 

《五 ) 象 在 从 一 个 规定 点 到 另 一 个 规定 点 之 间 最 短路 径 的 算法 中 一 样 ， 如 果 有 向 图 是 无 
权 的 。 就 是 刀 = 存 ， 计 算 时 间 就 可 以 由 于 用 逻辑 操作 代替 了 算术 操作 而 减少 了 。 

一 全 有 向 图 的 传递 闭 包 ; 设 G 是 一 全 简单 的 有 tt 个 点 的 有 向 图 ， 让 我 们 构造 男 一 个 简单 
的 有 .个 点 的 有 岛 图 ， 象 下 面 那 样 把 一 些 边 加 到 GG 中 去 。 当 和 且 仅 当 在 G 中 由 i 到 j 有 一 条 有 
向 路 径 《 有 任何 段 数 2，3，…，#, 一 1》 时 ， 由 点 1 到 了 加 一 条 边 《i，j) 。 这 个 有 向 
图 娓 思 作 是 G 的 传递 闭 包 。 换 名 话说 

XH)=R (0) 

其 中 久 ( 右 ) 是 末 的 邻接 算 隆 ，RR(G) 是 G 的 可 达 性 矩阵 。 

一 个 给 出 的 有 向 图 G 的 传递 闭 包 是 可 以 对 邻接 矩阵 六 (G) 应 用 本 算法 来 得 到 的 ， 就 是 置 
娓 二 发 。 用 这 个 方法 来 得 到 传递 闭 包 的 计算 时 间 是 与 地 成 正比 的 

最 长 路 各 分 析 :， 有 时 候 ， 特 别 是 在 任务 两 络 中 的 关键 路 径 法 〈 将 在 第 十 三 章 第 四 节 中 
讲 ) 中 ， 人 们 需要 的 是 从 某 一 规定 点 到 所 有 其 它 点 的 最 长 路 径 而 不 是 最 短路 径 。 人 们 也 许 会 
希望 用 最 大 化 方法 来 审 拟 最 短路 第 算法 中 所 用 的 最 小 化 方法 会 提供 所 需要 的 路 径 。 但 是 ， 对 
平一 个 任意 的 有 向 贸 ， 这 是 不 行 的 。 因 为 在 最 大 化 方法 中 ， 人 人们 会 围绕 着 一 个 有 回回 路 转 ， 
段 数 或 距 商 会 弄 得 任意 大 。 另 一 个 困难 是 在 最 短路 径 问题 中 ， 如 果 (3， 1 上，2，…， 了) 
是 共 s 到 上 的 一 条 最 短 有 向 路 径 ， 那 么 子路 径 (+ ，w，…，f) 是 具 上 到 了 的 一 条 最 短路 
径 。 这 是 最 短路 径 算法 所 依据 的 一 个 特性 。 在 男 一 方面 ， 如 果 (Cs，+，w，…，f) 是 s 
到 了 的 一 条 最 长 有 向 路 径 ， 那 么 就 有 可 能 存在 着 从 t 经 了 到 上 的 一 条 有 向 路 径 ， 这 是 比 子路 
径 (+t，#w，…， 了 ) 更 为 长 些 。 

如 果 给 出 的 有 向 图 是 非 循 环 的 〈 这 是 任务 网 络 中 的 情况 ) 上 述 两 个 困难 就 都 不 出 现 。 所 
以 上 述 从 一 个 规定 点 到 另 -- 个 规定 点 之 间 最 短路 径 的 算法 就 可 以 用 来 找寻 -个 非 循环 有 向 图 
中 从 一 个 规定 点 到 所 有 其 它 点 的 最 长 路径 。 

除了 在 最 短路 径 算法 中 所 讲 的 3 个 最 短路 径 问题 外 ， 还 有 儿 个 其 它 最 短路 径 问 题 。 例 
如 ， 有 人 可 能 要 找寻 从 * 到 了 的 第 二 最 短路 径 ， 或 者 有 人 有 兴趣 找寻 从 * 经 由 某 些 规定 点 到 
了 的 一 条 最 短路 径 。 这 些 门 题 这 里 不 片 讨论 了 。 


深度 第 一 搜索 法 也 称 回潮 法 。 是 对 一 个 给 定 图 的 系统 地 穿行 ， 使 得 每 条 边 正 好 穿行 过 一 
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次 ， 每 一 个 点 至 少 通 过 一 次 。 

关于 一 个 给 出 的 图 他 ， 为 了 回答 差不多 尾 何 一 个 重大 问题 ， 我 们 必须 检查 每 条 边 〈 在 这 
个 过 程 中 就 棕 连 到 每 一 个 点 ) 至 少 一 次 。 例 如 ， 在 宣告 一 个 图 G 是 分 离 的 之 前 ， 我 们 一 定 要 
葵 查 合 中 鲜 条 边 。 琴 为 不 是 这 样 僻 的 语 。 就 可 能 发 后 我 们 所 忽视 了 的 那 钉 边 正好 是 证 明 蚁 是 
连通 的 那 条 边 。 同 样 ， 对 于 可 分 性 、 平 面 性 和 相 类 航 的 问题 也 是 一 样 。 

在 一 个 图 中 从 一 个 点 到 另 一 个 点 地 搜寻 和 扫描 各 边 的 方法 有 两 种 : 《1 ) 到 一 个 点 ”时 ， 
我 们 就 可 以 扫描 所 有 关联 到 + 的 所 有 各 边 ， 然 后 进 到 邻 点 世 。 在 点 中， 我 们 搜寻 所 有 关联 到 
w 的 种 边 。 这 个 过 程 继续 下 去 ， 一 直到 图 中 所 有 各 过 都 扫描 过 为 目 。 这 个 从 一 个 点 成 诊 形 镇 
天 的 方法 称 为 图 的 广度 第 一 搜索 法 。 这 就 是 用 于 基本 回路 算法 的 方法 ， 也 隐 仿 于 连通 性 和 部 
分 算法 和 最 短路 径 算 法 中 。 〈2 ) 与 从 一 个 点 扫描 所 有 关联 到 这 个 点 的 各 边 正 相反 的 另 一 途 
径 是 从 一 个 点 尽快 的 进行 到 一 个 尚未 去 过 的 都 点 凹 ， 而 暂时 不 管 关联 到 "而 可 能 尚未 检查 过 
的 那些 边 。 换 宁 话 说 ， 只 要 可 能 ， 我 们 总 是 党 着 图 中 一 个 行走 通 到 一 个 新 点 。 这 逢 穿行 图 的 
方法 称 为 深度 第 一 搜索 法 ， 由 于 对 各 点 编号 和 对 各 边 定向 的 结果 ， 这 种 方法 对 于 简化 图 论 算 
法 是 很 有 用 的 。 

省 点 编号 和 各 边 定向 ， 当 对 一 个 图 进行 深度 第 一 独 索 法 ， 并 旦 第 一 次 检查 到 一 个 点 * 
时 ， 我 们 总 是 指定 一 个 不 间 序 列 数 入 Mv) 给 它 。 如 果 虚 v 是 穿行 中 所 检查 到 的 第 i 个 点 ， 
入 UMIv) 就 是 i。 同 料 ， 穿 行 图 中 所 经 过 每 一 条 边 就 腿 穿 行 的 方向 给 与 一 个 定向 。 所 以 在 搜 
索 结 京 时 ， 深 议 第 一 搜索 法 所 进行 过 的 无 向 图 GG 就 变 成 一 个 有 向 图 GG 了 ， 它 的 各 点 编 霹 下列 
各 数 1，2。…，m。 深度 第 一 搜索 法 算法 的 详细 步骤 见 下 。 

深 产 第 一 搜索 法 算法 的 说 明 ， 设 全 是 给 出 的 无 向 图 ， 用 列举 后 多 点 法 输入 计算 机 。 设 点 
xz 是 搜寻 开始 的 规定 点 ， 书 4 了 林 和 闻 只 O 六 是 G 中 各 边 所 斯 分 的 两 个 边 不 共用 子 组 。 

第 一 步 ， 冒 v<-z，i<0, PALM<$, FRON<-G 

第 二 步 : 置 i +t 1 NUM(V) i 

第 三 步 ， 找 哇 一 条 关联 到 v 但 没有 穿行 过 的 边 。 

1， 如 果 没 有 这 样 的 边 〈 航 是 ， 关 联 到 "的 每 条 边 邦 已 经 穿行 过 》 ， 就 进行 第 五 步 ， 否 
则 将 按 2 ,那样 。 

2， 在 点 上 挑 取 第 一 条 没有 穿行 过 的 边 ， 并 且 通 过 这 条 边 。 这 条 边 〈u。 也 ) 的 定向 
是 从 v 到 外 ， 现 在 我 们 到 达 点 凯 。 

第 四 步 : 

1，。 如 累 点 岂 是 这 次 搜寻 中 还 未 到 达 过 的 点 《就 是 ， 如 果 几 可 (ww) 还 未 规定 的 ) ， 在 
组 己 4 工 好 中 加 入 边 〈e，m) 。 置 vu<-w， 并 进行 第 二 步 。 

2. 如 果 点 也 是 一 个 先前 已 经 到 达 过 的 点 《就 是 由 ECGaD<AN UM(v)) ， 在 组 FRO 
育 中 加 入 边 《+，w》。 进行 第 三 步 ， 就 是 回 到 点 ?。 

第 五 步 ， 检 查 组 PAIL 对 中 是 否 有 已 经 穿行 过 的 边 Cw，+》 和 朝 着 0 定向 的 。 

1- 如 果 有 这 梯 一 条 边 ， 运 回 到 点 《注意 是 从 那里 第 一 次 到 t+ 的) 。 置 < 4， 并 
进行 第 三 步 。 

2. 如 时 没有 这 样 的 边 〈* ，?2)》 停止 (我 们 已 经 通过 每 一 条 边关 到 过 连接 到 7 的 每 一 
个 点 ， 我 们 加 到 了 根 +》。 

例 11 一 6 在 图 11 一 8 中， 这 个 图 有 5 个 点 ，8 条 边 。 开 始点 规定 为 <。 搜寻 各 边 的 
硕 序 见 图 11 一 12 《4) ， 根 据 这 个 罕 行 显 序 的 图 见 医 11 一 12 (8》。 
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笠 薪 树 和 时， 如 果 这 个 译 谈 第 一 搜索 法 应 用 到 任何 一 个 连通 的 无 向 图 G 《有 n, 全 点 和 ?。 
条 边 ) ， 不 难看 出 ， 等 到 图 G 中 所 有 点 都 纺 了 号 1， 2，…，7。， 并 且 所 有 边 都 定向 后 ， 这 
就 终止 了 。 设 G 是 所 得 到 的 有 向 图 。 在 组 P ALM 中 ， 在 搜寻 过 程 中 ， 的 ,一 1 条 有 淘 边 
中 每 一 条 都 引 向 一 个 新 点 。 这 个 子 图 〈 由 边 组 忆 4 了 对 押 确定) 中 的 每 一 个 点 ， 陈 根 > 外 ， 
入 次 数 邦 等 于 1， 面 了 的 入 次 数 为 零 ， 所 以 是 好 中 的 一 个 外 向 生成 树 。 这 个 外 向 生成 角 叫 作 
徐 榈 本， 那些 不 在 棕 柱 树 上 的 边 《就 是 属 子 组 FRON 的 那些 边 ) 名作 叶子 或 时。 对 于 每 张 
时 对 【oc，2) ， 因 为 点 4 已 经 在 点 6 之 前 先 到 达 过 ， 所 以 NUM(2a)<NUM(c) (就 是 
根据 图 《8 ) 的 编号 ，2 挟 4》 。 换 句 话说， 每 张 叶子 的 定向 是 从 高 编 数 点 指向 低 缩 数 点 
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深度 第 一 搜索 法 的 本 身 并 不 能 揭露 一 个 给 出 的 图 的 特性 “你 了 党 诉 我 们 G 是 否 是 连通 
的 ) 。 可 是 ， 它 却 能 把 一 个 图 的 各 点 系统 地 编号 ， 并 抬 那些 边 很 据 刚才 讨论 过 的 性 质 划分 成 
两 个 组 P AL 时 和 RON 。 这 就 是 使 深 寝 第 一 搜索 法 成 为 解决 数目 图 论 问题 中 的 一 个 有 力 工 
有 具 。 应 用 深度 第 一 搜索 法 所 构成 的 算法 所 能 解决 的 一 些 问题 如 下 

(1) 鉴定 分 离 图 的 部 分 ，《〈《2 ) 鉴定 可 分 图 的 部 分 和 规制 点 ， 《3) 鉴定 连通 度 为 3 
或 更 多 的 最 大 子 图 ， 《4 》 平 面 图 的 平面 性 ， 《5 ) 平面 图 的 同 构 性 ，《6 ) 在 一 今 有 向 图 
中 鉴定 片段 ， 妈 最 大 强 连 通 子 图 。 

村 上 述 的 六 种 应 罗 店 ， 文 献 中 指出 ， 如 果 图 是 四 列举 后 继 点 法 输入 ， 因 为 每 条 边 一 定 至 
少 检查 次， 计算 时 间 都 是 与 图 的 边 数 " .成 正比 的 。 当 熟 ， 这 是 这 些 算法 的 下 鼻 。 

现在 我 们 要 概要 她 讲 到 平面 性 算法 。 这 十 用 深 谋 第 一 搜索 法 解决 问题 的 巨大 成 功 ， 它 比 
以 前 的 一 些 方法 在 计算 时 间 方面 有 惊人 的 疏 进 。 现 在 先 讲 讲 于 耐性 测试 问题 。 

确定 一 个 给 出 的 图 是 否 是 一 个 平面 图 是 一 个 重要 问题 。 在 第 六 章 中 ， 我 们 讲 过 图 的 平面 
性 的 3 个 表征 ， 这 些 玫 征 在 理论 上 讲 是 极 好 的 。 但 是 都 不 适用 于 计算 机 来 测试 。 它 们 难于 应 
居于 大 图 面 且 ， 如 于 号 于 面 图 的 话 ， 也 不 提供 通常 所 需要 的 平面 表示 法 。 例 如 ， 如 果 用 定 
理 6 一 14 来 测试 一 个 个 点 图 〈"。>> 5) 的 平面 性 ， 计 算 时 间 至 少 与 吧 成 正比 的 。 

近年 来 对 于 平面 性 测试 方面 的 算法 有 很 多 担 了 出 来 ， 闪 且 设 让 出 计算 机 用 的 程序 。 这 些 
方法 中 的 大 多 数 是 采用 构图 法 途径 ， 方 法 大 约 如 下 ， 先 选取 给 出 图 亿 中 的 一 个 平面 子 图 时 在 
大 多 数 算 法 中 ，# 是 一 个 回路 》 . 竺 把 它 映 射 到 一 个 平面 上 ,然后 逐渐 地 把 其 余 那些 边 加 到 g 上 
去 ， 不 便 当 现 交 叉 。 如 果 这 个 再 构图 工作 是 成 功 的 ， 那 么 图 好 很 明显 是 平面 的 。 我 们 就 得 到 
了 G 的 平面 表示 法 。 如 果 失 败 的 话 ， 他 是 非 平 面 的 。 

这 样 一 个 算 潜 中 玲 一 困难 部 分 是 在 把 电 些 这 加 入 到 z 的 时 期中， 如 何 选择 这 的 放置 法 。 
在 旱 期 的 -次 错误 选择 ， 即 使 这 个 图 是 平面 的 ， 也 省会 访 姓 以 后 一 条 边 的 加 入 。 
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例 11 一 ?在 图 11 一 13 (a》 中 ， 如 采 开 始 的 子 图 是 回路 Cc.，e:，es，e4， Es) ， 那 
么 在 我 们 加 入 边 eu，emw es，ee 时 是 不 会 发 生 任 刹 交叉 的 。 可 是 ， 亚 加 入 最 后 一 条 e1, 边 时 
却 不 得 不 发 生 一 次 变 又 了 。 这 样 ， 我 们 是 否 就 错 溪 地 认为 他 是非 平面 的 呢 ? 不 是 的 。 如 果 我 
们 选 溯 把 点 "不 是 放 在 回路 《e,，e?， ta，ew es) 之 宁 ， 即 有 去 区 中 ， 而 是 把 放 在 无 踢 
区 中 ， 如 四 《65》 所 示 ， 我 们 就 得 到 了 一 个 平面 表示 法 。 
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tay 人 
图 1 一 1 
这 个 问题 实质 上 是 平面 性 测试 中 的 框图 方法 ， 可 以 有 不 同 的 解决 方法 。 
初步 简化 ， 在 第 六 章 第 五 节 中 已 经 讲 过 ， 一 个 任意 图 ， 如 果 遵 照 某 些 箱 化 步骤 ， 一 般 是 
可 以 缩减 成 水 得 多 的 图 的 ， 而 所 得 的 结果 不 致 影响 一 个 图 的 平面 性 (或 非 平面 性 ”的 。 
(一 ) 应 用 连通 度 和 部 分 算法 来 痊 查 连 道 度 。 如 果 这 个 图 是 分 离 的 ， 每 次 只 能 检查 一 个 
部分 。 
《二 )》 去 除 所 有 自 环 ， 并 且 把 每 组 平行 边 代 以 一 条 边 。 
《三 》 合 并 两 条 申 联 边 来 删除 次 数 为 2 的 那些 点 。 交 共和 重复 应 用 第 二 步 和 第 三 步 一 直 
到 图 不 能 可 简化 为 止 。 
(四 》 应 用 规制 点 和 可 分 性 算法 将 可 分 图 则 分 为 若干 今 部 分 ， 册 若干 个 最 大 不 可 分 子 
图 。 
(五 ) 将 毗 一 部 分 交 逻 应 用 第 三 步 和 第 二 步 -- 直 到 不 能 再 简化 为 止 。 
(六 这 样 得 到 的 简化 了 的 部 分 有 .条 边 和 .个 点 ， 按 下 列 测 试 ， 
me 之 . 
me 9 {11— 8) 
RIA 6 
如 果 一 个 图 G 欧 ,< 5 或 #. 之 3， 那 么 G 是 平面 的 ， 知 果 一 个 简单 图 的 #.>3%. 一 656， 那么 
全 是 非 平面 的 。 所 以 式 〈1I 一 8 ) 中 任何 一 个 不 等 式 不 能 满 是 的 话 ， 我 们 的 工作 就 完毕 了 , 
就 可 以 调试 第 二 部 分 了 。 
关于 平面 性 的 测试 算法 有 好 几 种 。 下 而 所 介绍 的 是 一 种 效果 比较 好 的 算法 。 
算法 说 明 ， 平 面 性 测试 算法 是 很 复杂 的 ， 我 们 将 只 硫 矿 地 说 明 其 中 的 要 点 。 为 了 理解 主 
要 算法 ， 让 我 们 把 下 面 讲 的 分 解法 应 四 到 一 个 有 ,个 点 和 .条 边 的 简单 连通 图 GG 中 去 。 
回路 - 障 色 分 解法 : 
第 一 步 ， 在 台中 找寻 茶 一 个 回路 扩 。 置 8< 太 。 把 g 的 各 点 和 各 边 分别 标 以 24，，…、 
和 es，ei，…。 置 i 一 1。 - 
第 二 步 : 如果 G 中 有 一 条 末 标 边 ， 那 么 就 找寻 一 条 路 么 了 ,， 它 由 一 个 已 标点 开始 ， 到 
另 一 个 已 标点 终止 ， 但 是 只 包括 些 未 标 边 。 存 钞 P,。 如 果 羽 中 没有 未 标 泌 ， 就 进行 第 四 步 。 
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第 三 步 ， 置 gz 了 P,。 筑 1 一 + 1。 把 g 中 未 标 边 和 未 原点 标号 。 返 加 到 第 二 步 。 

第 四 步 ， 停 机 。 打 印 g， 忆 ， 忆 2 了 ns 

于 述 方法 把 一 个 简单 连通 图 后 分 解 成 -- 个 回路 和 几 = fa 一 条 路 径 。 因为 回路 可 以 看 迫 
是 殉 个 边 不 共 用 路 径 ， 所 以 台 分 解 成 >。- n,+ 2 条 路 径 。 虽 然 一 个 图 G 这 嫩 员 分解 忆 能 不 目 
一 种 ， 可 是 忆 所 分 解 成 的 路 径 数 却 是 不 变 的 ， 即 等 于 一 个 回路 和 .一 "条 路 径 。 

从 11 一 8 ”在 前 面 的 图 11 一 13 中 ， 有 下 列 两 种 分 解法 ， 每 种 都 是 一 个 回路 和 4(《 1 一 6 
呈 4) 条 路 经 (1) (ei, ery ea et et ， (re) (eo), (er Eo), (ed) 
《2)》 (gly Es, es el E53) ， (er es) (€3) ， (em ， (2?io) 。 

在 这 个 回路 路 径 分 痪 法 中 ， 我 们 可 以 把 回路 开 映 射 到 一 个 平面 上 ， 并 且 连 续 地 把 所 产生 
的 新 路 径 呈 !， 卫 ;，… 一 个 一 个 地 加 上 去 。 加 入 一 个 新 路 径 了 , 或 者 招 责 来 有 蕴 一 个 区 划分 为 
两 个 新 多， 或 者 当 g 是 一 个 平面 图 时 ，gU 忆 :成 为 非 平面 前 。 这 个 任意 加 入 所 产生 的 路 径 的 
方法 可 能 发 生 例 11 一 ? 中 所 讲 到 的 情况 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 采用 下 列 绝 两 种 路 径 之 

一) 继续 如 入 路 径 ， 一 直到 不 能 再 加 入 路 径 为 止 ， 然 后 回 过 头 来 探索 时 期 采用 的 另外 

一)》 先 研究 应 沪 放 置 的 不 同 路 径 ， 但 不 急于 加 入 到 天 中 去 ， 要 等 到 找到 那个 区 必须 放 
入 时 才 抒 一 条 略 径 加 入 进去 ， 或 者 确信 不 管 路 德 放 入 吕 个 区 都 无 关 紧 要 时 ， 才 把 一 条 路 径 加 
人 进去 。 

不 的 算法 采用 了 上 述 的 第 一 种 途径 ， 但 有 的 算法 采用 了 第 二 种 途径 ， 而 且 以 为 由 于 采用 
了 第 二 种 涂 答 而 筑 算 法 更 为 有 效 。 后 者 加 入 略 径 时 解决 分 岐 的 要 旨 在 于 ， 

假定 在 任何 一 个 阶段 ， 我 们 有 一 条 路 径 了 ，( 在 路 径 的 后 进 先 出 表 的 顶部 》 它 的 如 何 放 
时 法 正在 祝 玩 不 决 。 设 4 和 4b 是 已 ,的 益 点 。 图 11 一 1 中 框图 表示 调 可 能 出 现 的 不 同情 疯 以 
及 每 种 铺 况 所 采取 的 动作 ， 这 些 步骤 月 图 #1 一 15 来 加 以 解 赫 。 

在 图 11 一 15《2 ) 中 ， 路 径 己 ,在 点 se 和 “都 可 以 自由 旋转 ， 所 以 这 条 路 径 或 者 划分 路 径 
卫 , 上 面 的 区 ， 或 者 划分 六 ,下 面 的 区 。 这 条 路 径 P, 的 分 岐 必须 解决 。 为 了 解决 这 个 分 岐 ， 在 
路 径 已 ,的 中 间 点 z 开 妇 构 成 一 条 新 路 径 己 ,， 这 条 路 径 王 ,包括 些 未 标 边 ， 并 且 在 一 接触 到 一 
个 已 标点 时 立即 终止 。 

可 果 了 ,中 的 x 和 yy 者 在 路 径 卫 ;中 ， 如 图 11 一 5 《58》 记 未 ， 了 ,可 以 在 点 + 和 旋转， 这 
样 驶 者 划分 己 , 上 曾 的 区 ， 或 者 划分 已, 下 向 的 区 。 因 此 ， 我 们 不 公 解 沃 不 了 放置 路 径 忆 ,的 分 
战 ， 面 凡 又 有 一 条 新 略 径 己 ,的 分 岐 必 须 先 予 解 凑 。 路 径 尸 ,在 存储 栈 中 放 在 声 ,之 上 ， 并 且 我 
们 正良 对 待 P, 那 桩 开始 解决 它 的 分 野 。 

另 . -个 可 能 性 是 己 , 的 终点 y 既 不 在 路 径 己 , 上， 也 不 在 :上 ， 面 是 在 男 一 条 小 径 上 ， 如 
图 11 一 46〈c》 所 示 。 直 这 种 情况 下 ， 己 .不 能 旋转 。 所 以 已 ,所 划分 药 区 是 而 病 的 。 

在 图 11 一 15《d )》 中 ， 如 果 路 径 已 ,终于 路 径 尸 ,中 和 己 之 间 的 一 个 点 。 那 么 已 ,以 及 
已 )》 仍 肯 可 以 丈 绕 着 a 和 5 这 转 ， 凡 以 分 坡 还 是 存在 。 可 是 ， 了 略称 了 .划分 了 区 azbya 出 是 
明确 的 。 因 此 我 们 为 了 解决 放 旱 户 ;的 分 玻 ， 将 在 ,上 的 一 个 点 上 产生 另 一 条 路 汉 。 

景 后 当 路 答 忆 ,终于 P; 上 的 一 个 点 ， 但 是 不 在 4 到 六 之 间 、 如 图 1 一 35 〔e) 所 示 ， 路 
雄 呈 , 仍 能 旋转 。 不 过 ， 不 象 图 11 一 15 5) 那样， 路 径 忆 ,与 .的 关系 不 是 含 戎 葛 。 因此 为 
了 解决 .的 分 歧 ， 少 须 产 生 “ 条 新 路 径 。 并 由 这 条 路 径 可 以 以 焉 经 《yw，4，zx，68) 中 任何 
一 个 点 开始 ， 旷 就 是 把 路 径 呈 .延伸 到 ;上 的 点 y。 
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看 壕 P;. 并 且 解 上 


后 进 先 
当 苍 端 栈 是 否 空 吗 3 


有 天 已 经 
找到 另 一 名 草 公 P; 
包 话 0 和 bY 


径 的 分 赋 
下 国 :一 (ay 


在 来 中 保留 忆 ， 让 Pr 中 和 
6 之 间 鸭 大- 个 点 < 开明 
立 男 一 条 路 答 P， 

《 蚀 设 Py 全 上 上 于 成 1 》 


加 入 Pr 到 中 
淫 决 存储 后 中 下 一 条 路 径 
的 分 二 


3 是 在 
路 径 P 中 网 ? 


的 瑚 斌 在 存 傅 乒 中 已 之 上 ， 


凡 径 ,已 解 江 ， 从 存 俏 校 中 
移 去 P; 解 决 疮 陆 钱 中 下 - 条 
趾 罕 的 分 鲜 


在 5 和 昌之 问 产生 另 一 条 路 
径 来 风 法 解决 书 [ 的 自 赎 


是 
是 在 

4 和 之 同 码 9 及 RH 一 与 :| 
因 


时 L113te] 


存储 Px 
在 4 和 之 闻 玉 生男 一 条 路 
经 来 继续 解决 媚 的 分 绞 


四 1 一 14 


盟 11 一 15 


概括 地 讲 ， 平 面 性 算法 包 锋 下 列 程序 ，《3 》 找寻 部 分 ，《〈2 ) 把 部 分 划分 为 路 径 ， 
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(3) 决定 把 这 些 路 径 放 到 哪 电 去 ， 和 《 4》 建立 一 个 平面 表示 法 。 深 度 第 一 搜索 法 用 于 
《: 》 和 《2) 。 由 棕 栖 碘 和 叶子 所 产生 的 路 径 有 几 个 重要 苦 性 用 于 〔3) 和 《4)， 除 
C4) 外 ,每 步 所 需要 的 时 间 是 与 边 数 x. 成 正比 的 ,建立 平面 内 示 法 所 需要 的 时 间 是 与 4 也 4。 
成 正比 的 。 其 中 .是 点 数 。 因 此 ， 整 个 算法 所 需要 的 理论 时 滞 是 与 ,lg 成 下 比 的 。 


第 八 节 其 它 图 论 算法 


上 述 各 节 所 讲 的 算法 虽然 是 很 重要 的 ， 并 是 基本 的 ， 但 是 它们 只 是 现 有 文献 中 关于 图 论 
算法 的 几 个 实例 而 已 。 这 里 当然 不 可 能 都 包括 它们 。 其 它 常用 的 图 论 算 法 有 : 

(一 ) 在 一 个 给 出 的 有 向 图 中 线 寻 所 有 片断 即 最 火 强 连通 子 图 。 

《二 ) 在 一 个 给 出 的 无 向 图 中 找寻 一 条 汉密尔顿 路 径 《如 果 有 的 话 } 。 

{=} 个 有 由 所 中 科 刀 有 有 认 况 玫 条 帮 国 中。 

四) 在 一 个 给 出 娘 中 找寻 一 个 景 大 完 

《五 ) 家 一 个 连通 部 权 有 向 图 中 ,如 果 一 入 可 代表 通过 这 条 迪 光 最大 这 是 交 放 ， 找寻 
这 图 中 由 共 一 个 规定 点 到 另 一 个 点 的 最 大 可 能 流量 。 

(六) 在 一 个 给 出 的 侨 甬 加 权 图 中 找寻 最 个 权 的 汉密尔顿 回路 。 这 膏 是 第 二 章 第 十 三 节 
中 所 诽 的 巡回 检查 工作 的 请 尾部 题 。 到 现在 为 止 还 没有 一 个 满意 的 解法 。 

(七 ) 和 在 一 个 给 出 的 有 向 图 台中， 找寻 从 局 中 删除 一 个 最 小 边 组 可 以 破坏 所 有 的 有 向 回 
路 。 这 址 是 第 七 齐 第 二 节 中 所 讲 的 消除 循环 法 ， 但 是 当 图 的 点 数 #。 增 多 时 ， 计 算 时 间 依 m, 的 
指数 律 上 升 。 

QA 在 一 个 给 出 的 有 向 图 台中， 找寻 从 加 中 蔓 除 一 个 最 小 点 组 《而 非 上 一 问题 的 最 小 
边 组 可 以 破坏 所 有 的 有 疝 回 路 。 正 象 上 一 问题 一 样 ， 还 没有 有 效 的 算法 。 

其 它 算法 不 胜 枚 举 ， 面 且 有 些 算法 的 效率 还 是 很 差 的 。 所 以 记 方 面 还 有 很 多 工作 可 做 。 

一 个 算法 其 好 能 你 证 解决 间 题 的 执行 时 间 角 够 是 "或 "。 的 某 些 常 数 针 。 换 义 话 说 ， 执 行 
时 间 + 《对 于 可 能 的 最 坏 的 图 ) 可 以 表达 为 

tens 或 fs (11— 9) 

号 和 9 值 越 小 越 好 。 这 样 一 个 算法 〈 它 的 执行 时 间 是 由 n。 或 "。 的 多 项 式 为 界 ) 叫 作 多 项 式 为 
界 算法 。 例 如， 连通 度 和 部 分 算法 是 多 项 式 为 界 的 ， 其 中 忆 = 2 。 生 成 许 算法 ， 基 本 回路 算 
法 、 帘 割 点 和 可 分 性 算法 、 最 得 路 径 算 活 和 平面 性 算法 也 都 是 多 项 式 为 界 的 。 不 过 有 向 回路 
算法 却 不 是 了 。 下 表 是 些 重要 的 多 项 式 为 界 的 图 论 算法 和 时 间 的 界 眼 : 

问题 操作 时 间 的 界限 

连通 度 和 部 分 吧 惑 me 

生成 六 n, 

最 短 生 成 树 LH 

基本 同 路 组 

截 割 点 和 部 分 

桥接 边 

两 点 之 间 的 最 短路 径 

所 有 点 对 之 间 的 最 短路 径 
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强 连 通 度 和 片区 中 或 n 

平面 性 ne 
注意 ， 因 为 对 于 一 个 简单 惧 米 说 ，#. 志 # (ai 7 过 2/2， 所 以 所 谓 内 1 或 n, 为 界 是 相互 可 以 
转换 多 。 另 一 个 应 活 意 的 是 虽然 不 局 算法 周详 名 m 的 某 次 宠 为 界 ， 但 是 鸡 于 一 个 顶岗 贸 ， 久 
为 各 个 算法 有 不 同 的 惧 法 常数 ， 计 算 机 实际 使 用 时 间 可 能 差别 很 大 。 

另 一 方面 ， 有 些 贸 论 算 法 的 确 不 可 能 有 一 个 多 项 式 为 界 算法 。 例 名 ， 在 一 个 给 出 国产 生 
所 有 生成 树 的 问题 中 ， 一 个 有 ,个 点 的 简单 标记 树 的 生成 柑 可 能 多 至 mi:，*。 所 以 这 个 问题 是 
找 丰 到 一 个 多 项 式 为 界 算法 的 。 所 样 地 ， 对 于 一 个 给 出 图 要 产生 所 有 完全 于 图 ， 所 有 加 路， 
所 有 有 宫 回 略 ， 所 有 路 径 ， 所 有 说 审 组 等 等 ， 也 有 同 江 问题 。 

另 育 第 三 类 图 论 问题 ， 它 们 一 直到 吏 在 还 没有 发 现 有 多 项 式 为 界 算法 ， 也 无 法 生 明 汉 些 
问题 是 水 会 有 多 项 式 为 异 算 法 的 。 同 构 性 检查 或 算法 就 是 这 样 的 问题 。 其 他 如 汉 密 尔 帜 同 
路 ， 有 向 汉密尔顿 回路 ， 报 大 完全 于 图 ， 巡 同 检查 的 旅程 问题 。 消 除 循环 法 中 最 小 边 组 或 点 
组 综 等 都 局 于 这 类 中 的 重要 问题 。 解决 这 些 问 题 〈 用 现在 可 用 的 最 好 算法 和 可 能 最 坏 图 ) 多 
计算 时 间 随 着 点 数 + 的 增长 而 依 指 数 律 或 阶乘 律 增长 。 这 样 效 率 差 的 算法 当然 对 实际 问题 
用 途 是 很 和 限 的 。 启 发 式 方法 就 成 为 解决 这 些 问 奈 的 主要 依 稳 了 。 

这 日 介绍 一 种 独 本 乘法， 可 以 从 点 数 +. 少 的 有 向 图 的 施 接 污 降 找 沿 图 的 有 向 汉 凯 尔 想 路 
径 。 如 果 这 个 图 没有 汉密尔顿 路 径 ， 那 么 可 以 找到 4 条 简单 的 有 向 路 逢 ， 包 括 所 能 到 达 的 最 
长 有 向 路 短 。 这 个 方法 也 适 由 找 无 向 鲜 的 汉密尔顿 路 径 。 现 在 把 运算 尖 说 明 如 下 。 

第 一 步 ， 用 下 法 列 出 图 的 部 接 矩阵 2 

(一 ) 如 由 点 1 到 起 j 之 间 有 一 条 让 向 边 ， 就 是 ,>> 0 ，i 天 j, 则 在 距 隆 的 《i，7) 
处 写 出 了，j。 

(二 》 否 网 置 零 。 ， ; 

(三 ) - 抢 阵 的 非 二 元 素 值 称 为 申 。 

例如 ， 以 图 it 一 16 为 例 ， 它 的 邻接 垂 阵 M: 为 


1 2 3 4 § 5 J 
1[ 0 1,2139 0 
2| 0 0 239 0 ， 
M3 0 0 0 3435 9) * 
4 0 © 0 ] 451| 
5 5:1520 54 0 | 图 11 一 15 


第 二 步 : 定义 一 个 中 xm 和 皂 阵 闪 LAY* 是 在 好 * 中 删除 每 一 个 非 零 项 的 第 一 个 点 画 得 来 的 
第 三 步 ，Me2zg 二 Me 
式 中 符号 也 代表 拉丁 乘法 。 这 种 乘法 与 绽 通 引 阵 乘法 相似 ， 规 定 吉 下 
(一) 零 丑 任何 项 等 于 零 。 
《二 ) 串 乘法 是 将 各 卡 率 联 起 来 。 钢 如 
1,5,6x2,3.+=1,5,6,2,3,4, 
(三 )》 桌 加 法 是 将 加 串 号 在 被 如 数 的 下 方 。 例 和 
1;5.6 小 1,3,4= 一 1,5,6 
1,3,4, 
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(四 》 任 何 一 申 中 有 多 属 一 个 隔 一 点 者 等 于 零 。 第 四 步 、 续 阵 M! 的 元 素 就 给 出 段 数 为 
的 简单 路 径 。M"，! 给 出 汉密尔顿 路 径 。 

以 图 2 一 36 的 有 向 图 为 例 ， 应 用 拉丁 染 法 求 这 图 的 汉密尔顿 路 径 。 第 一 步 的 结果 ， 即 这 
个 图 的 邻接 算 众 M1! 邵 式 《11 一 3》 所 示 。 第 二 步 的 宕 条 庄 - 如 下 ， 这 里 和 和 比 后 六 了 简单 起 
见 .不 再 写 出 矩阵 中 的 零 元 素 0 。 


1 2 3 

2 3 
Ni=3 4 5 

4 5 

5! 1 2 于 

第 三 步 中 ， 

1 2 3 4 5 
| 1,2,3 1,3,4 1,3,5 
2 2,3,4 2,3,5 

一 MG 51 3,5,2 3,5 3,4.5 


5 5,1,2 6,1,3 
~ 5,2,3 
在 这 一 步 ， 我 们 可 以 从 好 :2 N: 得 到 Ma 或 者 ， 我 们 从 3 定义 *， 然 后 得 训 %.2NW?。 如 四 
后 一 方法 ， 我 们 得 


| 
| 
4 4,5,1 4,5,2 | 


rl1 2 3 4 5 
1 2,3 3:4 3,5 | 
2 3.4 3,5 1 
No 5,1 5,2 65,4 4,5 
4 5,1 5,2 
5. 1,2 1,3 | 
1 2,3 } 
现在 用 :和 六 ?来 得 到 1 ， 缩 有 果 得 到 如 下 的 矩阵 
1 2 3 4 
1 1,3,4,5,2 1,2,3,5,4 1,2,3,4,5 
2 2,3,4,5,1 
Mt=3 2.4,5,1,2 
4 4,5,1,2,3 
5、 5,1,2,3,4 


这 个 图 的 点 数 为 65， 加 :就 给 出 了 有 向 汉密尔顿 略 径 。 所 以 我 们 得 到 图 2 一 36 的 7 条 有 疝 汉 密 
尔 顿 路 各 如 下 : 
1,3,4,5,2 112,3.5 4 1,2.3,4,5 -2,3,4,5,] 
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3,45.1.2 451,23 1 2.3 


在 这 7 条 有 庙 路 径 中 ， 后 5 条 就 是 一 个 有 疝 六 密 尔 顿 到 路 1 ，2，3，4，5。 1 前 中断 而 
已 。 


第 九 节 专用 计算 机 语言 和 程序 设计 


由 夺 近 年 来 对 于 图 论 计算 的 兴趣 侈 涨 ， 导 至 了 专用 处 理 线 性 图 的 苛 干 种 程序 设计 语言 的 
发 展 。 这 样 一 种 语言 的 主要 目标 在 于 党 用 户 能 用 一 种 简洁 自然 语言 来 写成 对 钱 性 加 运 算 的 公 
式 , 正 象 他 与 另 一 个 图 论 学 者 通信 一 样 。 

这 样 一 种 语言 ， 经 研制 和 实现 时 ， 它 的 仿 越 性 是 很 明显 而 巨大 的 。 它 使 图 论 程 序 队 编写 
容易 简练 ， 使 用 户 不 必 宛 余 不 必要 的 网 节 而 可 专注 于 程序 的 实质 方 而 。 可 是 这 种 语言 ， 也 像 
其 它 专用 语 育 一 样 有 它 的 缺点 ， 就 是 醋 制 这 样 一 种 语言 是 费时 ， 费 力 和 费 钞 的 ， 但 是 却 只 能 
用 米 编 写 图 论 方面 的 程序 。 

为 了 使 一 种 图 论 计 算 机 语言 对 很 多 用 户 解决 图 论 中 的 不 同 问题 有 用 ， 语 言 必须 具备 大 量 
基本 语句 ， 如 象 “ 移 去 GG 中 的 点 5”。“ 在 点 + 和 5 之 间 如 入 一 条 边 ”，“ 在 G 中 找寻 由 点 
“到 点 " 间 景 短 具 离 ”等 等 。 而 且 ， 图 论语 言 还 必须 有 所 有 现在 已 有 的 符号 语言 。 如 OR 
TR A 六 的 计算 广 鲁 条 件 等。 这 样 才能 使 程序 设计 天 员 完 成 基本 语句 中 末 包 括 移 各 种 兴 用。 
办 为 要 从 无 到 有 研制 一 种 全 新 语言 并 役 有 什么 好 由， 也 以 琉 磷 所 有 鸭 图 论语 言 差不多 都 是 所 
种 著名 的 查 序 设计 请 言 的 发 展 。 例 如 ， 图 论语 言 C7 卫 是 FORT7R4N 的 发 展 ， 图 论 算法 软 
件 组 C 45P 是 PLIi 1 的 发 展 ， 图 论 发 展 算法 语言 C 忆 4 是 -47GOL 的 发 展 等 等 。 这 里 不 天 香 
列举 现在 可 以 采用 的 图 论语 言 。 有 兴趣 的 读者 可 查阅 这 方面 的 文献 。 

现在 来 谈 谈 线 性 画 在 程序 设计 中 的 用 处 。 从 计算 机 的 程序 设计 的 早期 ， 一 种 程序 的 分 析 
就 是 一 个 重要 问题 。 这 祥 一 种 分 析 的 由 的 在 于 估 讨 操 第 时 间 、 一 个 程序 的 存储 晤 要 求 、 将 一 
个 大 程 证 划分 为 阁 干 个 子 程 序 、 检 查 程序 中 某 些 结 检 错误 、 为 一 稳 序 提供 文件 、 或 者 只 是 为 
了 理解 别人 编写 的 程序 。 为 了 所 有 这 些 目 的 ， 用 一 个 有 向 图 
来 代表 一 个 程序 是 一 种 很 方便 的 形式 ， 图 中 等 一 虚 代 表 一 个 
程 剖 据 ， 就 是 一 序列 的 计算 机 指令 。 只 要 每 当 序列 中 的 任何 
一 个 指令 坝 行 了 ， 所 有 指令 就 部 执行 了 。 每 一 程序 顽 有 一 个 
进入 点 和 一 个 号 口 点 ， 章 者 是 序列 中 的 第 一 个 指令 ， 后 者 是 
序列 中 的 最 后 一 个 指令 。 每 一 条 边 cu,，v1)》 代表 从 程序 块 
" ,的 最 后 一 个 指令 到 程序 块 vi 的 第 一 个 沸 令 问 的 可 能 控制 转 
移 。 这 样 一 个 有 商 图 称 为 一 个 程序 有 向 图 ， 也 可 以 看 作 是 一 
个 框 轿 的 抽象 比 ， 其 中 逻辑 框 缩小 成 点 ， 箭 头 变 成 有 向 过 。 
例如 图 :1 一 17 是 框图 11 一 9 的 程序 有 向 图 【现在 餐 时 不 管 更 
线 Coo 017]。 

坟 意 ， 因 为 一 个 程序 块 可 能 分 解 为 几 生 ， 所 以 一 个 程序 
可 能 有 几 个 程序 有 启 图 。 也 要 看 到 有 些 程 序 在 程序 有 向 图 由 图 0 
是 表示 不 出 来 的 ， 如 像 在 技 行 过 程 中 改变 它们 的 控制 和 处 理 指令 ， 在 程序 有 遍 图 中 也 忽 娩 了 
说 明 语 如， 象 效 据 安排 的 格式 和 维 数 滞 句 。 

代表 任何 一 个 正确 的 计算 视 程 序 的 有 向 加 有 下 列 -- 些 明显 而 下 要 特 扯 ， 
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《一 》 一 个 程序 有 向 图 一 定 是 连通 的 。 

《二 】 宅 恰好 只 有 一 个 点 的 入 次 数 为 零 ， 这 个 点 对 应 着 程序 的 开始 。 如 程序 有 多 个 开始 
点 可 以 再 洋 加 一 个 开始 点 ， 而 用 有 向 边 连 到 这 些 点 上 。 

(三 ) 宅 兴 好 只 有 一 个 点 的 出 次 数 为 零 ， 这 个 点 对 应 着 程序 结束 。 我 们 叫 这 个 点 为 停 锁 
点 。 如 果 在 程序 中 有 几 个 停机 点 ， 可 款 上 一 项 处 理 。 

5“ 四) 程序 有 向 响 中 每 一 个 点 都 可 以 从 开始 点 到 达 的 。 

5 玉 》 停机 点 可 以 从 程序 有 向 图 中 任何 一 个 点 到 达 的 。 

程序 设计 锦 误 的 检查 。 编 译 程序 工作 的 一 个 必 不 可 少 的 部 分 是 给 查 和 报告 源 程 京 中 某 些 
结构 错误 ， 这 些 错 误 中 景 常见 金 可 以 在 程序 有 向 图 中 从 开始 点 到 停机 点 的 有 向 路 径 中 趴 踪 检 
查 。 艳 径 限 瞎 可 以 答 查 出 没有 放 进 去 的 程序 块 或 者 没有 出 口 导 致 停机 点 的 程序 块 ， 或 者 脱节 
部 分 ， 如 你 无 从 调用 的 一 个 子 程序 。 

程序 操作 时 间 的 估计 : 给 当 一 个 计算 机 程序 和 每 一 程序 氛 的 执行 时 间 后 ， 我 们 常常 需要 
个 计 一 下 这 个 程序 的 操作 时 间 。 这 种 情况 本 由 一 个 程序 有 向 图 来 代表 ， 而 如 中 的 每 一 个 点 2 
结合 着 一 个 权 fi， 这 个 ,就 是 对 应 程序 块 的 执行 时 间 。 如 果 我 们 可 以 估计 每 一 个 点 通过 的 次 
数 (就 是 程序 块 执行 次 数 》 ， 整 个 程序 的 操作 时 间 就 可 以 确定 了 。 当 然 ， 这 是 对 某 一 特殊 计 
算 负 而 言 的 。 

在 程序 有 向 图 中 ， 设 每 一 条 有 总 边 e ,指定 一 个 正 整 数 {;， 这 个 并 ;是 穿行 边 e, 的 次 数 。 除 
了 开始 点 和 停机 点 外 ， 进 入 一 个 点 的 次 数 一 定 等 于 离 去 的 次 数 。 考 虚 到 这 两 个 特殊 点 ， 我 们 
可 以 从 停 名 点 > 引入 一 条 有 向 边 到 天 始点 bn， 和 图 11 一 17 中 碟 线 所 未 ， 宅 的 入 为 1 。 现 在 这 
个 修改 了 的 有 启 图 的 那些 边 权 可 以 在 每 一 京都 满足 克 蒂 荷 夫 电流 定律 ， 其 中 ,可 以 看 作 吓 通 
过 边 i 的 流量 e,。 

给 出 一 个 连通 有 向 图 G， 它 有 点 U，ua，…，z1 和 nm。 条 达 ， 边 权 分 别 为 声 ， 产 ，… 
六 -。 现 在 要 间 避 对 应 着 某 个 有 "为 开始 点 和 =, 为 停机 点 的 程序 有 向 图 的 必要 和 充分 条 件 是 
些 什 么 ? 有 些 必 要 条 件 是 明显 的 ， 每 个 上 六 一定 是 个 正 整 数 ，?”: 的 入 次 数 d (0 一 0 5,, 的 
出 次 数 d* Ct 二 0， 除了 在 vt 和 wv,, 外 ， 其 它 点 区 那些 了 ,一 定 满足 克基 敬 夫 电 流 定律 。 另 
处 ， 从 点 v0, 出 来 的 那些 边 权 之 和 应 该 等 于 进入 ?,, 的 那些 边 权 之 和 ， 两 首都 等 于 1。 那 么 这 些 
条 件 充分 吗 ? 从 下 面 的 构图 中 ， 我 们 的 答案 是 “充分 ”的 。 

从 给 出 的 加 权 有 上身 图 G， 让 我 们 如 下 构成 一 个 无 权 有 向 图 如 用 大 条 平行 边 代替 每 条 边 
?;， 其 中 是 有 向 图 G 中 边 e; 的 权 。 很 清楚 ， 当 县 仅 当 避 中 每 一 个 点 能 够 满足 克 希 茶 夫 电流 
评 律 时 ， 有 向 图 号 是 平衡 的 。 就 是 说 ， 吾 中 每 一 个 让 “的 中 人) = "(Vv) 。 由 定理 7 一 8 
知 ， 当 且 仅 当 一 个 有 应 图 是 一 个 有 和 岛 欧 垃 图 时 ， 这 令 有 向 图 是 平衡 的 ， 就 是 说 ， 在 玉 中 有 一 
条 有 从 "到 ,的 有 向 欧 拉 行 走 。 当 县 仅 当 在 人 中 从 ”到 v 有 一 个 有 疝 边 序列 ， 其 中 每 条 按 e 
正好 出 现 所 次 ， 而 边 《5,,,*:) 在 这 个 有 向 序列 中 没有 出 现时 , 才 有 可 能 有 这 样 的 一 个 有 向 欧 
袜 行 走 。 这 好 后 一 句 话 等 于 是 说 ,人 是 一 个 程序 有 向 图 ， 其 中 v 是 五 始点 ，v。， 是 停机 点 。 

程序 分 屠 ， 有 时 候 ， 人 们 可 能 础 到 一 个 程 毫 ， 它 是 大 到 使 现 用 计算 机 的 暂 对 存储 器 无 法 
整个 容纳 它 。 在 这 种 情况 时 ， 在 执行 这 个 程序 之 前 ， 必 须 把 程序 分 段 。 这 时 这 个 程序 只 能 存 
储 在 大 容量 外 存储 器 《如 磁 载 ， 矿 缀 或 磁带 ) 中 ， 而 在 执行 时 一 次 从 外 存储 器 取 一 个 程序 
段 。 每 个 程序 段 的 大 小 要 选择 适当 ， 妈 要 小 到 足以 容纳 在 暂时 存储 器 中 ， 也 要 大 到 在 快 的 暂 
内 存储 器 与 慢 的 外 存储 器 之 间 不 必 太 多 的 转移 。 因 此 我 们 有 一 个 找寻 性 序 有 向 图 最 优 划分 成 
有 向 也 淹 的 问题 。 要 使 一 些 点 的 权 之 和 〈 这 里 点 ,的 权 $; 是 程序 块 ; 所 需要 的 存储 空间 ) 不 
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要 超过 某 一 规定 值 。 在 多 路 存 取 分 时 系统 中 也 有 同样 问题 。 就 是 每 一 户 有 一 同 定 财 问 的 使 用 
分 段 ， 程 序 段 必须 选择 得 迁 宜 ， 一 方面 不 要 长 到 执行 时 超过 规定 时 间 ， 另 一 方面 也 不 要 短 到 
在 内 外 存储 器 间 项 要 低 效 率 的 转移 。 

着 黑 程序 有 向 轿 是 非 循环 的 〈 就 是 程序 中 没有 回 线 ， 这 对 于 重大 的 计算 机 程序 是 少 有 
的 ) ,划分 问题 就 很 容易 解决 。 我 们 可 以 把 那些 点 按 着 图 形 师 序 由 第 一 个 点 开始 加 以 分 类 ， 我 
们 把 序列 划分 成 最 大 可 能 的 子 序列 ， 使 得 每 一 个 子 序列 的 总 点 权 不 超过 一 个 规定 值 。 

程 学 分 段 的 困难 之 处 在 于 程序 有 向 图 有 些 有 向 回路 《就 是 程序 中 的 回 绕 ) 对 一 个 有 向 加 
路 的 蕉 割 意味 着 两 个 程序 段 之 问 的 互 未 ， 也 就 是 快 急 存 储 器 之 间 的 互 换 。 因 比 人 们 还 是 嘉 欢 
避免 套 序 分 段 时 使 一 个 有 向 回路 的 一 些 点 赂 于 一 个 以 上 的 分 段 。 完 成 这 个 工作 的 最 简单 方法 
是 在 程序 有 向 图 中 标记 所 有 片 股 《 即 景 大 强 连通 有 向 子 图 ) ， 然 后 把 每 个 片段 中 所 有 点 的 权 
加 起 来 计算 它 的 存储 嚣 要求。 如果 这 些 存 健 器 要 求 中 的 最 大 者 没有 超过 暂时 存储 器 的 容量 ， 
那么 问题 解 正 了 。 这 祥 我 们 不 需要 戴 制 任何 有 向 回路 ， 面 小 的 片段 总 可 以 合 并 起 来 得 烈 侣 理 
大 小 的 程序 段 。 

可 是 在 实际 上 会 发 现 最 大 的 片段 常常 对 于 餐 时 存储 峰 还 是 太 大 的 ,例如 ,在 图 11 一 17 中 ， 
差不多 整个 程序 有 向 图 组 成 一 个 片 毁 。 在 这 种 情况 时 ， 截 制 有 向 回路 是 避免 不 了 的 。 兽 有 人 建 
议 过 最 简单 的 途径 是 找 出 一 个 分 离 最 少数 有 疝 回路 的 划分 方法 。 可 这 是 一 个 困难 问题 .这 是 因 
为 在 一 个 程序 有 血 图 中 列举 记 有 片段 ， 闪 上 且 把 每 个 片段 作 为 一 个 可 能 的 程序 各 是 一 项 巨大 网 
任务 。 我 们 已 经 在 算 污 中 看 到 ， 即 使 在 一 全 有 向 到 中 产生 断 有 的 有 向 回路 也 是 极 费 时 间 的 。 

一 个 程序 的 分 段 至 少 是 一 个 很 难 的 问题 。 对 于 这 个 重要 和 有 趣 的 图 论 问题 ， 到 现在 为 目 
还 没有 找到 一 个 有 效 的 解决 方法 。 
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1 一 1 当 输入 图 7 一 4 《a》 的 数据 时 ， 试 比较 用 下 列 4 种 方法 时 分 别 各 法 存储 量 的 
大 小 ; 

《1) 邻 找 拭 阵 ，《2 ) 关联 乱 件 ， 《3 》 列举 各 过 法 ， 《4) 酚 个 线性 数组 法 。 

11 一 2 ” 当 一 个 图 用 关联 盾 阵 .4 或 邻接 矩阵 XX 表示 时 ， 
试 设计 程序 ， 

(1》 由 关联 短 隆 转变 成 邻接 乱 阵 ， 4 

《2 ) 由 邻接 矩阵 转变 成 关联 矩阵 

(3 ) 由 关联 拖 陆 转变 成 基本 回路 称 阵 。 

11 一 3 试 由 电子 计算 机 求 图 3 一 18 中 以 点 v1 为 很 的 最 
短 华 成 树 。 

11 一 4 求 图 3 一 18 的 所 有 生成 村。 “ 

1 一 5 试 设计 一 个 程序 ， 求 从 一 个 规定 点 到 另 一 规定 要 了 下 
点 之 加 的 最 短路 径 所 又 历 的 各 点 。 通 过 计算 机 求 图 11 一 8 从 点 4 到 点 G 之 间 最 短路 从 所 经 历 
的 各 点 。 - 

11 一 6 试 设计 一 个 程序 ， 求 一 个 图 中 每 对 起 之 间 景 短 四 径 所 经 历 的 各 点 。 适 过 计算 机 
对 图 11 一 8 求 各 对 点 之 向 的 最 短路 经 所 经 历 的 各 点 。 

1 一 7 应 用 拉杆 乘法 求 图 11 一 18 中 无 向 图 的 汉密尔顿 路 径 。 
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第 十 二 章 ” 边 权 交 通 网 络 
第 一 节 无 向 边 权 交通 网 络 的 流量 


由 一 站 传输 闹 息 到 另 一 站 的 介质 〈 如 昌 话 线路 、 铁 路 、 公 路 、 煤 气管 路 、 电 力 线路 等 ? 
所 组 成 的 网 络 叫做 变通 网 络 。 它 可 以 用 一 个 线性 图 来 代表 ， 其 中 每 一 个 点 表示 一 个 站 ， 每 一 
条 线 表示 两 站 问 拷 递 信息 的 介质 。 网 络 所 能 传递 的 最 大 信息 量 妈 受 介质 而 非 站 所 腿 凌 的 网 络 
叫做 当权 交通 网 络 。 网 络 所 能 传递 的 最 大 信息 旱 仅 受 站 《或 点 ) 所 限制 的 网 络 叫做 点 权 交 通 
网 络 。 这 一 章 我 们 只 讨论 前 一 种 情况 即 边 权 交通 网 络 ， 而 把 后 一 种 情况 留 到 下 一 章 中 讨论 。 

因为 在 当 权 变通 网 络 中 ， 只 是 那些 边 限制 营 信 息 的 传输 ， 具 有 边 有 容量 或 权 ， 它 表示 着 
边 所 能 传输 询 景 大 信息 量 。 这 些 权 叫做 边 人 儿 越 量 。 当 所 有 边 元 定向 时 ， 这 个 网 络 叫 懂 无 向 边 
权 交 通 网 络 ， 而 当 所 有 边 有 定向 时 就 叫做 有 向 
边 权 变通 网 络 。 依 如 ， 融 12 一 4 所 示 的 线 狂 中 
是 一 个 无 向 边 权 交通 网 络 ， 其 让 各 边 上 括 绝 中 
的 权 是 边 的 负载 量 。 对 负载 其 丙 诗 ， 我 们 可 以 
不 说 是 自 点 i 到 点 i 传输 的 信息 量 而 涪 是 由 辣 
到 站 所 分 配 或 指定 的 流量 。 时 12 一 1 

设 P, 是 在 - 个 无 间 转 中 点 工 和 守之 问 的 一 条 隆 径 。 给 予 己 , 中 每 一 条 边 一 个 从 ;到 /的 定 
向 ， 我 们 就 得 到 一 条 从 了 到 了 的 对 应 夸 向 路 径 。 


2 
: ; 。 。 5 
€ > 
[4 *b] 


图 12 一 2 

例如 在 图 12 一 2 《a 》 揭 无 向 图 申 一 条 路 径 了 一 《4 、 日 、c) ， 它 的 对 应 有 沿路 笃 就 
如 图 12 一 2 (5》 击 示 。 

符号 ,表示 由 点 i 到 点 ;的 一 个 流量 ， 符号 的 下 标 就 指明 起 点 和 终点 。 所 谓 对 一 条 
路 各 分 配 一 个 流 最 .的 意 居 就 是 说 让 这 条 路 径 审 的 各 边 传输 着 9;。 

设 本 ,是 一 个 无 向 图 中 点 i 和 j 之 间 的 一 条 路 治 。 对 站 .分 配 一 个 流 量 9.，,， 意 思 就 是 说 
在 已. 的 每 条 边 中 分 瑟 汪 ，; 它 的 定 阿 是 与 疡 ,的 从 到 了 的 对 应 有 向 路 径 一 政 的 。 

例如 ， 对 路 径 卫 一 《a 、5、c) 分 配 Y,,, 二 1， 我 们 给 人 中 每 一 条 边 一 个 适当 定向 的 
一 间 位 流量 ， 如 图 12 一 3 C4》 所 示 。 为 了 简单 想见 ， 一 般 用 一 -条 塌 线 米 表 明 交 如 图 12 
一 3 (5》 所 示 。 

当 我 们 说 对 一 个 无 沿边 权 交 通 网 络 G 分 家 一 个 流量 $., 时， 一般 我 们 指 
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p= Dp (2—1) 
其 中 流量 %,; 的 每 一 部 分,, ,是 分 配给 G 中 点 i 和 j 之 间 的 一 条 路 径 P.，7 一 1 ，2,…， 
nn ， 和 之 ,是 指 p，, 的 总 和 。 


1 


图 12 一 3 图 12 一 4 


例如 图 12 一 4 中 的 无 铅 边 权 交 通 网 络 G 由 点 1 到 j 有 3 个 流量， 网 一 1 ， 风 一 2; 


名， 一 3 分 别 分 配给 了 路径,，P。 和 了 .， 我 们 就 说 分 配给 G 的 总 流量 ;= > 4 ,一 6。 


必须 注意 到 ， 从 边 负载 量 的 定义 可 知 ， 分 配给 路 倒 P，(r = 1 ，2 …, #) 的 流量 ,不 
应 该 超过 边 的 负载 量 。 例 如 在 图 12 一 4 的 边 权 交通 网 络 中 ， 边 6 必须 猴 载 p+ 一 3。 
如 果 近 的 边 负载 量 小 于 3 ， 那 么 图 12 一 4 中 所 表示 的 分 瑟 量 就 不 合适 ， 就 不 能 达到 wx 一 
6 。 换 句 话说 ， 对 每 一 条 路 径 己 .给 予 流量 %,， 是 有 某 些 限制 的 。 


假使 分 配给 一 些 路 径 ,, ,从 i 到 j 所 有 s 的 流量 是 此,,,，《s 二 1，2…，#)， 闭 
么 对 于 任何 一 条 边 负载 量 为 c 的 边 。 必须 满足 下 列 方程 
cy¥(e) (12—2) 
ge 一 之 50e) Gd2 一 3) 
6.(e) =1， 如 果 边 是 在 路 径 己 .中 
5.e) 二 0， 如 果 不 在 已. 中 的 话 (12 4) 


式 《12 一 2) 中 的 符号 $ (e) 表示 对 诸 路 径 P。,，(S 二 1，2…， 妈 ) 所 分 配 的 流量 ,中 分 
配给 边 e 的 总 流量 。 
假使 分 配给 诸 路 径 卫 .,，(s = 1， 2 …，) 的 诸 流 量 为 $,,,， 我 们 知道 边 权 交通 网 
络 G 中 每 一 条 边 都 必须 满足 式 12 一 2，〉。 为 了 对 每 一 条 径 P,, ,再 分 配给 一 个 额外 流量 
,在 径路 卫 ,, ,中 每 一 条 边 。. 必 须 满足 
ple) typ, Eo, (12— 5) 
式 中 y(e,) 是 式 (12 一 3》 所 给 出 的 边 e, 中 的 总 流量 ，“, 是 边 e, 的 负载 量 。 式 〈12 一 5 ) 可 以 
改写 成 
Wis Se.—be) (12—6) 
这 是 P，,; 中 每 一 条 边 必须 满足 的 条 件 ， 换 句 话说 
bmin{c.—¥le,) le. EP 
式 中 右边 项 给 出 对 路 径 ,分 配 一 个 额外 流量 的 上 限 。 
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例 12 一 1 ”假使 给 予 图 12 一 1 的 边 惧 交通 网 络 的 流量 %, ,如 图 12 一 5 所 示 。 由 图 各 过 的 
过 负载 量 可 见 ， 这 里 只 有 一 条 路 径 户 ,= (es， es) 还 可 以 分 配给 以 从 i 到 j 的 韭 零 流量 。 因 
为 airfd4 一 9%(es)3 2 一 区 [esj} 为 1， 所 以 再 分 配给 的 额外 流 其 ?zy ,不 能 大 于 1 。 


图 12 一 5 图 12 一 6 


所 滑 “ 河 以 分 配 的 恋 量 5;,” 是 指 有 一 组 路 径 卫 ,,，( 7 = 1，2…， 玉 》， 其 中 每 条 径 


和 


路 是 在 点 ; 和 j 之 癌 ， 并 有 一 组 流 重 认 ,，，， 其 中 j= 避 交 ,，， 这 些 流量 y ,可 以 接 * 


一 1，2…，A》 顺序 分 配给 这 些 路 逢 P， 人 

在 例 12 一 1 中 ， 我 们 可 以 知道 痊 流 最 ,; 一 2 可 以 分 配给 图 12 一 1 所 示 的 交通 网 络 。 可 是 
如 果 我 们 不 象 图 12-- 5 那样 分 丁 多 ， = 1 的 话 ， 我 们 可 以 象 图 12 一 6 那 祥 分 本 总 流量 ;二 
由 十 太 二 加， 一 4。 这 就 类 明 所 分 本 的 总 流量 是 根据 流量 姻 何 分 配 而 定 的 。 另 一 方 而 ， 
如 果 一 个 边 权 交通 痪 络 包括 有 限 边 数 ， 并 且 和 去 全 这 负载 量 是 有 限 欧 话 ， 我 们 知道 只 能 分 配 一 
个 有 限 党 景 。 习 此 从 点 ;到 点 了 所 能 分 本 的 流量 一 定 有 一 个 最 大 流量 。 这 个 景 大 流量 浊 做 由 
i 全 的 模 限 负载 量 ， 符 号 为 fr 它 的 定义 为 

一 个 边 权 交通 问 络 的 极限 负载 1,: 是 所 能 分 配给 G 中 从 {到 的 最 大 流出。 

候 僻 一 个 流量 ;可 以 分 配给 一 个 边 权 交通 网 络 台 ， 并 且 假 定 y,/ 是 最 大 流量 ， 就 是 ,等 
于 从 5 到 j 的 极限 流量 1 时， 那么 只 要 分 配给 路 种 Pi， (7 二 IT，2.…， 有) 的 由/11 一 a 
?可 以 满足 式 112 一 2 )， 式 中 


(12— 8) 


(12— 8) 


是 重要 的 。 为 了 讨论 极限 负载 量 ， 我 们 需要 下 列 定义 。 

如 果 适 过 一 条 边 的 流量 疙 : 等 于 这 条 边 的 负 谎 量 时 ,在 分 配 这 个 流量 给 这 条 边 时 , 这 条 边 
就 叫做 饱和 边 。 

例如 在 习 -2 一 5 中 那样 的 流量 分 配 中 ， 边 e ,和 ez 都 是 饱和 边 ， 在 图 12 一 6 四， 这 si，e， 
和 es 都 是 饱和 边 。 

在 流 量 妆 ,的 分 本 下 ， 如 果 一 个 容 割 组 S$ 包括 些 狗 和 边 ， 亚 么 S 叫做 犯 和 裁 基 组 。 

讽 如 在 图 12 一 6 中 ， 边 e,，。。 和 es 都 是 饱和 边 ， 所 以 S = 《e,，e;，es》 在 所 分 杷 的 流 
量 罗 ,下 是 一 个 饱和 截 制 组 。 我 们 选择 一 个 饱和 截 荐 组 的 定向 等 于 蕉 所 组 中 的 某 一 条 边 的 流 
量 方向 。 对 一 条 边 擅 分 配 的 儿 个 流量 可 能 不 是 同一 方向 的 。 

在 图 12 一 ? 中 有 一 个 边 权 交通 网 络 ， 在 边 e: 中 有 两 个 方向 组 反 网 流量。 在 es 中 取 其 中 的 
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一 个 流量 ， 矢 如 y, 作 裁 制 组 S 的 定向 。 我 们 可 以 说 在 边 e: 中 的 流向 是 与 5 的 定向 不 相符 的 。 
同样， 我 们 也 可 以 看 出 边 es 中 的 流向 也 是 与 S 的 定向 不 同 的 。 

如 果 一 条 边 是 饱和 的 ， 并 县 在 这 条 边 中 所 有 非 零 流量 都 是 同一 方向 《定向 》 的， 那么 这 
条 边 叫 敌 基 础 侈 和 边 。 例 如 在 图 12 一 7 中 边 e: 和 es 都 是 基础 饱和 边 ， 丙 边 e* 却 不 是 。 

当 在 一 个 饱和 武 制 组 S 中 所 有 各 边 都 是 基础 亿 和 边 ， 并 且 截 割 组 的 定向 是 与 鹤 制 组 中 每 
条 边 中 的 非 稚 流向 一 致 时 ， 这 个 S 中 你 基础 饱和 截 制 组 。 很 明显 ， 图 12 一 7 中 3 以 及 图 12 一 
3 中 的 饱和 莽 蚀 组 8 痢 不 是 基础 饱和 蕉 割 组 ， 而 图 12 一 6 中 的 饱和 截 制 组 〈el，ez， es) 才 
是 一 个 基础 饱和 鹤 荐 组 。 


图 12 一 7 图 12 一 8 


在 图 12 一 8 中 有 一 个 边 权 交通 网 络 ， 其 中 S 是 一 个 饱和 截 市 组 ， 但 不 是 一 个 基础 饱和 裤 
割 组 。 这 就 很 容易 看 出 ， 从 ;到 j 有 一 条 路 答 P,;， 对 它 分 本 了 一 个 非 零 流量 g,,，。 并 且 这 
条 路 径 至 少食 有 截 割 组 8 中 的 三 条 边 ， 如 图 12 一 9 所 示 。 另 一 方面 ， 如 果 S 是 一 个 基础 槐 和 
裁 萌 组， 那么 从 i 到 j 的 每 一 条 有 路径 呈 ,;， 对 它 分 配 一 个 非 零 流量 $,，, ,一 定 正好 含有 S 中 的 


一 条 边 ， 如 图 12 一 10 所 示 。 
§ 
1 
上 
(人 
上 
1 
了 


图 12 一 9 图 12 一 10 


第 二 节 最 大 流量 


在 研究 最 大 流量 与 基础 饱和 蕉 割 组 的 关系 以 前 ， 让 我 们 先 研 究 有 了 一 个 已 和 截 币 组 对 分 
配额 外 流 景 的 影响 。 
辅助 定理 12 一 1 :对 一 个 边 权 交通 网 络 分 本 一 个 流量 下 ,后 。 如 果 没 有 饱和 截 制 组 ,那么 从 i 
到 了 可 以 分 配额 外 流 轩 。 

证 :在 一 个 边 权 交通 网 络 中 ， 因 为 没有 饱和 被 割 组 时 ， 如 果 我 们 把 每 条 边 e, 的 边 负载 量 
5 改变 为 c' 二 c. 一 时 (2,) , 式 中 下 (e,》 是 分 配给 边 e, 的 总 流量 ， 并 且 删 除 新 的 边 负 载 量 c 为 
零 的 那 条 边 ， 那 么 在 结果 网 络 中 从 ;到 i 一定 奋 少 有 一 条 路 径 已,,， 否则 就 一 定 有 一 个 饱和 
截 割 组 了 。 内 为 在 路 径 忆 ,中 每 条 边 的 边 负载 量 cf 不 是 零 ， 我 们 就 可 以 对 路 从 分 配 一 个 非 零 
流量 %,，， 其 中 
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Pi,Smin{e’ le, EL} C12—10) 
根据 回 助 定理 12. 一 1 ， 如 果 我 们 对 一 个 边 权 交 通 网 络 忆 不 能 再 分 防 些 流量 $1;， 我 们 知 
遵 其 中 至 少 有 一 个 分 并 点 i 和 的 饱和 鹤 制 组 。 
我 们 在 第 四 章 第 五 节 已 经 知道 如 何 得 到 一 个 图 的 所 有 截 害 组。 但 是 如 何 得 到 分 开 一 个 
中 某 两 个 规定 点 的 所 有 截 草 组 呢 ? 为 了 这 个 目的 ， 我 们 先 介绍 两 个 符号 S(ti， 1) 和 5 
(il, ) 
如 果 截 割 组 S = 已 (F x 也 ) ， 其 中 iE 六 , ，j < 六,， 那 么 这 个 裁 害 组 5 是 分 开 点 i 和 
六 的 ， 用 符号 S( 7 ，j) 米 央 示 。 如 果 5S 二 (VY ,x 了 ,其 中 点 i 和 和 点 1 两 者 都 在 广 ，( 或 ,) 
之 中 ， 那 么 这 个 截 割 组 S 不 能 分 开 i 和 j 的 ， 用 符号 S (ij， 》 来 表示 。 注 意 这 里 的 S 可 
以 是 一 个 截 割 组 或 者 是 若干 截 制 组 的 一 个 边 不 共用 并 集 。 
所 谓 截 审 纽 集体 {5 } 是 包括 一 个 图 的 所 有 可 能 的 截 害 组 的 ， 其 中 当然 也 包括 分 开 某 两 个 
规定 点 的 那些 截 审 组 的 。{ S } 是 可 以 把 一 个 图 的 mn,- 上 生成 元 通过 环 和 运算 得 到 的 。 为 了 得 
到 那些 分 开 i 和 j 的 哉 着 组 ， 应 该 用 什么 类 型 的 生成 元 通过 环 和 运算 来 得 到 呢 ? 事实 证 明 S 
Ci，j 了 了 ) 四 5S,( 1 ，1) 和 5,(ij， ) 四 SG ) 的 结果 不 能 分 开 点 i 和 i ， 只 有 Ss(i， 
站 Selij， ) 才 可 以 分 开 点 i 和 j。 
假设 一 个 图 G 中 的 每 一 个 点 表示 一 个 岛 ， 每 条 边 代表 连接 两 个 岛 的 桥 ， 现 在 的 问题 是 找 
导 破 坏 最 少数 桥 而 能 使 岛 i 和 j 之 闻 的 路 径 剖 不 通 。 假 使 我 们 把 一 个 无 权 线 性 图 中 的 一 个 截 
害 组 5 所 包括 的 边 数 称 为 截 负 组 S 的 信 ， 用 符号 U( 5) 来 表示 。 再 假使 {S”(i,7)} 是 分 开 点 
i 和 了 的 所 有 可 能 截 割 组 集体 ，{S (i ,i )} 是 分 开 点 ?和 j 的 所 有 可 能 截 制 组 以 及 截 制 组 
的 边 不 共用 并 集 的 集体 ， 那 么 为 了 分 开 i 和 所 需要 破坏 的 最 少 桥 数 入 ,为 
Wi=minft (3) 19SE1S 2 人, 门 站 (12—11) 
对 于 分 开 点 i 和 1 的 识 制 组 的 边 不 共用 并 集 S， 《并 集中 的 裤 割 组 不 是 都 能 分 开 i 和 j 的 》 
其 中 有 一 个 确实 分 开 i 和 了 的 礁 制 组 S$， 它 是 S$ 的 一 个 真子 组 。 因 此 
min{U(S) SEAS ,DY 
=min{U(S)] SE{SCG, ND}} (12—12) 
因此 我 们 只 要 产生 {SG, 说} 中 的 所 有 组 而 不 必 问 其 中 那些 组 是 真正 分 开 i 和 i 的 。 例 如 在 
图 12 一 11 中 的 线性 图 台中， 根据 定理 4 一 9， 我 们 只 需要 wn, 一 1 个 线性 无 关 关 联 组 通过 环 和 
运算 就 足以 求 得 这 个 图 的 所 有 截 制 组 以 及 截 割 
组 的 边 不 共用 并 集 。 这 里 x, 一 5 ， 所 以 我 们 可 
以 选择 下 列 4 个 线性 无 关 关联 组 
SC(i)=(1,2,3,4) 
S(i)=(5,6,7,8) 
S(v)=(3,5,6) 
S (v2)=(2,7,9) 
因为 在 {Si, 四 } 中 的 任何 一 个 组 一 定 含有 SC) 或 $( 站 ， 但 不 会 含有 两 者。 注意 在 上 面 的 4 
个 线性 无 关联 组 中 ， 只 有 SC 和 502) 是 分 开 点 # 和 让 的 。 内 此 为 了 得 到 {51 说 }， 我 们 可 
以 取 S (或 50) 与 其 余 关联 组 的 所 有 可 能 组 合 ， 如 
SD=(1,2,3,4) 
GD@SCoD=(1 ,2,4,5,6) 
SHBSV)=01,3,4,7,9) 


图 12 一 11 
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SG 和 SeDdhStos=01 4 5 ,67，9) 
SD=(5,6,7 8) 
3S( 门 四 S(oD)=(3 7 8) 
SDDSOD=2,5,6,8.9) 
S (门人 SG) 四 SCoa=(2 3, 8.9} 
这 些 就 是 分 开 点 了 和 7 的 所 有 可 能 截 害 组。 恨 据 式 〈12 一 11》 我 们 得到 we= 3 ;就 是 应 该 
破坏 的 桥 是 3，7 和 8。 
下 面 是 关于 最 大 流量 的 一 条 定理 。 
定理 12 一 1， 分 配给 一 个 有 限 边 数 的 边 校 交通 网 络 人 一 个 流量 区, 如 果 其 中 有 一 个 饱和 截 
掩 纪 而 非 芝 础 钨 和 裁 所 纺 时 ， 那 么 
Pt 《12 一 13) 
注意 # ,是 从 + 到 了 的 极限 负载 量 ， 它 等 于 从 i 到 的 最 大 流量 。 
从 定理 12 一 1 我 们 可 以 得 到 下 一 定理 。 
定理 12 一 2 ， 当 且 仅 当 一 个 流量 ,; 的 分 配 至 少 产 生 分 开 六 和 的 一 个 基础 饱和 裁 客 组 时 ， 
.he (12—14) 
证 ， 当 考虑 图 12 一 10 中 和 疆 何 一 个 分 和 开 '; 和 i 的 截 草 组 时 ， 我 们 可 以 知道 流量 ,， 一定 通 
过 截 制 组 中 的 那些 边 的 。 因 此 从 点 i 到 7 所 能 输送 的 最 大 甚 是 不 能 超过 截 割 组 中 各 边 的 边 负 
心 其 之 和 的 ， 因 为 这 对 于 分 开 和 /7 的 任 柯 戴 荐 组 是 正确 的 ， 所 以 对 于 分 开 利 了 的 -个 基 
硕 饱 和 蕉 割 组 也 是 正确 的 。 而 且 通 过 一 个 基础 饱和 截 割 组 的 总 流量 等 于 规划 组 中 各 边 的 边 负 
茂 量 之 和 。 因 此 式 (i2 一 4》 是 正 础 的 。 这 式 连同 定型 12 一 1 就 证 明了 这 个 定理 。 量 
土 面 已 经 讲 过 在 无 权 线 福 图 中 磋 宰 组 .5 的 值 US ?表示 截 制 组 S 所 包括 的 达 数 。 在 边 权 
交通 网 络 蛇 ? 所 总 巷 淹 组 5 的 入 ULS) 是 S 中 所 有 边 的 这 负载 量 之 和 。 
考虑 分 并 点 和 二 的 所 有 截 训 组 的 集体 {5s(i, 门 }， 注 意 在 {Ss(i, 门 } 中 任 全 一 个 截 制 组 
S， 它 的 LS) 不 能 小 于 最 天 流量 gj 如 果 分 配 一 个 流量 #， 产 生 一 个 基础 侈 和 帘 割 组 S( 它 
分 开 着 1 和 了 ) ，5' 是 在 iSs(i, 站 } 之 中 。 在 一 个 基础 包 利 窗 割 组 S 人 中 分 配给 各 边 的 流量 之 
和 一 定 等 于 i;。 因 此 我 们 可 以 断定 这 符合 定理 12 一 2 的 结果 。 
现在 抬 边 权 交通 网 络 ， 志 就 是 运输 网 络 圣 论 中 一 个 最 重要 的 定理 叫 履 最 大 流量 最 小 截 割 
定理 介绍 着 下 。 
定理 12 一 3 : 对 于 一 个 边 权 交通 网 络 ， 册 点 i 到 i 的 最 大 流量 。 即 极限 灸 载 量 等 于 网 络 中 所 
有 裁 搂 组 中 的 最 小 负载 量 ， 即 
t=min{US) ISE{S A NY (12—:5) 
证 : 在 一 个 连接 图 人 中 由 点 到 /之 间 的 任何 一 个 哉 制 组 3S， 当 G 中 则 珍 了 后 所 佘 留 下 
来 绷 子 图 (GOS) 中 ， 点 宇和 ;之 间 是 没有 路 径 的 ， 即 在 全 中 点 i 和 j 之 间 的 每 条 路 益 一 
定 至 少 依 有 5 中 的 一 条 边 。 因 此 由 到; 或 内; 到 工 向 每 一 流 基 一 定 经 过 $ 中 的 一 条 或 几 条 
边 。 所 以 在 这 两 点 之 间 的 最 大 流 其 不 能 超过 5 
的 极限 负载 量 。 避 然 关于 点 i 和 j 之 癌 的 所 有 
截 割 组 都 是 这 样 ， 所 以 由 点 到 了 的 最 大 流量 
不 趋 过 所 有 鹤 害 中 的 最 小 负 越 最 。 上 
情 12 一 2 ”在 图 12 一 2 中 有 一 个 边 秋 交通 
网 络 。 分 开 点 1 和 2 的 鹤 包 缠 集 你 是 


{aby, Ca,e,c), b,c,d), ta,e)} 
所 以 t=min{Y (Cab) Uta,c ey, Uc dD), UU(d,e)} =air{7.6.10.7}=6 


第 三 节 通信 网 络 的 图 表示 法 


在 通信 疼 络 中 ， 有 选择 性 地 由 一 点 跟 通 到 另 一 点 ， 因 此 这 个 网 络 可 以 月 一 个 线 竹 图 来 表 
示 ， 其 中 点 代表 此 能 够 接 通 的 端 站 或 设备 ， 而 边 是 些 联接 线 ， 链 路 或 信道 。 所 谓 端 站 当然 是 
可 以 接 通 的 ， 不 过 所 有 按 遂 差不多 都 要 通过 些 中 间 点 的 。 所 以 这 个 图 虽然 是 一 个 连通 图 ， 但 
是 一 般 地 讲 是 大 而 复杂 的 。 

在 通信 网 络 中 ， 包 恬 访 算 机 网 络 在 内 ， 也 象 其 它 交 通 跑 络 一 样 ， 重 要 的 研究 问题 是 联接 
线 能 否 通过 业务 一 的 问题 。 所 以 很 大 一 部 分 问题 是 属于 边 权 交 通 网 络 理论 的 。 内 此 图 论 方法 
可 以 用 以 研究 通信 网 络 中 的 选 路 方法 和 积聚 的 可 能 性 。 

在 最 简单 的 通信 隔 络 中 ， 任 何 两 个 捐 定 点 之 间 只 有 一 条 唯一 的 路 径 。 但 是 在 项 代 的 电话 
系统 中 是 有 很 多 变通 路 径 的 。 利 用 图 的 路 径 ， 我 们 可 以 计算 这 些 变通 路 径 数 ， 书 此 而 研究 系 
统 的 特性 ， 以 避免 阻塞 和 决定 选 路 算法 。 

一 个 指定 网 络 的 积案 问题 基本 上 是 一 个 组 合 学 问题 ， 需 要 计算 网 络 中 的 阻塞 状态 数 和 非 
阻塞 状态 数 。 虽 然 组 合 学 方法 已 经 广泛 地 庶 用 在 现代 话 务 理 论 ， 但 是 一 般 只 限于 减 儿 了 的 情 
况 ， 如 忽 咯 了 诅 继 机 键 级 之 问 占 有 的 互相 依赖 关系 ， 所 以 是 不 精确 的 。 这 里 只 预备 介绍 些 图 
论 在 通信 网 络 中 应 用 的 基本 知识 ， 夷 于 深入 的 研究 可 在 一 些 专 门 文献 中 去 寻找 。 

通信 网络 舍 所 选 的 通信 联接 线 把 一 对 用 户 连 成 一 个 通路 。 璧 如 说 ， 用 户 4 要 求 狠 通用 户 
三 。 要 满足 这 个 要 求 ， 可 能 要 通过 几 个 交换 局 或 电话 局 召 、C、 刀 、 已 转 接 ， 如 图 12 一 13 所 
示 ， 其 中 -1，G、 后 ， 了， 上 ， 形 ， 必 等 代表 用 户 或 广 横 ， 忆 ，C， 万 ， 情 ， 了 7 、 太 等 代 家 


交换 局 。 用 凤 论 的 表示 方法 ， 我 们 可 以 用 点 代表 用 户 、 端 机 或 交换 局 ， 用 这 并 表 有 禹 信 联 贸 线 
或 通信 链 路 ， 如 图 12 一 14 所 示 。 当 用 图 论 的 扯 象 表示 法 时 ， 我 们 就 不 尼 所 用 的 技术 手段 和 地 
ABCD EPGH/ 7 KL MN 

A 10 00 906 0 6 0 9 606 0 0 
BI1!1 0 106060 390 0 6 0 0 0 0 1 
Cleo 3 1t0900 00 0 110 0 0| 
D 6 0 1 0 10 0 0 @ 1 0 0 0 0 
a 603 10 1 1 1 10 0 0 0 0 
Fio oo 19 0 0¢6 0 0 0 0 9 

x205 000506 153000 005 0 0 | 
H|0o 0 5 0 1 9 0 0 0 0 9 6 0 9 
1 ,0 0 30 10 0 0 € 9 3 0 0 5 
TIi0 1 ;0 0060 005 003 
| tt 0 1 0 0 00 0 ¢ 0 5 1 1 9 
L090 6 0 0 9 0 0 0 1 0 0 0 
YI 0 06000600601003| 
By oo 1 990 0 0 0 0 0 3 0 0 9 


246 。 
理 距 离 ， 只 是 关心 点 和 按 的 关联 关系 ， 换 句 话说， 我 们 只 关心 哪些 点 根 连 接着 。 用 图 12 一 13 
的 实际 网 络 与 图 12 一 14 的 线性 图 之 问 有 着 明显 的 同 构 性 。 在 图 12 一 14 中 ， 这 种 关系 可 以 用 下 
列 的 邻接 矩阵 了 表示 出 来 。 


图 12 一 13 图 12 一 14 


如 图 12 一 13 利 图 12 一 14 所 示 的 电信 网 络 只 是 笑 揪 地 表示 一 个 电话 系统 ， 其 实在 每 一 个 点 
所 表示 的 交换 局 或 电话 局 中 ， 还 有 一 个 并 不 简单 的 内 部 连接 网 络 呢 。 每 一 个 交换 局 中 有 很 多 
接线 器 至 少 有 几 万 个 接点 组 成 几 百 到 几 千 个 接线 器 组 ， 这 些 部 件 之 问 的 互相 连 缕 叫做 中 继 。 
我 们 可 以 把 交换 局 间 的 中 继 作用 用 一 个 图 来 表示 ， 其 中 每 一 个 点 代表 一 个 接线 器 组 ， 每 一 条 
边 代表 一 组 联接 线 或 从 一 个 机 键 级 到 男 一 级 之 间 的 一 条 中 继 线 。 

这 里 我 们 着 重 研究 中 继 问 题 ， 所 以 必须 先 让 我 们 弄 清楚 一 个 图 和 实际 网 络 之 间 的 关系 。 
图 12 一 15 是 一 个 二 级 交换 列 ， 左 边 4 接线 器 的 12 个 输入 中 的 任何 一 个 可 以 连接 到 右边 妃 接 线 
器 的 12 个 输出 中 药 任 向 一 个 。 惯 常用 的 中 继 图 如 图 12 一 16 所 示 ， 这 里 只 注意 了 接线 路 ， 而 后 
者 的 内 部 接 法 都 是 标准 方式 的 。 它 所 对 应 的 完全 双向 图 如 图 12 一 17 所 示 ， 它 只 注意 了 互相 连 
搂 的 关系 。 
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12 一 18 图 12 一 17 
在 电话 系统 的 历史 中 ， 用 户 与 电话 局 闻 最 简单 的 联接 方式 是 由 电话 局 直接 放 一 对 线 至 用 
户 处 。 用 抽象 的 图 来 表示 ， 就 成 为 一 个 星 图 如 图 12 一 18 所 示 。 星 图 也 是 一 棵 树 ， 是 最 简单 的 


树 。 在 电信 系统 中 ， 星 图 ， 双 向 图 利 完全 图 这 3 种 图 是 所 有 更 复杂 方式 的 电信 阅 络 的 基础 。 
当然 对 于 完全 图 来 讲 ， 由 于 所 用 的 边 或 过 接线 太 多 ， 投 资费 用 太 高 ， 所 以 只 适用 于 用 户 数 
很 小 的 场合 。 

在 实际 电信 网 络 中 ， 接 通 一 个 电话 总 是 要 经 过 几 个 级 联 的 联接 线 的。 在 图 论 中 ， 我 们 可 
从 把 几 个 图 连 起 米 ， 每 一 个 图 代表 一 个 连接 部 分 。 例 如 有 两 个 小 电话 局 用 中 继 线 联通 起 米 ， 
总 图 就 如 图 12 一 19 记 示 。 从 拓扑 观 点 看 ，mm 条 中 继 线 的 末端 是 否 一 一 对 应 是 无 关 重 要 的 。 所 
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以 图 12 一 19 可 以 简化 成 图 12 一 20， 汪 者 相当 于 一 个 史话 局 有 3 级 接线 器 4，C， 卫 的 中 总 方 
式 ， 相 邻 两 级 之 闻 有 中 继 线 。 这 种 级 联 方法 可 以 扩展 到 很 多 级 ， 警 如 说 在 交换 中 继 里 常常 可 
达 ? 级 。 因 此 我 们 可 以 定义 一 个 呈 -级 图 有 个 点 子 组 六 (一 1 2 0) 和 (一 1T) 个 
边 隆 组 玉 ,， 分 别 中 继 矿 ,中 的 那些 点 入 , .Ci 二 1,2 ,…,# 一 1) 中 的 那 至 点 。 一 般 ， 我 们 
可 以 假定 第 一 级 对 应 着 实际 网 络 中 的 给 入 ， 第 "级 对 应 着 输出 ， 由 给 入 到 输出 的 正规 路 径 只 
经过 等 一 边 子 组 的 一 条 边 。 


站 


医 12 一 18 
让 < » 。 
2 个 点 中 个 点 匣 个 点 
医 IT? 一 20 图 12 一 2 


邻 禄 怒 泗 的 运算 可 以 运用 在 多 级 图 中 。 设 一 个 引 阵 诗 的 元 素 mm,; 代 表 一 个 独立 级 的 输入 : 
邻接 到 输出 7 的 ， 那 么 这 些 矩 阵 的 乘积 代表 那些 级 的 级 联接 法 ， 儿 个 元 尝 维 出 一 个 输入 与 -- 
个 输出 之 间 的 路 径 数 。 这 些小 径 不 包括 重新 通过 的 路 径 段 《而 在 一 个 简单 邻接 矩阵 的 睾 乘积 
中 都 可 能 是 用 的》 但 是 可 能 包括 些 共用 纳 的 。 

图 12 一 21 是 一 个 完全 n- 级 图 C ml，m:，…， Po) 《这 里 局 代表 回路 》， 它 在 第 了 级 有 
了 ,个 点 太一 24) 3 相信 级 iT + 1 之 间 由 机 ,mr 条 边 相 中 继 。 图 12 一 22 是 一 
个 非 完 全 ”级 加 。 

一 个 有 用 药 开关 圆 络 的 一 个 特性 是 在 任何 一 个 给 定 的 输入 和 和 输出 之 间 存 在 着 些 变通 路 
径 。 以 图 12 一 22 为 例 ， 册 点 4 到 点 $ 之 间 的 通路 图 如 图 12 一 23 中 实 线 所 示 ， 这 尾 图 12 一 22 的 
一 个 子 网 ， 它 包括 由 输入 点 4 到 答 出 点 8 之 问 的 所 有 浅 径 。 如 图 在 注 , 中 有 mm 个 点， 在 民 。 中 
及 .个 点 ， 那 么 这 个 网 络 就 有 mm。 个 通 巾 图 。 


因 12 一 22 图 12 一 23 


一 个 三 级 交换 列 ， 如 图 12 一 24(0 ) 扬 示 ， 可 用 CCoe ,ce , 41 来 类 示 ， 它 的 到 路 你 如 13 一 
245b) 也 示 。 役 明 旺 ， 它 的 连通 度 为 C。 在 这 样 一 个 网 络 中 ， 当 各 求 接 苯 点 和 4 和 如 时 ， 接 授 
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的 概率 ， 如 果 其 它 条 件 一 样 ， 则 根据 “ 的 增加 而 增加 ， 当 。 相当 大 时 ， 则 接 通 的 概率 将 为 1， 
就 是 说 ， 这 个 网 络 是 不 会 阻塞 的 。 这 种 情况 的 条 忻 是 “ 之 26 - 1 ， 其 中 b 是 一 个 外 部 (A 或 
B) 接线 器 所 接 的 输入 数 。 理 由 是 c 条 路 么 中 最 多 有 《4 1 ) 条 由 于 接 到 同一 4 接线 器 的 
其 它 连 接 所 阻塞 ;而 另 有 (? 一 1) 条 白 于 接 到 尊 一 全 接线 器 的 其 它 连 号 康 阻 寨 ， 加 此 有 了 (25 
一 人 条 径路 ,那么 至 少 有 一 条 是 空间 的 .有 人 证 明 过 , 绞 小 的 壕 接 府 , 即 。 之 5 已 经 足够 用 以 完 
成 任意 接 通 ， 只 要 那些 路 径 可 以 共同 选用 而 不 是 独立 无 闫 的 。 这 种 网 络 称 为 重 配 置 赔 络 。 


1 
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第 四 节 ”优先 约束 树 


在 通信 网 络 设计 中 ， 常 常 碰 到 这 样 的 问题 ， 杰 求 联络 某 些 地 点 ， 而 联接 强 的 建设 费用 又 
要 求 蜂 低 ， 还 可 能 受到 一 些 唱 的 约束 条 性。 某 一 容量 的 联接 线 费 用 是 与 它 的 长 度 相关 的 。 一 
个 典型 的 约束 条 性 是 各 点 的 业务 量 不 致使 联接 线 过 负载 。 这 种 通信 网 络 的 最 缀 济 方案 走 -一 棵 
树 ， 尤 其 是 棵 最 短 生 成 煤 ， 它 的 求法 在 第 三 章 第 九 节 中 已 经 介绍 过 。 但 是 在 那里 我 们 只 以 长 
度 为 权 而 没有 有 其它 约 束 。 现 在 我 们 讨论 除了 长 度 外 还 有 其 它 约束 时 求 优化 约束 械 的 方法 。 

钢 如 有 一 个 通信 网 络 如 图 12 一 25 所 示 ， 各 过 所 注 的 权 系 里 程 。 如 果 只 以 里 程 为 袍 ， 那 么 
所 求 的 最 短 生 成 树 将 如 图 12 一 26 所 示 ， 假 设 点 ": 是 长 途 电 话 大 区 中 心 局 ， 其 它 务 点 U:， ua 
5 43 为 省 中 心 局 。 再 假设 省 中 心 局 vs 的 话 务 量 对 于 联接 线 或 边 Cv。6》 来 讲 是 太 繁 重 了 ， 
那么 由 #2，#s 和 3 所 组 成 的 分 段 就 不 合适 。 设 点 vs 和 v, 的 话 务 量 比 边 (v2u4) 和 (wv,vs) 的 
负载 量 并 不 太太， 那么 我 们 删 丈 边 〈zsus)》 而 增加 边 〈v4vs) ， 新 的 树 就 成 为 如 图 12 一 2 所 
示 ， 它 的 总 权 数 为 16， 而 对 图 12 一 26 的 最 短 生成 村 的 总 权 数 是 8 。 这 就 说 明 最 短 生 成 梢 是 解 
决 有 约 东 条 件 的 下 限 。 


图 12 一 25 医 12 一 26 图 12 一 27 


当 求 最 小 权 码 村 设 有 二 个 约束 条 侍 ， 第 一 个 约束 是 每 一 个 局 ;的话 务 量 m 之 0， 并 且 
任何 一 个 分 匡 中 各 省 中 心 局 的 益 话 务 莉 对 其 一 规定 局 而 言 不 得 超过 一 个 规定 的 最 大 值 到 。 
为 了 保证 有 一 个 可 行 的 解答 ， 我 们 假定 所 有 害 局 ;的 m, 久 好 。 第 二 个 约束 是 每 一 分 航 的 省 局 
数 不 能 多 于 久 。 和 如果 长 二 1， 那么 哗 一 可 实行 的 方案 是 星 图 ， 就 是 说 鲜 一 个 省 局 只 能 用 直达 
联接 线 直接 连 到 大 区 中 心 局 。 下 断 介 绍 一 种 算法 是 一 种 用 直接 推断 的 方法 ,假定 久之 2 ,这 种 
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算法 所 得 到 的 结果 虽然 不 一 定 总 是 最 心 权 树 ， 但 是 实际 应 用 起 来 是 很 好 的 。 

说 很 定 图 的 点 组 灵 有 个 点 ， 点 1 是 长 途 电 话 大 区 中 心 局 而 点 2 ,3 ,…, "是 省 局 。 
这 的 权 wsy (mi 一 tr mi 一 0 Prf=1,2 ,3,…,1)。 约 东 有 二 :， (1)》 对 点 1 而 言 ， 
每 一 分 发 各 省 局 的 话 务 量 m; 的 和 不 许 直 过 菜 一 最 大 借 M， 《2 》 每 一 分 发 中 省 局 数 不 许 大 
了 于。 现在 页 求 找寻 这 样 的 最 小 权 覆 。 在 此 法 中 ， 医 用 邻接 杆 阵 或 接 通 矩 阵 来 表示 。 

第 一 步 ， 首先 定义 里 程 ,i 一 1 ,2 ,3 ,…, 7 ,作为 一 组 党 局 虚 权 ， 置 五 一 wo 对 于 一 
个 完全 图 GG， 它 的 点 组 为 疙 .定义 G ,作为 包括 点 i 的 一 部 分 ; 置 ci 如]， 一 1 23 和 
定义 ip i j 一 1，2,3,"…, 5 为 一 组 测试 值 ， 并 置 和 /wwii 一 1 二 wii 一 rw。 和 如果 在 i 和 


了 之 间 无 边 连 通 《 即 妈 ,; =o0》 荆 如 tr; 十 mj 之 好 ， 则 置 厂 20。 置 ?1 0，i ,1 二 1 ,2， 
3 
第 二 步 ， 找寻 可 能 的 新 边 。 找 寻 
和 inftii 人 ij 不 在 同一 部 分 中 《12 一 16? 


如 果 六 一 ce， 停止。 

第 三 步 ， 在 的 东 条 件 下 测试 是 否 可 能 再 增加 边 4i*, /) 为 了 方 恒 起 见 , 新 部 分 用 “ 表示。 
ceU cs， 即 增 加 边 (+,2*) 。 如 昌 < 7 中 不 包括 点 1， 并 且 仅 当 《1) 如 2 iE ec 
好 和 《2 ) oe’ 中 的 省 局 数 小 于 或 等 于 二 时， 是 符合 约束 条 件 的 。 如 果 <“ 中 包括 点 1。 那 从 
仅 当 《3 ) 出 于 c* 的 改变 或 产生 的 任 知 一 个 分 锚 〔 分 发 是 对 点 1 而 言 的 ) 中 的 省 羽 的 话 务 
量 之 和 少 于 或 等 于 好 ， 和 《4 ) 在 任何 一 个 这 样 的 分 段 中 省 局 数 少 于 或 等 于 民有 时 ， 才 是 符合 
约 东 条 件 的 。 在 上 述 两 种 情况 时 ， 如 时 不 符合 两 个 约束 条 件 ， 置 fi* ,1 < 人， 返回 第 二 步 。 
第 四 步 ， 增 如 边 Ci*,j*) ， 各 新 点 权 和 :并 且 组 成 新 的 部 分 c'。 置 Tie 一 Ti 一 lw 
对 于 Ecit， 导 1"， 然 后 渴 新 11J。 就 是 说 ,对 于 i Eci*， 置 二 wi 一 i。 轩 01 二 
cn-6'。 椒 回 第 二 步 。 

在 应 用 上 述 算法 求 优化 约束 树 时 ， 有 人 有 有 一 个 经 验 ， 为 了 求解 ， 可 以 首先 从 设想 一 标 假 
设 的 星 树 开始 ， 即 从 每 一 个 省 局 有 一 条 直接 联接 线 通 到 大 区 中 心 局 ， 然 后 设法 产生 包括 有 两 
个 或 更 多 的 省 遇 的 分 段 来 减少 星 树 的 权 。 治 然 在 约束 条 件 下 ， 旺 择 总 是 一 个 可 行 的 优化 约 东 
树 ， 但 是 一 般 它 不 是 一 个 最 小 权 的 解法 。 

用 上 法 计算 优化 约 东 树 时 ， 如 果 约 东 条 件 不 是 上 述 的 〔 3 ) 每 一 分 段 的 总 话 务 量 杂 和 
《2 ) 每 一 分 段 的 省 局 数 乓 ， 那 么 在 第 三 步 中 就 要 相应 地 修改 

求 优化 约 东 树 的 方法 是 不 少 的 ， 有 一 个 方法 是 从 一 个 图 的 最 短 生 成 树 开始 ， 用 交换 边 的 
方法 来 适应 约束 条 件 。 


第 五 节 边 权 交通 网 络 中 的 各 种 路 径 


在 边 权 交 通 网 络 中 ， 路 径 闽 题 的 主要 研究 对 象 是 根据 一 些 约 东 条件 找 寻 某 一 对 指定 点 之 
间或 着 所 有 点 对 之 间 的 一 条 或 风 篆 路 径 。 如 果 不 管 约 束 条 篆 ， 那 么 上 述 的 路 径 自 于 点 数 的 增 
加 而 很 快 池 卉 加 的 。 如 果 是 一 个 有 ”个 点 的 完全 图 ， 任 刹 一 对 点 之 间 的 路 径 数 接近 于 etn 一 
2 ) ,其 中 e = 一 2,718…。 在 考虑 路 径 的 约束 时 ， 最 多 和 最 先 考虑 到 的 是 最 小 权 的 问题 ， 就 是 
最 短路 径 问题 。 其 次 考 者 是 界 权 ， 就 是 比 景 小 权 务 大 些 的 路 区 。 最 后 是 既 有 权 的 约 东 又 有 共 
月 虚 或 共用 边 的 约束 的 路 径 。 关 于 最 短路 径 的 算法 可 参看 第 十 章 第 六 节 。 

有 蛙 ， 由 于 某 种 原 杂 ， 如 交通 线路 发 生 故 障 ， 不 可 能 再 局 用 最 短路 径 时 ， 只 得 求 其 次 而 


采 几 比 最 短路 经 稍 远 一 些 的 路 径 ， 这 就 是 界 权 问题 。 我 们 可 以 把 最 短 略 径 较 远 些 的 路 径 分 类 
第 二 短 ， 第 三 短 ， 等 等 路 径 ， 即 第 R 景 短路 径 ， 上 = 2 。 3 ，…。 在 实际 上 ， 我 们 并 不 认 较 
第 几 最 短 而 是 要 求 点 i 和 ? 之 间 的 距离 不 要 超过 一 个 里 梳 村 ， 即 村 之 di;， 后 者 为 最 短路 径 。 
如 黑 一 茶 路 径 鬼 建 克 个 于 或 等 于 好 ， 我 们 称 这 条 跟 径 是 可 以 接受 询 或 容许 的 。 候 设 册 到 也 
有 一 条 路 补 P,， 它 的 长 度 为 fh， 只 站 1, + dii 所 他, 这 就 是 一 条 出 i 到 j 包 括 了 ;作为 一 个 子 组 
移 容 许 路 径 。 而 且 这 种 容许 路 径 不 止 一 条 。 另 -方面 ， 如 果 es+ di;> 对 ， 那 就 不 是 一 条 容 
许 路 径 了 。 下 面 是 一 个 在 外 G0 ,站 中 求 点 和 二 漳 岂 有 容许 路 称 和 旺 程 的 算法 。 

第 一 步 ， 并 妨 。 这 个 算 邯 要 用 到 上 面 提 到 过 的 距离 矩阵 喇 。 设 史 是 点 的 下 标 ， 并 且 医 " 
下 1， 和 i i。 设 是 一 条 测试 路 径 ， 并 且 置 P<#， 从 空 组 开始 。 设 工 是 路 径 的 累计 长 
度 ， 并 者 L <-0。 

第 二 步 ， 找 寻 下 一 条 边 ， 设 i, 是 直接 关联 到 i; 的 一 个 点 ,并 且 了 了 门 {5i,i,)} 不 包括 回路 和 
了 二 ie 十 了 生出 团 忆 PLUG), 闪 且 进行 第 四 步 .如 果 在 点 z 和 之 间 有 一 条 边 ， 
点 了 和 点 Y 是 直 拉 相连 的 ， 就 是 “<-* 忆 cc。 切 孙 所 用 要 接连 通 到 ;的 边 都 已 经 测试 过 ， 那 么 
进行 第 三 未 。 去 

第 三 步 ， 算 法 完了 或 回 济 。 如 果 吉 二 1， 
停 焉 。 否 则 置 严 < 苇 六 一 1， 返回 第 二 步 。 

第 四 步 ， 测 试 整 个 路 径 或 继续 下 去 。 如 果 
i 二 1, 保留 P 和 工 , 置 P<#$ 和 上 0 ,返回 第 二 
步 。 所 调 保 留 了 和 工 ， 在 计算 机 术语 中 的 意 里 
是 把 组 成 忆 的 那些 这 和 工 值 的 清单 存储 在 存 竺 
器 中 ， 以 便 用 作 结果 的 一 部 分 。 

例如 ， 在 图 12 一 28 中 ， 各 边 上 所 注 的 数字 
系 相 邻 两 点 之 间 的 距离 ， 我 们 规定 一 7 ，: 到 全 各 
一 1，j = 5。 如 果 在 第 二 步 ， 我 们 试 以 i, = 2 ,就 其 说 在 路 径 己 的 第 一 条 边 用 (1, 2) ， 
我 们 从 短 阵 D' 有 上 二 1s+4dzs 二 0 二 0.5+1.2=1.7 式 材 。 因 此 边 《 1 , 2 ) 昆 试 算 路 径 的 
第 一 条 边 。 在 第 四 步 我 们 得 二 0.5，mr 二 2 和 i 一 2 。 当 我 们 再 进行 下 去 时 ， 我 们 发 现 直接 
连通 到 点 2 的 ， 除 点 1 外 ， 还 有 商 个 点 ， 即 点 5 和 点 6 。 前 者 只 要 再 加 一 条 边 (2 ，5) ， 
成 为 一 条 容许 (而 且 也 是 最 短 ) 路 径 了 1s 一 {1 .2,57={f(a,2),(2, 5)}， 而 后 者 要 加 两 
条 边 t2,6) 和 (6 ,5》, 因 此 ,+10+ Sos 二 0.5+9.2+6.7 沪 村， 这 是 超过 了 导 ， 是 不 
容许 的 。 

继续 用 这 个 例子 ， 和 如 果 我 们 起 i. 二 3 作为 直接 连天 到 点 1 的 后 总 点 ， 我 们 在 第 二 步 又 有 
由 二 1， 和 基 = 和 。 因 此 二 + 六 十 ds= 0 十 2,0+3,7 芒 和 HY， 所 以 边 《1 ,3) 是 试 算 路 径 己 
的 第 一 条 边 。 这 不 是 从 点 3 到 点 5 的 最 得 路径， 就 是 说 现在 用 了 边 组 {53 , 1),(1 .2),(2， 
5)}， 而 不 是 边 1( 3 ,5 )}， 丽 经 由 点 3 鬼 容 许 略 径 是 {( 1 ，3 ) , (3 ,5)}+。 直 接连 通 到 点 1 
的 最 后 一 个 点 是 点 4 ， 我 们 有 二 十 Di +dis 一 0 十 1,5 二 3,2 所 对 不 过 经 由 点 4 实际 上 是 没有 
上 县 点 1 到 点 5 的 容许 路 径 的 。 

容许 路 径 算法 有 一 个 缺点 ， 就 是 容易 由 差错。 如 像 土 面 例 于 中 所 指出 的 。 不 过 这 个 算法 
比较 简单 ， 也 相当 友 效 。 有 一 点 应 该 注意 的 是 所 得 的 路 径 不 是 按 长 度 系 统 地 产生 的 。 所 以 超 
算 完 后 应 该 依 照 长 度 或 别 的 次 序列 出 一 个 路 径 天 ， 以 便 比 较 选 择 。 

在 交通 网 络 中 也 常常 会 碰 到 这 样 的 情况 ， 如 果 点 i 和 i 之 间 略 秘 经 由 一 个 或 几 个 中 间 
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点 ， 而 当 任 何 - 个 中 间 点 发 生 损 环 或 不 空闲 时 ， 信 息 就 不 能 通过 。 同 样 ， 如 果 几 条 路 径 要 通 
过 一 条 或 儿 条 共用 边 时 ， 任 何 一 条 共用 边 发 生 故障 就 影响 各 条 路 径 的 交通 。 所 以 在 点 和 j 
之 问 的 交通 路 径 ， 除 点 i 和 j 外， 我 们 要 找寻 点 不 共用 路 径 或 边 不 共用 路 径 。 两 条 点 不 共用 
路 径 一 定 是 过 不 共用 前 ， 但 是 反 过 来 就 不 一 定 正 确 。 

一 般 地 讲 ， 在 交通 网 络 中 ， 我 们 非但 要 求 非 共 用 性 ， 而 且 也 常 有 别 的 约束 。 例 如 ， 如 果 
我 们 在 点 i 和 j 之 癌 只 需要 两 条 路 径 ， 我 们 可 能 希望 使 用 〈 1 ) 最 短路 径 ， 璧 如 说 已, 和 (2) 
最 短路 径 并 且 是 与 路 径 已 .点 不 共用 的 ， 璧 如 说 已 。。 关 于 最 短路 径 尸 . 的 求法 ， 我 们 在 上 面 已 
经 讲 过 。 下 面 介 绍 路 径 忆 的 一 种 求法 。 

如 果 有 一 个 交通 网 络 G CY, 请 ) 如 图 12 一 29 所 示 ， 从 点 1 到 点 4 之 间 的 最 短路 径 为 己 , 一 
{(1,6), (6,5),(5,4)}。 现 在 要 求 找寻 一 条 与 路 径 呈 ,点 不 共用 的 最 短路 径 Ps。 先 把 图 12 一 29 
中 已 ,所 经 由 的 所 有 中 间 点 6 和 5 删除 得 一 新 图 G (YE'), 如 图 12 一 30 所 示 。 从 @' 中 ， 
得 知 点 1 和 4 之 间 的 路 径 有 二 ， 一 为 {(1,2), (2,3),(3,4)}， 二 为 {(1,2), (2, 分 }， 这 两 者 中 
的 较 短 者 即 为 所 要 求 的 了 Ps。 如果 这 个 网 络 许 可 的 话 ， 我 们 还 可 以 得 到 与 P, 和 P, 都 是 点 不 共 
用 的 最 短路 径 P;。 当 然 在 这 个 网 络 中 是 不 能 有 下 与 点 1 与 4 之 闻 的 第 三 条 点 不 共用 的 路 径 
了 。 这 里 也 可 以 看 出 ， 如 果 在 图 12 一 29 中 原先 是 求 点 ? 与 其 它 点 之 间 的 最 短路 径 了 ,， 那 么 
因为 点 2 将 是 一 个 中 间 点 ， 后 者 的 删除 就 不 能 再 得 其 它 点 不 共用 的 路 径 了 。 


而 5 
' ! 让 
本 
了 
2 
2 
了 

了 


图 12 一 29 图 12 一 30 


第 六 节 电视 接力 网 络 


电视 《或 微波 ) 接力 网 络 的 修建 费用 主要 决定 于 接力 站 间 的 距离 和 接力 站 场所 前 地 形 。 
由 于 电视 波 〈 喜 微波 ) 的 传播 可 以 指向 任何 方 
疝 ， 面 卫 不 需要 电波 反射 加 来 ， 所 以 如 果 由 若 
干 个 城市 的 电视 台 组 成 一 个 电视 接力 网 络 ， 这 
个 图 是 一 个 无 向 图 。 

例如 有 八 个 城市 1，2，3，4，5， 
6 ,7 ,8 的 电视 台 组 成 的 一 个 电视 接力 网 络 ， 
其 中 台 1 为 主要 发 射 合 ， 如 图 12 一 31 所 示 。 图 
中 答 “可 能 接力 线路 的 建设 费用 ， 如 只 算 高 位 
数 的 款项 位 将 如 表 12 一 1 所 示 。 图 12 一 31 

出 表 12 一 1 可见， 出 台 4 到 台 ? 的 建设 费用 等 于 5 万 元 。 如 果 把 图 12 一 31 的 邻接 矩阵 中 
的 元 素 值 代 以 建设 费用 ， 那 么 这 种 矩阵 称 为 费用 插 阵 。 如 用 插 阵 方式 表示 ， 则 与 表 12- .1 相 
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似 。 费 用 算 阵 中 的 元 素 值 如 为 <， 则 表示 这 两 合 之 间 的 转播 由 于 技术 上 的 困难 而 不 能 实现 。 
我 们 现在 的 问题 是 如 何 使 接力 网 络 的 建设 费用 为 最 小 。 


建 设 费 用 闵 表 12 一 1 
下 EE EAE 
位 


位 (万 元 ) (万 元 ) 
NS 128345678 市 | 1238346678 
城 
市 市 


1 91335 2%56 5 5513065% 
2 | 104352%5 22646084 
3 3403186879 加 ~m~m755809 
4 333034556 3 6596m4d490 


这 个 问题 在 图 论 中 就 是 求 图 12 一 31 中 以 台 1 为 根 的 最 短 生成 树 。 我 们 已 经 在 第 三 章 第 九 
节 中 介绍 过 两 种 算法 。 现 在 把 图 3 一 19 的 正式 算法 叙述 如 下 。 
这 种 算法 的 基本 原理 是 一 个 有 多 个 点 的 连通 图 的 C(Z ,五 ) 的 最 短 生成 树 有 一 个 唯一 的 
解 T"， 其 中 7" 是 一 个 边 组 {e1,e2,…,e。1}， 后 者 产生 如 下 
?1 是 巨 中 最 小 权 的 边 ， 
?: 是 Efe1,} 中 的 景 小 权 的 边 ， 并 且 它 不 会 与 边 组 {21} 形成 一 个 回路 ， 
。, 是 EO{e;,es…e,-1} 中 的 最 小 权 的 边 ， 并 且 它 不 会 与 边 组 {e1,e,,…,e,-1} 形成 一 个 
加 路。 
这 个 算法 要 利用 与 表 12 一 1 相似 的 费用 御 阵 。 假 设 称 图 12 一 31 的 费用 和 矩阵 为 矩阵 到 ， 
第 一 步 ， 将 矩阵 天 中 对 角 线 以 上 的 各 元 素 值 按 递 增 次 序 排列 ， 称 为 组 已 。 开 始 了 -0 和 
标号 L 一 0。 
第 二 步 ， 设 /是 P 中 的 第 一 个 元 素 。 置 {1*- 1 。 标 号 点 i 和 点 j 为 1。 
第 三 步 ， 对 于 工 ,= 工交 0 的 每 一 点 对 i 和 j 从 P 中 删除 [11。 
第 四 步 ， 设 1,; 是 号 中 的 第 一 个 元 素 . 置 i; 1 ,检查 点 i 和 的 标号 ,如果 滑 者 之 中 的 一 
个 标号 为 0， 则 把 它 标 以 与 另 一 个 点 相同 的 标号 。 如 果 两 者 中 没有 一 个 是 标 0 的 ， 则 把 了 中 
的 所 有 较 高 的 标号 改 标 成 较 你 的 标号 。 如 果 两 者 都 为 0 ， 则 把 它们 标 成 比 新 近 标 最 高 标号 的 
更 高 号 的 。 
第 五 步 ， 如 果 在 7 中 的 正 元 素数 等 于 ”一 1， 因 为 了 已 经 给 出 了 所 需要 的 树 ， 就 停止 。 其 
次 ， 如 果 组 已 是 空 的 ， 表 示 不 存在 生成 树 ， 就 停止 。 否 则 返回 第 三 步 。 
让 我 们 把 这 个 算法 应 用 于 图 12 一 31 来 找 出 以 台 1 为 根 的 最 短 生 成 树 。 
第 一 步 : 了 =0 
L={0,0,0,0,0,0,0,0} 
P={h, dsss 0s ass hiss dis Lass la 
Lss las ass oss lass [ass Tas Lars ors 1s 
Iss sss lses sr Her, Lass 17s} 
第 二 步 ， 置 fs:= 1 
L={1,1,0,0,0,0,0,0} 
第 三 步 ， 从 己 中 删除 Da。 
第 四 步 ， 置 fss = 1 。 因 为 点 3 和 5 的 标号 都 是 0 ， 所 以 这 两 点 都 标 以 2 


“253， 


L={1,1,2,0,2,0,0,0} 
第 三 让， 从 己 中 币 除 ja 
第 四 步 ， 置 11。 = 1 。 因 为 点 1 和 6 中 的 点 1 标号 为 1 而 点 6 标号 为 0， 所 以 忽 点 6 标 
以 与 点 1 祖 现 的 标号 1 。 
L={1,1,2,0,2,1,0,0} 
到 此 ， 对 于 标号 = 1 的 ， 从 了 中 删除 1,，o，1;6， 册 于 已 经 删 去 了 了 :， 这 次 应 删 
除 10, 和 1.0， 对 于 标号 = 2 的 ，1ss 已 经 删除 了 。 
第 三 步 : P={ 和 ss ler ls dans sas serdasrdiss ass izes lar dsr, Tes ds, lr: Tso, sr, ler, 
Le dss} 
第 四 步 。 置 fs= 1 因为 点 1 ， 3 的 标号 都 不 是 0 所 以 把 中 的 2 都 必 标 为 1 。 
L={1,1,1,0,1,1,0,0} 
第 三 步 ， 从 也 中 删除 1s，Ti: ,12s， [zs，i1se 和 isoo 
P={l ls ls dn, der Tors das ler, Tor Ts, ladsr lor lsss {rs}» 
第 四 步 ， 置 1,, 一 1 。 在 工 中 改 标点 4 为 T 
L={1,1,.1,1,1,1,9.0} 
第 三 步 ， 从 P 中 删除 ，1s.，1s4，44s 和 ls 
P={1ss, la ars lon, hiss kass sm, ler+ Tses dre} 
第 四 步 ， 置 fo 一 1 。 在 工 中 改 标点 8 为 1 
IL={1,1,1,1,1,1,0,1} 
第 三 步 ， 从 已 中 删除 由，7 ss。， i138 Tes Jes 
P= {sz, er, {sr far, rs} 
第 四 步 ， 置 .1 二 1 。 在 工 中 改 标点 7 为 1。 
LIL={1,1,1,1,1,1,1,1} 
第 五 步 ， 因 为 了 中 有 了 7 个 正 元 素 ， 算 法 终止 。 
所 得 的 最 短 生 成 镁 的 树枝 为 {1,，is6，f1o，ts，t11，16s， 和 和 141， 组 成 的 最 短 生成 树 如 
图 12 一 32 所 示 。 这 个 网 络 的 最 低 建 设 费 用 为 
1 二 二名 4+3+344+5=19 
在 这 个 届 子 中 ， 如 果 我 们 在 开始 的 第 一 步 中 ， 把 边 组 已 排列 改 为 
P={l, lss, ordins his ee} 
网 下 算 法 进行 下 去 所 得 的 最 短 生 成 树 如 图 12 一 33 所 未 ， 所 得 的 最 低 建 设 费用 也 是 19。 这 是 因 
为 眉 《1 ,6 》 和 奴 《2,6 ) 的 建设 费用 是 祖 等 的 。 


图 12 一 32 图 12 一 34 
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第 七 节 有 向 边 权 交 通 网 络 


当 - 个 边 权 交通 网 络 中 每 边 有 一 个 定向 表示 通过 边 芍 流量 只 党 规定 方向 时 ， 这 个 网 络 就 
叫做 有 向 边 权 交通 网 络 。 对 一 条 咯 径 了, , ,从 点 ;到 j 分 配 流量 ,时 ,除了 路 径 必 须 是 从 i 到]j 
的 一 条 有 向 路 径 外 ,其 它 是 与 无 向 边 权 交 通 网 络 一 样 的 。 同 样 ,对 一 个 有 向 边 权 交通 网 络 分 配 
流量 ;时 是 与 无 向 边 权 交 通 网 络 -一样 的 ， 礁 i 到 j 的 极限 负载 量 是 1 到 j 所 能 分 配 的 最 大 流 景 。 
我 们 应 该 注意 在 有 向 边 权 交通 网 络 中 ， 极 限 负载 量 ti; 不 一 定 等 于 极限 负载 量 t;;。 

为 了 讨论 有 向 边 权 交 通 网 络 的 特性 ， 这 里 提出 半截 割 的 术语 ， 它 的 定义 是 ， 

设 S,; 一 已 (六 x 克 )U 忌 ( 严 ,x 太 ) 是 一 个 有 出 外 中 的 一 个 截 逢 组 ,其 中 FE，7E 歼 ， ， 
那么 S,, 的 半截 害 S,, 和 S，: 是 

Sui=E(yY,xV,) (12—17) 
Si=E(Y, xy,) (12—18) 

注意 5;; 和 Sj; 是 些 边 不 共用 组 ， 而 且 
SS 一 Si 《12 一 19) 

象 在 无 向 边 权 交通 网 络 那样 ， 在 一 个 有 身边 权 交通 网 络 中 的 一 条 边 ， 如 果 它 的 边 流 景 等 
于 它 的 边 负载 量 ， 这 条 边 就 是 饱和 了 。 可 是 在 一 个 有 向 边 权 交通 网 络 中 ， 关 于 一 个 分 配 流量 
.的 一 个 基础 饱和 截 包 组 的 定义 是 与 无 铅 边 权 交 通 网 络 中 的 有 些 不 同 。 在 一 个 有 向 边 权 交 
通 阅 络 中 ， 如 果 截 割 组 S,; 的 半截 割 组 ;中 每 条 边 是 侈 和 的 ， 并 且 在 S,, 的 半截 制 *， 中 没有 
一 条 边 有 非 等 流量 的 话 ,那么 在 一 个 从 ;到 7 的 分 配 流量 wj; 条 件 下 ,这 个 截 制 组 S,; 是 一 个 基础 
饱和 容 割 组 。 

例如 ， 如 果 我 们 分 本 流量 %,; 如 狠 12 一 34 所 示 ， 那 么 在 截 制 组 Si 一 (a,B,c,ad) 中 各 边 
是 饱和 的 ， 可 是 ， 因 为 在 S.; 的 半截 出 5,; 和 sj; 是 

‘sii={a,b,d) 
Si 一 (ec) 
而 且 分 配给 边 c 的 非 零 流量 (cy， 所 以 S,, 不 是 一 个 基础 饱和 被 官 组 。 

当 我 们 分 配 流量 ;; 如 图 12 一 35 所 示 时 ， 截 割 组 S, 《a ,56,c,d) 变 成 一 个 基础 饱和 截 制 
组 。 有 了 这 些 定义 ， 我 们 可 以 提出 下 一 定理 12 一 4 。 


区 12 一 34 图 12~35 
定理 12 一 4， 当 且 仅 当 有 一 个 分 开 ; 和 了 的 基础 饱和 截 割 组 时 ， 分 配给 一 个 有 向 边 权 交 通 网 
络 的 流量 %,; 是 最 天 值 。 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 12 一 2 的 证 明正 好 相同 ， 只 不 过 我 们 用 有 向 边 权 交 通 网 络 的 一 些 
基 人 他 和 鹤 制 组 。 我 们 可 以 知道 对 于 分 配 最 大 流量 多 ,的 每 一 个 可 能 的 方法 ， 至 少 有 一 个 规 
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割 组 是 分 开 i 和 = 的 基础 饱和 鹤 割 组 。 这 个 蕉 割 组 叫做 极限 负载 量 ,的 对 应 截 制 组 。 
由 这 个 定理 12 一 4 我 们 得 男 一 个 定理 。 
定理 12 一 5， 极限 焦 载 量 二 ,等 工 
ti 三 mi (so,,) 1 30, ;的 半截 名 
SET 有 (12—20) 
询 12 一 3 ”在 图 12 一 36 中 的 有 向 当 仅 交通 网 络 人 中 ，{S 站) 包括 下 绚 分 开 ;和 7/ 的 规制 
组 ， 


这 些 蕉 市 组 的 半截 割 s，,; 是 
S11= (0, hy 


孵 Bi, = min{fU (so )} = min{5,4,5,9)=4 


另 一 方面 

i=(9), sa),={0), 
Ses =Af), £0 ,7 ,0) 本 2 
所 以 


fy,=min{U Gey} =iatl.2,2,4}=1 


第 八 节 损耗 边 权 交通 网 络 


有 帮 种 具体 系统 ， 不 是 所 有 的 流量 都 能 够 达到 它们 的 目的 地 的 。 一 个 原因 是 在 系统 中 可 
能 有 缺点 ， 姐 象 管道 中 的 瀑 讽 。 为 了 表达 这 些 系统 ， 我 从 定 ~- 个 栅 耗 有 向 边 权 交通 网 络 的 
等 一 条 边 有 一 个 边 效率 ceo， 其 中 0 所 ax 季 1 ,为 了 理 能 边 效率 ao 起 见 ,假设 边 e: 连 接 在 点 & 和 
久之 同 ， 它 的 定 宫 是 从 kJm。 趣 么 当 流 员 y 从 点 8 进入 e, 时 ， 通 过 e ,到 达 点 m 的 流量 是 2 ， 
所 以 流量 (1 一 Go》w 是 可 以 看 做 是 边 e, 中 损失 挤 的 。 

为 了 讨论 损 新 边 权 交通 网 络 的 特点 起 名 ,我们 对 半 礁 制 的 两 个 值 UCs Cc)J 和 UCstCa.)) 
定义 如 下 


ULrsreD= Pe, (12—2) 
2 

ULstee)]=— Daree {12—22) 
2 


式 中 x* 和 c。* 分 别 为 边 e。 的 边 效率 和 边 负 苇 量 。 
因为 流量 的 损失 发 生 在 边 中 ， 我 们 对 一 个 损 托 边 权 交 通 网 络 G 和 分配 流量 %, 如下， 设 
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忆 ，， 是 G 中 从 点 i 到 点 7 的 一 个 有 河 路 径 ， 它 的 行走 是 (eyese)。 那 么 分 本 一 个 流量 #.， 
给 路 径 P。 ,的 意思 是 对 这 es(p 一 1,2,…,m 的 边 流量 所 弄 加 流量 #"(e 为 


多 (eD 二 名， 
pe = te (en = (Cn) (12—23) 
有 一 个 条 件 就 是 %' es 必须 清 足 
节 es) Ec —w es) (12—24) 


其 中 yu(e 中 是 早先 分 配给 边 e: 的 流量,P 二 1,2,…,"。 因 此 分 配给 边 e, 的 总 流量 成 为 (es) 一 
Bol Er) 


设 P ,Psst …， Ps 是 G 中 从 点 :到 点 j 之 闻 所 有 可 能 的 有 向 略 径 。 逆 么 为 了 分 配 
这 个 总 流量 ;一 沁 ,,)， 我 们 可 以 分 别 给 忆 ,，,，Ps,，…， 卫 ,分 配 流 量 $,,，，;…， 


办。,,。 很 请 扑 ， 分 妮 给 G 的 任何 流量 ;1 可 以 分 散 成 另外 流量 。 所 以 我 们 可 以 证 明 我 们 能 名 
增 吉 从 ;到 了 的 流量 一 直到 有 一 个 分 开 点 i 和 点 j 的 基础 物 和 稚 制 组 为 止 。 

在 无 拆 边 权 交 通 网 络 的 情况 下 ， 当 我 们 有 一 个 基础 侈 和 截 宙 级 5,1 时 ， 流 量 四 ,; 总 是 最 大 
量 。 可 是 在 另 一 方面 ， 如 果 这 个 边 权 交通 网 络 是 有 损耗 的 ， 分 配 流量 %,， 即使 会 产生 一 个 基 
础 饱和 裁 制 组， 流量 可 能 不 是 最 大 量 。 这 可 以 从 下 面 的 催 子 中 容易 看 出 来 的 。 例 如 在 转 12 一 
37 申 所 承 的 捉 狐 边 权 交 通 岁 络 ， 其 中 每 条 边 旁 括 弧 中 的 第 一 个 数字 是 边 负 载 量 ， 而 第 二 个 数 
字 是 边 效率 。 劳 配 流量 如 图 所 示 ， 稚 制 级 5;; 一 (e) 成 为 一 个 基础 他 和 堆 铀 组 。 可 是 ， 因 为 从 
点 1 到 j 可 以 如 图 12 一 38 所 示 分 配 景 大 的 流量 ,所 以 进入 点 i 和 离开 点 j 的 流量 不 是 最 大 量 。 
a et 


B247 [SR e200 Yu=f 


图 12 一 38 


这 个 例子 表明 我 们 可 以 有 许多 方案 流量 .:， 当 分配 这 些 方案 流量 时 ， 我 们 一 定 会 有 些 
基础 他 和 玻 锅 组 S;: 的 。 而 且 当 分 了 流量 四:; 时 ， 进 入 点 i 的 流量 是 与 离开 点 j 的 流量 是 不 同 
的 。 所 以 捐 烽 边 权 交 适 网 络 的 极限 负载 量 的 定义 荐 与 那些 无 报 边 权 交 通 网 络 的 有 也 不 同 的 。 
现在 介绍 损 炸 边 权 交通 网 络 中 所 用 的 一 些 定义 如 下 。 

为 了 在 点 ;得 到 景 大 的 流量 起 见 ， 对 一 个 网 络 人 所 能 分 配 的 从 i 到 j 的 最 大 流量 叫做 源 
点 极限 负载 量 ， 敌 号 为 了 71。 当 分 写景 大 流量 ,了 时， 在 点 j 所 将 收 到 的 最 大 流量 叫做 收 点 极 
限 负载 量 ， 符 号 为 1。 

必须 注意 到 网 络 中 有 一 个 截 制 组 S,;。 当 分 配 任何 流量 ;, 宇 少 会 产生 一 个 基础 饱和 截 宴 
组 的 。 将 使 5;; 成 为 一 个 基础 饱和 诚 制 组 。 这 个 截 制 组 叫做 这 一 流量 的 对 应 截 制 组 。 因 为 当 
分 本 最 大 流量 ,; 时 ，S;; 显 狼 是 一 个 基础 他 和 被 制 组 ， 所 以 ,是 源 点 和 路 点 航 限 负载 著 7; 
和 + 的 对 应 截 制 组 。 有 了 这 个 定义 以 后 ， 我 们 有 下 面 另 一 定理 。 
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定理 12 一 16， 对 于 一 个 损耗 有 句 边 权 交 通 网 络 中 任何 点 i， j 和 R， 或 者 
jh (12—25) 


或 老 Fs (12—26) 
证 设 Si;= 吾 ( 玉 ,x 严 )U 殖 (大 x 严 ) 是 六 和 z/ 的 对 应 载 制 组 ,其 中 tE 区 。7E 太 ,。 再 


设 S4= 忆 (Fx,) UB x 六 ,是 ;的 一 个 对 应 截 割 组， 其 中 E76 访 ,。 


情 帝 一， 点 所 是 在 下 ,之 中 ， 根 据 jE 六 ,或 1E 玉 。， 又 有 两 重 情 况 。 
(一 ) 当 jE 也, 时 ， 或 者 iE 玉 ， 如 图 12 一 39 所 示 ， 对 于 最 大 流量 ,4s，S%y 和 5S, 一 定 


是 基础 饱和 截 贸 组 因此 
{12—27) 


Hit 
对 于 fE 六 ， 有 最 大 流量 ps 时 ，S,7 可 能 是 ， 也 可 能 不 是 一 个 基础 亿 和 蕉 割 组 。 四 此 


fts 


(12—28) 


图 12 一 3 


(二 ) 当 7E 玉 * 时 ， 展 形 要 肴 是 否 fE 太 或 ;E 严 而 定 ， 如 图 12 一 40 所 示 。 对 于 E 玉 。 
在 最 大 流量 名, 时，S 一 定 基 一 个 基础 伯 和 规制 组 ， 并 且 


i (12—29) 
对 于 iE 六 ,， 和 在 %。; 时 ，S; 不 一 定 是 一 个 基础 饱和 准 制 组 。 所 以 
ts 《12 一 30) 
站 人 
1 
2 上 < 
(YOO 
\ j 
~ 
thy 
图 12 一 40 


情况 二 点 是 在 大 之 中 。 我 们 只 需要 考 7 、 

谨 当 总 .C 扩 的 情形 。 因 此 j 六, 或 者 < 隐 。， 人 @) Co) 1 

假使 i€ 太 ,如 疼 12 一 所 扬 示 ,那么 在 Vi 时 ,5 \ J 
不 一 定 是 一 个 基础 饱和 截 割 组 因此 一 

rs (12—31) 
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如 果 jE 矿 ,， 在 ,4 时 ，S,i 一 定 是 一 个 基础 他 各 裁 制 组 。 因 此 


,= {12—32) 


在 这 -一 节 中 所 给 出 的 每 条 边 显然 也 适用 于 无 向 拆 耗 近 权 变通 网 络 。 可 是 ， 在 定义 方 奇 必 
颁 加 以 若干 丹 改 ， 例 如 ， 对 于 一 个 基 凯 志和 葵 制 组 就 应 予 愉 改 。 


习 题 


12 一 1 如 有 果 分 配给 图 12 一 42 网 络 的 流量 %,: 一 6， 试 进行 分 配 。 
12 一 2 如果 分 配给 图 12 一 43 网 终 的 流量 gj 一 7 ， 坛 进行 分 本 。 
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12 一 3 试 求 图 12 一 44 网 络 中 由 1 到 2 的 最 大 流量 风 ，。 
12 一 4 ” 斌 求 图 12 一 45 网 络 由 点 1 到 2 的 最 大 流量 区 >。 


网 12 一 14 


图 12 一 45 


12 一 5 有 一 个 铁路 过 输 网 络 如 图 12 一 季 所 示 ， 各 边 上 所 广 的 数字 为 该 边 的 极限 负 红 
量 。 发 由 4 站 到 吾 站 之 间 的 最 大 运输 量 。 

12 一 6 下 图 12 一 和? 中 点 1 为 大 区 中 心 司 ， 点 2 ,3 , 4 , 5， 和 分 别 为 省 属 ， 各 省 局 点 帝 
营 导 中 的 数字 为 各 局 的 话 务 量 ， 即 m==35，1ms 一 26，m, 二 50，ms 二 20， 各 边 上 所 注 的 数字 


为 里 程 ， 这 个 系统 中 丰 两 个 约 
东 ， 即 杂 =60 和 天 一 3。 求 这 系 
统 的 谨 化 约束 醋 。 

12 一 ?7 ”有 一 地 区 阶 近 城市 
共有 6 个 发 电厂 。 为 了 互相 支援 
电力 洪 应 ， 拟 将 这 些 发 电厂 之 间 
建成 一 个 供电 网 。 设 务 厂 之 间 输 
吃 线 的 建设 费用 如 图 12 一 48 所 
示 。 试 问 这 个 供 外 网 应 怎样 连通 
法 ， 使 供电 网 的 建设 费用 最 为 经 
济 ? 
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第 十 三 章 ”点 权 交 通 网 络 
第 一 节 无 向 点 权 交通 网 络 的 流量 


在 铁路 运输 网 络 中 ， 不 公有 乘 降 旅客 的 客运 站 和 装饰 货 物 的 货运 站 ， 还 丰 甫 体 和 编组 列 
车 的 编组 站 和 区 有 段 站 。 一 般 地 讲 ， 铁 路 运输 网 络 中 的 运 量 ， 常 常 受到 区 间 副 过 能 力 的 黑 制 。 
就 是 受 每 尽 夜 所 能 各 过 的 列车 对 数 的 限制 。 上 一 章 中 所 讲 的 边 负 载 量 和 极限 负载 量 就 是 指 区 
间 的 通过 能 力 。 

但 是 在 忽 路 运输 网 络 中 也 常常 有 这 样 的 现 蒙 ， 区 问 通过 能 力 能 够 清 足 运 量 的 要 求 ， 而 列 
车 或 车 辆 受阻 于 某 一 个 或 菜 些 编组 站 或 区 段 站 中 。 这 是 因为 每 一 列 贷 车 记 运 送 的 货物 往往 不 
是 专 为 发 往 某 一 站 或 某 一 地 点 的 ， 而 需要 在 中 泛 某 些 站 将 货物 列车 解体 后 再 重新 编组 成 发 往 
不 同方 向 的 货物 列车 ， 这 就 是 编组 妆 或 区 段 站 的 解体 作业 。 记 以 一 个 车 关 的 通过 和 能力， 尤其 
是 编组 站 和 区 段 站 的 通过 能 力 ， 就 指 每 县 夜 通过 这 个 站 的 列车 数 或 车 辆 数 。 铁 路 运输 的 运 量 
在 很 大 程度 上 受 着 编组 站 或 区 段 站 编 解 能 力 的 限制 。 

当 铁路 适 疮 网络 用 一 个 线 些 图 来 代表 时 ， 非 但 每 条 边 有 一 个 负载 量 ， 而 且 每 个 点 也 有 一 
个 负载 量 ， 后 者 叫做 点 负载 量 ， 表 示 通 过 点 的 流量 的 上 跟 。 这 样 一 个 线性 图 时 做 一 个 点 权 交 
通 网 络 ， 在 一 个 点 权 交 通 网 络 中 的 每 条 边 表示 两 站 之 间 的 传输 线 。 如 果 这 些 边 是 无 向 的 ， 流 
基 可 以 治 任 何方 疝 通 过 这 些 边 的 。 当 叶 有 边 都 是 无 沿 时 ， 这 个 网 络 就 叫做 无 向 点 权 交 通 网 
络 。 图 13 一 1 是 一 个 无 向 点 权 交 通 网 络 的 一 个 例 于 ， 每 个 点 的 点 皇 载 量 表 明 于 每 个 括 就 中 。 

在 通信 网 络 中 也 是 这 样 ， 不 仅 有 边 权 的 问题 ， 如 上 一 章 亡 讲 的 ， 也 有 点 权 的 问题 。 

例如 在 一 个 由 型 数据 通信 系统 的 一 个 站 2 中， 每 一 个 站 有 有 许多 输入 和 输出 端 机 的 。 当 站 
ZZ 的 输入 端 机 处 有 蔡 干 数据 进入 时 ， 这 些 端 册 适 当地 收集 这 些 数据 。 和 如果 数 声 是 编码 的 ， 它 
们 可 能 在 站 Z 中 译 码 ， 然 后 把 这 些 数据 加 以 变更 。 讽 如 ， 恕 果 站 Z 是 一 个 中 间 站 ， 它 可 以 坦 
供 外 加 信息 ， 而 且 某 一 个 进入 数据 在 送 到 另外 一 个 站 去 之 前 需要 这 样 的 外 加 信息 ， 那 么 所 需 
要 的 信息 就 在 站 Z 播 入 数据 中 , 当 一 些 数据 的 月 的 地 不 同时 ,它们 就 分 或 若干 组 ， 这 样 使 得 在 
一 组 中 的 数据 可 以 发 送 到 站 己 的 同一 榕 出 总 机 中 去 。 如 果 需 要 的 话 ， 这 些 数据 加 以 编码 暂时 
存储 在 站 Z 中 等 待 有 机 会 发 送 到 次 站 去 。 

莹 在 第 十 二 章 中 所 讨论 过 的 边 权 交通 网 络 一 样 ， 一 个 流量 是 双 过 一 条 有 跟 径 来 分 配 的 。 就 
是 说 ， 如 果 对 于 一 条 路 径 P,; 中 的 所 有 点 ， 一 个 流量 ,; 能 满足 下 而 关系 

SC 一 me) (13—1) 

其 中 办 ,<v》 是 早已 分 配给 点 v 的 流量 ， 那 么 我 们 可 记分 配给 了 ,从 1 到 j 这 个 流量 %ie 例如 
我 们 可 以 如 下 分 配给 图 13 一 1 中 的 点 权 交 通 网 络 流量 %,;。 

首先 ， 我 们 对 路 径 已， = (ei,e4,ee,es) 分 配 交 ,二 1。 因为 


1 min{es, ,ca cs, cs} 


式 中 :是 点 ;的 点 负载 量 ，c。 是 点 的 点 灸 载 量 等 等 ， 所 以 这 个 流量 y，， 是 可 行 的 。 当 我 们 分 
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配 y,, 时 ， 我 们 有 
Bol =p a) 二 和 go) = = = 1 
而 
potby=0 
其 次 ， 我 们 对 路 径 卫 , ,一 (ee,er,24) 分 本 ;一 1。 因为 
1 mir{er— poi), cs—potb), ca—puld), 07—p, (NY 


图 113 一 图 13 一 2 


所 以 这 也 是 可 行 的 ， 绪 果 如 图 13 一 2 记 示 。 我 们 可 以 看 出 从 i 到 /不 能 再 分 配 流量 了 ， 记 以 
所 能 分 配 的 总 流量 为 2 。 如 时 我 们 另行 作 不 同 的 分 配 ， 我 们 可 以 增 总 流量 为 3， 分配 法 如 图 
13 一 3 所 示 

在 边 权 交通 网 络 中 ， 如 果 我 们 知道 截 害 组， 我们 就 可 以 计算 服 大 流量 。 同 样 在 点 权 交 通 
网 络 中 ， 和 如果 我 们 知道 点 截 希 ， 我 们 可 以 确定 
最 大 流量 。 为 了 对 点 戴 制 下 定义 ， 我 们 就 必须 
先 解释 从 一 个 线性 图 中 删除 一 些 点 的 意义 。 


f ef 
全 


13—4 


设 玉 是 一 个 线性 图 GG 中 的 一 个 点 组 ， 所 谓 在 六 中 阐 除 所 有 点 就 是 说 从 GG 中 删除 在 广 中 的 
所 有 虑 ， 并 且 旺 除 基 联 到 这 些 点 的 所 有 边 。 例 如 ， 如 果 我 们 从 图 13 一 1 的 线性 图 中 出 除 点 = 
和 qd， 结果 图 就 不 再 有 点 0 和 d 外 ， 也 不 再 有 边 e, ea, esyes,er 和 es 了 ， 象 图 13 一 4 所 示 。 

现在 对 点 截 荐 下 定义， 假 合 在 一 个 线性 图 中 从 点 i 到 点 至少 有 一 条 有 路径， 那么 分 开 i 
和 j 的 一 个 点 截 割 是 一 个 最 小 点 组 ,从 这 个 点 组 中 删除 所 有 点 就 破坏 了 从 i 到 了 的 所 有 路 径 。 
如 时 圳 除 那些 点 后 的 结果 图 不 再 会 有 :或 i， 蛙 么 在 1 和 了 之 疝 的 所 有 了 路径 就 都 被 破 汶 了 。 

从 加 13 一 1 的 线性 图 为 例 ， 点 组 (4c ，d，f) 不 是 一 个 分 开 i 和 j 的 最 小 点 组 ， 也 就 
不 是 一 个 分 并 i 和 j 的 点 裁 制 ， 这 是 因为 具 要 删除 点 4 和 < 就 将 破坏 1 和 7 之 间 的 所 有 路 
径 。 可 是 只 删除 点 = 或 df 《但 不 是 和 < 两 者 》 不 能 破坏 i 和 j 之 问 的 所 有 了 路径 。 所 以 点 组 
《0o，d) 是 分 开 和/ 的 一 个 点 截 制 ， 删 除 (2，d》 的 结果 见 图 13 一 4 。 在 图 13 一 1 中 
分 开 i 和 ,7 的 所 有 点 截 市 是 (1 和 (7) ， (ab 和 (ad) 。 
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为 了 研究 一 个 点 权 交 通 网 络 中 的 最 大 流量 ， 我 们 先 要 对 一 个 饱和 点 截 制 下 定义 。 

当 分 配给 一 个 点 的 一 个 流 攻 等 于 这 个 点 的 点 负载 量 时 ， 这 个 点 就 物 和 了 。 如 果 在 一 个 成 
截 若 的 点 组 中 的 所 有 点 部 包 和 了 ， 这 个 点 截 割 就 思 敌 饱和 点 截 出 。 

作为 一 个 侈 和 点 区 讲 子 ， 我 们 可 以 观察 在 到 13 一 2 条 折 分 配 的 一 个 流量 。 因 为 分 配给 总 
c 的 一 个 流量 为 1， 而 点 e 的 点 负载 量 为 1 ， 所 以 点 z 是 饱和 了 。 注 意 ， 如 果 一 个 点 移 稻 
了 ， 我 们 就 不 能 再 分 型 任何 流 经 这 个 点 的 流量 了 。 在 这 同一 图 中 ， 点 截 割 《2 ，d) 和 (4， 
5 ， 了 ) 是 伯 和 的 ， 可 是 ， 我 们 可 以 看 出 在 一 个 指定 流量 的 情况 下 在 在 着 饱和 点 截 镶 并 不 者 
明 这 个 网 络 有 了 最 大 说 量 了 。 在 另 一 方面 ， 如 困 有 一 个 分 开 i 和 /的 饱和 点 蕉 出 ,我 们 就 不 
能 再 从 i 到 /分 配 另 外 流量 了 。 
定理 13 一 1 ， 当 分 本 一 个 从 i 到 的 流量 ¥#,; 时 ， 邵 困 有 一 个 分 开 :和 ;的 饱和 点 截 因 的 话 ， 
那么 从 ; 到 了 就 不 能 再 分 配 另 外 《〈 非 零 ) 流量 。 

证 ， 因 为 任何 从 1 到 了 的 路 径 将 经 过 分 开 守 和 /7 的 点 规制 中 的 一 个 点 ， 并 且 因为 在 点 截 
荐 中 所 有 点 是 鸳 和 的 。 这 就 明显 地 不 能 再 分 配 从 i 到 7 的 男 外 流量 了 .上 

与 边 权 交通 阿 络 中 的 基 列 饱和 戴 割 组 相似 ， 在 点 权 交 通 网 络 中 ， 我 们 对 基础 饮 和 点 截 寡 
下 定义 如 下 : 

一 个 分 开 i 和 的 饱和 点 截 割 在 分 配 一 个 流量 时 点 裁 虽 是 愧 和 了 。 如 果 从 i 到 i 的 每 一 
条 路 径 当 分 配 一 个 非 零 流量 时 ， 确 实 具 有 一 个 点 在 这 个 点 截 害 的话， 那么 这 个 饱和 点 截 羯 就 
叫做 基础 饱和 点 裁 制 

情 如 ， 在 图 13 一 2 中 ， 分 配 流量 如 虚线 所 示 。 组 《a ，d) 虽然 是 一 个 虱 禄 点 截 制 ， 但 
却 不 是 一 个 基础 饱和 点 窜 字 。 这 是 因为 当 一 个 非 零 流量 ¥，, ,分 配给 一 条 路 径 《e1，e4， 5s 
es) 时 ， 这 个 流量 通过 两 个 点 2 和 a 的 。 在 图 13 一 3 的 流量 分 配 中 ， 因 为 ,和 ,只 通过 
组 《4a，d》 中 的 一 个 点 ， 所 以 《4 ，d 》 是 一 个 基础 饱和 点 献 制 。 同 样 ， 在 图 13 一 3 中 ， 
组 (a，b，f) 岂 是 一 个 基础 掀 和 点 裁 制 。 有 了 这 个 定义 ， 我们 有 下 看 一 个 重要 定理 。 
定理 18 一 2 ， 对 于 一 个 无 向 点 权 交 通 网 络 ， 当 且 公 当 分 开 i 和 j 有 一 个 基础 饱和 点 截 制 时 
从 i 到 j 的 流量 是 最 大 值 。 

在 延明 这 个 定理 以 前 ， 让 我 们 先 学 习 一 个 
辅助 定理 。 
辅助 定理 13 一 1 ， 设 大 ,入 ,是 分 开 点 i 和 点 7 
的 两 个 点 截 割 。 设 g: 是 含有 点 7 的 一 个 部 分 外 是 
删除 矿 , 中 折 有 点 后 所 得 到 余 留 下 来 的 子 图 。 
注意 g, 和 gs 可 能 只 包括 一 些 点 。 如 果 扩 , 合 有 EE 
和 g: 两 者 中 共有 的 一 些 点 时 ， 那 么 就 有 一 个 分 
开 i 和 和 i 的 点 裁 制 玉 ， 这 祥 使 FCWVJUHW,， 并 
且 Y 不 含有 gi 中 任何 点 。 

证 ， 在 图 13 一 5 中 的 线性 图 中 ， 图 中 所 有 
各 点 是 在 点 不 共用 组 这 Ys， V3， ss 图 13 一 5 
4， 和 E 
请 5。 注意 E: 和 包括 天 3:， 玉 ， 和 -As 中 所 有 各 点 及 及 连接 这 些 点 之 间 的 所 有 边 。 也 要 注意 到 在 图 
13 一 5 中 的 线性 图 是 够 一 般 性 的 。 足 以 用 来 证 明 这 个 担 助 定理 的 。 

内 为 jE g2，j 可 以 在 矿 ,, 中 ， 也 可 以 在 矿 ,中 ， 当 jE 时， 组 4U 4s Vi 清楚 地 含 
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有 分 开 i 和 j 岂 经 求 的 点 截 制 。 闷 样 ， 当 7EV5z 时 组 4s UV UV 。 合 有 分 开 i 和 i 所 要 求 的 点 截 
割 烛 

设 环 * 是 分 开 ; 和 7 的 一 个 侈 和 点 截 制 ,g* 是 含有 点 7 的 一 个 部 分 ,和 g, 是 删除 友 , 中 所 有 点 后 
所 得 到 的 余 留 下 来 的 子 图 。 如 果 没 有 其 它 分 开 : 和 和 7 的 饱和 点 裁 割 含有 g: 中 一 些 点 ， 那 么 了 多。 
就 叫做 最 接近 点 f 的 亿 和 点 截 制 。 

在 图 13 一 2 中 ， 因 为 没有 其 它 分 开 i 和 1 的 饱和 点 截 审 含有 点 ， 点 截 才 (ca ，d 》 是 
最 接近 点 i 的 饱和 点 鹤 制 。 注 意 在 这 种 情况 的 g, 包 括 一 个 点 ， 那 航 是 i。 再 注意 这 样 一 个 点 
截 割 的 存在 可 由 辅助 定理 13 一 1 所 保证 。 

有 了 最 接近 某 点 的 饱和 点 截 割 的 定义 ， 我 们 可 以 证 明定 理 13 一 2 如 床 ， 如 果 没 有 分 开 i 
和 /的 饱和 点 鹤 荐 ， 我 们 就 可 以 从 1 到 ) 再 分 配 男 外 流量 。 因 为 如 果 对 一 个 无 向 点 权 交 通 网 
络 CG 已 经 分 配 过 从 i 到 j 的 景 大 流量 ， 我 们 可 以 假定 分 开 ;和 了 的 至 少 有 一 个 饱和 点 截 割 。 

假使 分 开 i 和 了 的 有 个 饱和 点 截 制 ， 但 是 没有 一 个 是 基础 侈 和 点 截 害 。 设 丈 。 是 最 接 
近 点 /的 饱和 点 截 割 如 图 13 一 6 所 示 。 因 为 矿 , 不 是 一 个 基础 饱和 点 截 割 ， 就 有 一 条 从 1 到 了 
的 路 径 ， 它 通过 矿 。 中 不 止 一 个 点 ， 对 这 点 路 径 已 经 分 配 过 一 个 非 零 流量 区 ，, 设 这 条 路 径 为 
己 ， 它 通过 环 , 中 的 第 一 个 虑 是 "加 图 13 一 6 所 示 ， 那 么 从 v1. 到 i 只 通过 g; 中 的 一 些 点 的 有 一 
条 路 径 卫 ,， 对 这 条 路 答 可 以 分 配 一 个 从 v, 到 i 的 非 零 流 量 。 设 从 i 到 7 由 路 径 呈 ,和 从 i 到 v, 的 
路 径 忆 中 一 部 分 所 组 成 的 路 径 为 已 :把 分 配 过 给 忆 的 流量 改 变 为 -6 而 把 某 些 非 零 5 分 
配给 P ,那么 我 们 仍 能 保持 从 i 到 i 的 同样 流量 。 可 是 因为 在 矿 。 中 至 少 有 一 个 点 的 流量 减少 
了 6， 所 以 WV, 不 再 是 饱和 的 了 。 因 此 改变 从 i 到 ;的 流量 分 配 后 ， 饱 和 点 专制 数 就 站 少 了 ， 并 
且 只 能 产生 基础 饱和 点 截 制 。 在 分 开 i 和 上 的 
点 截 出 中 至 少 有 一 个 饱和 点 规制 ， 但 是 没有 基 
础 侈 和 点 截 割 的 情况 下 ， 这 是 可 能 的 。 因 此 我 
们 可 以 把 饱和 点 截 审 数 R 减 少 到 零 。 因 为 当 没 
有 分 开 上 和 的 饱和 茂 币 时， 我们 可 以 分 配 另 
外 流量 。 所 以 分 配 的 流量 不 能 是 最 大 量 。 这 是 
一 个 矛盾 。 因 此 至 少 右 一 个 分 开 i 和 j 的 基础 
饱和 截 荐 。 

定理 13 一 2 的 逆 定 理 也 是 正确 的 。 即 对 子 
一 全 元 铅 点 权 交 通 网 络 ， 如 果 从 工 到 了 的 流量 
是 最 大 量 ， 那 么 至 少 有 一 个 分 开 i 和 i 的 基础 饱和 点 截 割 。 

我 们 用 符号 避 ( 丈 ,) 表 示 在 组 环 ,中 所 有 点 的 点 负载 量 之 和 ， 这 叫做 组 标的 值 。 如 图 13 一 
1 中 点 组 (a ，d) 的 值 U (a,d)=1+2=3。 

当 从 i 到 7 分配 有 最 大 流量 时 ， 根 据 定理 13 一 2 就 有 一 个 分 开 i 和 的 基础 饱和 点 截 
割 。 每 一 个 从 i 到 /分配 有 一 个 非 零 流量 以 得 到 总 的 最 大 流量 的 路 径 ， 根 据 定义 ， 只 通过 一 
个 基础 饱和 点 截 割 中 的 一 个 点 。 所 以 ， 如 果 夯 ,是 分 开 i 旬 i 的 一 个 基础 饱和 点 截 害 ， 那 么 久 ， 
值 一 定 等 于 从 i 到 7 的 最 大 流量 。 正 象 在 边 术 交通 网 络 中 的 情况 那样 ， 如 果 我 们 用 一 个 极限 
负载 量 t,/ 来 表示 从 i 到 j 的 最 大 流量 ， 我 们 有 

fi1= U OV) 《13 一 2 》 
设 4 本 } 是 分 开 守 和 上 的 所 有 疝 能 的 点 截 割 ， 那 么 我 们 可 以 知道 对 于 在 { 环 } 中 每 一 个 砚 ， 
UY) EU WW) (13 一 3》 


定理 15 一 3: 对 于 一 个 无 向 点 权 交 通 网 络 ， 从 i 到 7 的 极 腿 负载 量 上 ,等于 
ty=mint HY) WE AWNY] (13— 4) 
注意 这 个 定理 与 定理 12 一 3 之 闻 的 相似 性 。 
俩 13 一 1 在 图 13 一 1 中 区 无 向 点 权 实 通 网 络 G 中 ， 分 开 i 和 j 的 所 有 己 能 点 的 枯草 
人 Ci) (C7) ，(o， 5b，7) 和 《a，d) ， 这些 点 截 制 的 值 是 
Ji 一 二 
J(i)=5 
U(Ca sr 一 3 
Uo ,0)=3 
因此 从 ;到 j 的 极限 负载 量 :,, 是 
t=min{4,5,3,3}=3 
当 考 虑 从 i 到 d 的 最 大 流量 时 ， 我 们 分 开 i 和 网 计 有 可 能 的 点 戴 制 ， 它 们 是 (1) ， 
fd) ，(Ca，b，f) 和 (5，，j)。 所 以 及 :到 dd 的 角 限 负载 症 为 


fia=min{4,2,3,7}=2 


第 二 节 有 向 点 权 交 通 网 络 


当 一 个 点 权 交 通 网 络 换 每 一 条 边 都 是 定向 的 ， 这 个 网 络 叫 做 有 向 点 科 交 通 网 络 。 鲁 如 网 
13 一 7 中 的 网 络 是 一 个 有 疝 点 权 交 通 网 络 ， 每 条 边 所 指 的 定向 是 这 条 边 所 能 输送 的 流量 方 
向 。 所 以 为 了 分 配 一 个 共 了 到 了 的 流量 ， 我 们 必须 分 配 一 个 从 ; 到 铅 着 一 个 有 咎 路 径 的 流 
量 。 交 如 我 们 可 以 对 图 13--? 中 的 网 络 如 下 分 配 流量 风 ,= 3。 对 一 条 有 向 路 径 P1 二 (e162)， 
我 们 分 瑟 广 量 %，，, = 1 。 因 为 

1 Smin{e,, cue)} 
所 以 这 是 多 许 的 。 表 对 一 条 有 向 路 径 卫 ,一 (el es;es) 分 配 流量 ,一 1。 因 为 
lmin{e -P(e Po ,ca —potd), cs —p i) 

其 中 由 二 1， == 0 = 0 二 1 0 一 44.061 二 1,64 二 2,61==5， 这 岂 
是 可 行 的 ， 最 后 对 一 条 有 向 路 径 Ps= Les, es,0s) 分 更 流量 加 一 工 ， 如 图 13 一 8 所 示 。 


a 


OD 
与 


NO 


Er 全 
图 13 一 了 医 13 一 8 


对 于 有 向 点 权 交 通 网 络 ， 从 拓扑 学 的 角度 来 求 取 最 天 流量 要 应 用 到 点 半 蕉 制 而 不 是 点 城 
荐 。 
所 谓 从 ， 到 7 的 点 半 裁 害 是 一 个 最 小 的 点 组 ， 删 除了 这 个 组 中 的 所 有 点 蕉 坏 了 从 ;到 1/ 
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的 所 有 有 向 路 径 。 如 果 删 除 郑 些 点 后 的 结果 图 不 含有 点 i 或 点 i ， 这 就 是 破坏 了 从 到 站 的 
所 有 有 向 路 径 。 

例如 ， 图 13 一 7 中 的 有 向 点 私交 通 网 络 中 的 点 级 《o ，d ) 是 一 个 从 ;到 了 的 点 半 裁 
割 ， 也 是 一 个 分 开 i 和 j 的 点 截 制 。 设 $=E(V 1x 广 !)U E( 六 , x 信 ,》 是 分 开 i 和 j 的 截 制 组 , 其 
中 iEV,， 那 么 5 可 以 分 解 成 两 个 半截 羊 s:; 和 sj; 


su=E(V x) (13—5) 

si,=E(V ,xV,) (13—6) 
它们 有 下 列 特性 ， 

siifNsi=$ {13—7) 


可 是 点 半截 割 可 能 没有 这 样 一 个 特性 。 例 如 图 13 一 7 中 的 有 向 点 权 交 通 网 络 中 的 点 组 《0 ， 
dd) 是 分 开 主 和 /的 一 个 点 截 割 。 子 组 (a ) 是 从 了 到 让 的 一 个 点 半截 制 ， 可 是 子 组 〈d ) 
却 不 是 其 i 到 j 的 一 个 点 半截 制 。 从 广 到 的 一 个 点 半截 割 ， 即 级 《4 ，d ) 的 一 个 子 组 是 
(a ，d) 本 身 。 因 此 这 两 个 点 半截 制 有 一 个 共同 点 。 
有 了 点 半截 制 的 定义 后 ， 我 们 有 下 面 一 条 与 定理 12 一 5 相 类 似 的 定理 。 
定理 13 一 4， 在 一 个 有 向 点 权 交 通 网 络 中 ， 从 i 到 了 的 一 个 极限 负载 量 1;; 等 于 
ti=min{U (wi7)} (13—8) 
其 中 {U0 (ws7)} 是 从 i 到 i 所 有 点 半截 制 值 的 焦 体 。 注 意 t ;等 于 从 i 到 j 的 最 大 流量 ， 而 点 半截 
出 值 是 点 半截 割 中 所 有 点 的 点 负载 量 之 和 。 
例 13 一 2 ”在 图 13 一 9 中 有 一 个 有 向 点 权 交 通 网 络 。 为 了 求 取 从 ;到 i 的 极限 负载 旱 # ,1， 
首先 我 们 确定 从 i 到 j 的 所 有 点 半截 割 ，(i2) ， 《4a,c) ， (bc) ， (48,d) 和 (j)。 这 些 
半截 割 的 值 是 
UC(i)=4 
U(a,c}=4 
U(s,c)=5 
Utb,.d}=3 
U(i)=5 

所 外 根 据 定 理 13 一 4 极限 负载 量 !, ,为 

tii=min{4,4,5,3,5} =3 

为 了 求 取 从 i 到 i 的 极限 负载 量 ts,， 我 们 先 确定 从 i 到 i 的 所 有 点 半截 割 为 {( 站 ，(5,4), (a)， 

(站 } 那 么 如 为 
t=min{U (DY Bb ad) UC UW}=min{5,3,1,4}=1 


图 13 一 9 


第 三 节点 截 割 和 点 半截 制 的 产生 


在 上 面 几 节 中 我 们 已 经 早 到 分 开 i 和 i 的 点 截 制 和 从 i 到 j 的 点 半截 割 是 点 权 交 通 网 络 
中 的 重要 点 组 ， 沁 其 当 我 们 需要 求 取 从 i 到 的 极限 负载 时 ， 对 于 知道 无 向 点 权 交 通 网 络 中 
分 开 i 和 二 的 所 有 点 截 制 和 有 向 点 权 交 通 网 络 中 从 i 到 的 所 有 点 半截 制 是 有 必要 的 。 所 以 
为 了 求 取 点 权 交 通 网 络 的 极限 负载 量 ， 我 们 要 研究 产生 点 截 制 和 点 半截 割 的 方法 。 首 先 让 我 
们 复习 一 下 如 何 产生 分 开 ; 和 j 的 所 有 截 制 组 的 。 

从 第 四 章 的 第 五 节 中 我 们 已 经 学 过 所 有 截 割 组 ， 截 制 组 的 边 不 共用 并 集 ， 以 及 空 经 ， 通 
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过 环 和 运算 是 一 个 河 贝 耳 群 。 所 以 我 们 可 以 用 已 知 的 生成 元 来 产生 所 有 算 割 组， 而 且 ， 如 时 
我 们 把 截 制 组 和 截 割 组 的 边 不 共用 并 集 分 为 两 组 , 即 {5 Ci, 站} 和 {SCij，)}， 其 中 {SCi, 站 } 
包括 (1) 分 开 i 和 j 的 所 有 截 制 组 ， 和 (2) 含 有 分开: 和 1 的 奇数 城市 组 的 一 些 截 市 组 
的 边 不 共用 并 集 ， 而 tS (i7， )} 包 括 不 属于 {SGi, 门 } 的 所 有 截 关 组 和 截 钊 组 的 边 不 共用 并 
集 ， 那 么 我 们 有 

《一 ) 如 果 S 和 Ss 在 {SCG, 门 ) 之 中 ， 那 么 S$; 忽 5, 是 在 {5(if， } 之 中 。 

(二 如果 S1 和 .5 在 {SCG7， 站 } 之 中 ， 那 么 S$1 包 Si 是 在 {St 全， ) 之 中 ， 

(三 ) 如 果 S ,在 {S (Gi, 人力 } 之 中 而 5, 在 {SGCij,)} 之 中 ， 那 么 S51 四 S$: 是 在 {5 人, 让 } 之 中 。 

有 了 这 些 特 福 ， 奶 果 我 们 有 一 组 生成 元 ， 而 且 知 道 娜 些 生 成 元 是 分 开 i 和 7 的， 我们 就 
能 从 这 些 生成 元 中 产生 分 开 和 /7 的 截 审 组。 特别 是 如 果 我 们 选择 一 组 生成 元 So，3S，m…， 
人 S。《m 二 2 一 二 丸 】， 其 中 只 有 So 分 天 i 和 /的 那么 我 们 知道 所 有 分 开 i 利 i 的 规制 组 是 
在 集体 


{SN }={5,BIxSr E15 (13— 9 
之 中 ， 其 中 {5S } 包 括 空 组 ， 截 制 组 Si，Ss-,+，S。 以 及 由 5,，S;，… ,5S, 的 所 有 可 能 组 合 的 
环 和 所 得 到 的 那些 组 。 而 且 如 时 在 集 必 {56Sx|Sx 三 和 5 站 } 之 中 的 5, 不 是 一 全 着 制 组 ， 那 
么 在 这 同一 集体 中 另 有 一 个 S8，3 .二 S。( 即 SCS.) 。 因 此 在 边 权 交通 网 络 情 祝 下 ， 极 限 
负载 量 等 于 
1 =mia{U (SDI ES 入 (13—10) 

不 幸 的 是 分 开 i 和 7 的 点 截 制 集体 没有 这 些 好 的 特性 。 所 以 产生 分 开 i 和 7 的 所 有 点 截 
割 不 每 分 开 i 和 ji 的 所 有 截 割 组 那样 简单 。 可 是 ， 由 于 下 而 几 条 定理 所 给 出 的 一 些 特性 ， 我 
们 可 以 用 产生 分 开 i 和 /的 城市 组 的 方法 来 得到 分 开 ; 和 了 的 所 有 点 裁 制 。 
定理 13 一 5 : 对 于 一 个 点 权 交 通 网 络 @， 设 丈 是 分 开 1 和 的 一 个 点 截 制 ， 和 g, 和 g; 是 从 C 
中 删除 杯 中 所 有 点 后 所 得 到 的 两 个 部 分 。 设 阶 当 环 = ( 门 外 ， 点 了 是 在 gs 之 中 , 那么 gx 是 一 个 
零 图 〈 它 不 会 点 ) 。 因 此 如 果 矿 (gs) 去 四， 那么 EC xV(g,)] 是 分 开 二 和 j 的 一 个 截 彰 组 ， 
其 中 秋 (g2) 是 g: 中 的 所 有 点 的 点 组 。 

证 ， 从 点 截 割 的 定义 可 条， 从 工 到 了 的 每 条 路 径 一 定 通过 点 哉 制 不 中 至 少 一 个 虑 的 。 因 
为 E[EWV x 六 (gs)] 中 的 每 一 条 边 是 关联 到 矿 中 的 一 个 点 ， 从 i 到 的 每 一 条 路 径 一 定 含有 五 
CY x (g:)] 中 至 少 一 条 边 。 所 以 从 一 个 网 络 中 删除 ECJV x 天 (gs)] 中 所 有 边 将 玻 坏 从 ;到 了 
的 所 有 申 径 。 因 此 EC x VCg,)] 含 有 从 i 到 ji 的 一 个 戴 害 组 。 设 g1 和 gf 是 从 图 中 弄 除 已 
[C87 x VY《g4)] 中 所 有 边 后 所 得 到 的 两 个 于 图 。， 并 且 8f 是 一 个 含有 点 了 的 部 分 。 可 以 看 出 gf 和 
名 是 一 样 的 ， 两 且 信 (80) 过 C8) UJ 阳 ,所 以 gi 包括 这 (gi) U 玉 中 两 点 之 间 所 连接 的 那些 边 。 
现在 g' 一 定 是 连通 的 ， 向 则 就 会 在 矿 中 至 少 有 一 个 点 使 所 有 从 5 到 j 的 路 径 都 不 通过 这 个 
点 。 这 是 与 到 是 一 个 分 开工 和 了 的 点 截 拓 的 假设 相 矛 慎 的 。 因 为 有 [于 x 太 (g:) 是 一 个 连接 
名 和 弛 的 边 组 ， 所 有 到 [矿产 (gs 是 一 个 最 小 边 组 ， 册 除了 这 个 边 组 中 所 有 边 后 使 得 一 个 
连通 图 分 并 了 。 因 此 EE x 广 (gw) -是 分 开 i 和 /的 一 个 截 逢 级 。 和 

例如 ， 在 图 13 一 LU 《a ) 中 有 一 个 点 权 交 通 网 络 。 对 于 一 个 分 形 i 和 j 的 点 鸡 抽 (ay 

。 删 除 这 个 点 截 贡 《c ，5b》 后 所 得 到 的 商 个 部 分 z, 和 g: 如 图 13 一 10《 8》 所 示 。 所 以 
pe cd.i), Ey xV(g) -=(e,，ec，es) 是 分 开 i 和 j/ 的 一 个 截 客 组 .对 于 一 
个 所 截 制 《a ，d) 而 言 , VY (82) 一 (a,5,c,d,1), 和 EE xV(gj);=(e1，ey}， 这 
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也 是 一 个 分 开 和 j 的 截 制 组 。 

根据 定理 13 一 5 除 点 截 制 矿 = (7 ) 外 ， 我 们 可 以 从 每 个 矿 得 到 一 个 裁 制 组 ECV x 
(gw) 7。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 称 截 全 组 巨 [不 x 这 Cg2) 为 点 截 夺 了 的 对 应 截 制 组 ， 其 中 g 是 副 
除了 琴 中 所 有 点 后 所 得 到 的 一 个 含有 点 7 的 部 分 。 


一 、 
人 
a Ee & 上 ~ 
@& Pa 上 ~ 
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图 13 一 10 


我 们 想 知 道 是 否 任何 一 个 分 开 字 和 了 的 截 制 组 S 就 有 一 个 分 开 和 j 的 点 裁 制 , 而 S 成 
为 这 个 点 截 割 的 对 应 截 包 组。 答案 是 “ 否 ”。 作 为 一 个 例子 ， 在 图 13 一 5《a) 中 SS 一 《es 
ec-，eu，es) 是 分 开 1 和 i 的 一 个 截 名 组 ,但 是 没有 一 个 分 天 i 和 i 的 点 鹤 割 ， 它 的 对 应 截 
制 组 是 S 。 
定理 15 一 6， 假设 S 是 一 个 连通 图 G 中 分 开 i 和 j 的 一 个 截 市 组 。 设 E, 和 g: 是 S 的 对 应 子 图 

(就 是 g, 和 g: 是 从 局 中 莽 除 5S 中 所 有 边 后 所 得 到 的 部 分 } ， 扔 设 i E81 那么 
W=V (5)N (en) (133-711) 
所 得 出 的 点 组 孙 合 有 一 个 分 开 和 j 的 点 裁 宙 其 路 (5) 是 S 中 所 有 边 的 端点 组 。 

证 ， 这 时 只 需 证 明 删 除 覆 中 所 有 点 后 将 蕉 坏 愉 宇 到 ;的 所 有 路 径 。 因 为 S 中 每 条 边 是 连 
接着 中 的 一 个 点 与 5 中 的 一 个 点 的 ， 所 以 式 《13 一 11》 中 所 给 出 的 组 万 有 着 S 中 每 条 边 的 
两 个 端点 之 一 的 。 所 以 唱 除 到 中 所 有 点 将 惑 除 S 中 所 有 边 的 。 我 们 知道 删除 5S 中 所 有 边 玻 坏 
从 i 到 i 的 所 有 路 径 ， 因 此 删除 玉 中 所 有 点 破 环 从 六 到 j 的 所 有 路 径 。 匡 

例如 ， 在 图 13 一 10 《a ) 中 ，S=(es，es。，Er，e3) 是 分 开 i 和 j 的 一 个 截 割 组 。 现在 
VCSY 是 《0,5,5,d,j》 和 V8) 是 (i ,0 ,b,c》。 肠 以 由 式 (13 一 11》 所 给 出 的 组 
印 是 (a ,5 ，c》， 很 清楚 这 个 组 合 有 分 开 i 和 j 的 点 截 制 (0 ，b) 。 

为 了 方便 ， 在 定理 13 一 6 中 的 组 玉 岂 做 藏 制 组 5S 的 对 应 点 组 ， 用 符号 (SD) 表示 。 钢 
如 ， 在 图 13 一 10t a ) 中 点 权 交 通 网 络 的 一 些 斋 制 组 $1,，S;:，Ss。 和 5。 其 中 S, 一 (e,，es)， 
Sa 一 (el，ea 64); Ss=(82y 084， E41 03)， 54 二 {64， es， ee) 它们 的 对 应 点 组 是 : 

WISD=(i) 
WS) =(i,6) 
WS =(i,a) 
W(SD= (0,6) 

假设 在 图 13 一 10 中 的 {S Ci, 让} 中 的 S$ 不 是 一 个 截 制 组 而 是 一 些 截 鲍 组 的 边 不 共用 并 集 ， 
那么 我 们 可 以 如 下 组 成 对 应 3 的 一 个 点 组 矿 。 设 g, 和 g: 是 从 避 中 阅 除 S 中 所 有 边 后 所 得 到 的 
两 个 过 不 共用 的 子 图 ， 而 g 是 含有 点 i 的 一 全 部 分 ， 那 么 组 矿 是 在 S 中 也 是 在 g, 中 的 所 有 边 
的 端点 的 集体 ， 

注意 删除 S 中 所 有 边 后 产生 到 (>> 2 ?个 部 分 ,而 其 中 之 一 含有 点 i 的 一 定 要 选 作 z,。 例 如 
在 图 13 一 10(c ) 的 {SG, 门 } 中 一 些 截 害 组 S 的 一 个 边 不 共 电 并 集 是 S=(el，ss，e,， es 
Fr7，e3)， 那 么 子 图 g, 就 如 图 13 一 11 所 示 ， 所 以 点 组 WW 是 ( i ,6 ,c,d )。 
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设 S 是 {5(i, 门 } 中 的 一 个 组 。 设 g: 蚌 删除 S 中 所 有 边 后 所 得 到 的 含有 点 i 的 一 个 部 分 。 

那么 组 S 的 对 应 点 组 是 

W(S)=V (HINV (ge) (13—12) 
其 路 (5) 是 S 中 所 有 边 的 端点 的 点 组 ， 和 YY (g,) 是 
中 所 有 点 的 点 组 。 

有 了 上 述 点 组 WY(S) 的 定义 ， 我 们 可 以 把 定理 13 一 
6 扩展 为 ; 图 13 一 11 、 
定理 13 一 7， 设 S 是 {5(i, 门 } 中 的 一 个 组 ， 那 么 组 S 的 对 应 组 VC5) 含 有 分 开 i 和 j 的 一 个 
点 截 割 。 

因为 {S (1, 站} 是 容易 产生 的 ， 如 果 我 们 能 够 把 {S (i, 站} 与 一 个 点 权 交 通 网 络 的 一 个 极 
限 负 载 量 + 联系 起 来 ， 我 们 就 会 不 费时 间 地 得 到 +，。 下 面 的 定理 就 会 给 出 这 样 一 种 关系 。 
定理 13 一 8 :一 个 点 权 交 通 网 络 的 一 个 极限 负载 量 +,; 等 于 

t=minU(D,U WSYHS EN} (13—13) 

证 ， 除 歼 ==( 门 ， 对 于 分 开 和 j 的 任何 点 组 玉 在 {SCi, 站 } 中 有 一 个 S， 根 据 定 竺 13 一 
3 ， 它 是 放 的 对 应 截 割 组 。 从 上 述 点 组 的 定义 出 发 ， 我 们 知道 由 式 (13 一 12) 所 给 出 的 点 截 
割 太 (3S)， 它 的 对 应 截 制 组 是 9 。 因 此 集体 { 忆 ( 门 ，CY CS)JHSETSG 六 六 含有 集体 {DU 
《( 矿 )| 所 有 分 开 和 j 的 点 规制 玉 }y。 而 且 ， 对 于 {5 Gi, 门 } 中 任何 组 S'， 根 据 定理 13 一 7，、 组 
太 (S) 含 有 一 个 点 截 鸯 ， 蔷 如 说 素 。 所 以 

minfC (7), UW SNS E{SCG DN 
三 min{U GU 四 份 开 谋 和 j 的 所 有 点 截 抽 玉 } (13—14) 
因为 根据 定理 13 一 3， 式 (13 一 14》 的 右 方 等 于 从 i 到 j 的 极限 负载 量 !,;， 这 个 定理 是 正 
确 的 。 午 

根据 这 个 定理 , 我 们 可 以 从 下 一 个 例子 看 出 由 产生 集体 {SCi, 站 } 来 得 到 一 全 点 权 交 通 网 
络 的 一 个 极限 负载 量 。 

例 13 一 3 ”从 图 13 一 12 中 的 点 权 交 通 网 络 ， 除 
对 应 着 点 i 以 外 的 所 有 关联 组 是 

SCi}=(e,, €2) 
S(0)=(e,, es 04 03) 
Sb)=(es, es eg 
SUc) 一 (es， er €a) 
S(d)=(es, es €s, €0) 
因为 只 有 S (站 是 分 开 i 和 j 的 截 褐 组， 集体 {S Ci, 让} 可 由 式 《13 一 9 ) 来 表达 。 所 以 在 - 
{SC 站}，WVA(S) 和 DU {WCGS)} 中 所 有 组 如 表 13 一 1 所 示 ， 
tu=min{U()), U{W(SIHSE{SGE N= 4 

当 一 个 点 权 交 通 网 络 是 有 向 时 ， 我 们 应 该 像 前 节 所 讨论 的 那样 改 用 点 半截 制 ， 为 了 得 到 
点 半截 割 ， 我 们 先 要 对 对 应 点 半截 制 下 定义 。 

设 @ 是 一 个 线性 留 ， 和 开 (G) 是 @G 中 所 有 点 的 点 组 ， 那 么 六 (G) 是 六 (GG) 的 一 个 子 组 ， 
其 中 人 中 每 一 条 边 是 从 VY *(G) 中 的 一 个 点 连接 出 来 的 。 换 名 话说 六 *(G) 是 G 中 所 有 点 的 点 
组 ， 它 的 出 次 数 d?7 《vu) 不 是 零 。 

有 了 这 个 定义 ，{S(i, 站 } 中 组 S 的 对 应 点 半截 制 可 以 定义 如 下 。 


图 13 一 12 


和 se 和 De 考 13 一 1 
[sc 本 (5 Upavu{wes:} | 

0 6 
S(D= (ee 全 5 
(日 因 8(a) = les,rsees) 人 Ga) 8 
SBS b= (eee (py ? 
SBI = (ese 0 era) 人 5 
SS 人间 四 SC = te 0) 5 
SESBS (Cas) 5 
SUBS (BS PA tiarcy 11 
SIES BS (die, er eurer een) Ci 内 9 
SSDS GS rar er Cb) 了 
SNES MBS Etienness es) Cisb, qd) a 
SNETCIBS d= eer ers ae en) 《条 5 
SEBS BS NBS cl (eser rr) tqsbsc) 8 
SBSNBS hIDI qd) < (essessro) (orq) 4 
SiNBS MBS oDBS id} = (er,ess ee er es) 人 sg) 12 
SBS hI BS Ie DI dd) = (eyeaoeiyesieryeo {i bod) 11 
SBS aBS bh DI VDT) = (ee {es d) 4 


设 S 是 一 个 有 疝 点 权 交通 网 络 今 项 {5S (i. 门 } 中 的 一 个 组 。 设 g 是 从 中 删除 S 中 帝 有 边 
后 所 得 到 含有 点 i 的 一 个 部 分 。 那 么 组 S 的 对 应 点 半 工 着 是 一 个 点 组 ,用 符号 w{43) 来 表示 ， 
由 下 式 给 出 - 
wsSY=V*(S) NV (8) (13—15) 
下 而 我 们 可 以 看 到 对 于 从 i 到 ;的 任何 一 个 点 半截 贸 ， 有 一 个 分 开 i 和 j 的 截 市 组 S， 
使 w (SD) 是 从 1 到 六 的 点 半截 制 。 
定理 13 一 9， 在 一 个 有 向 点 权 交 通 网 络 中 ,除了 出 二 (j) 外 ,对 于 从 i 到 的 任何 一 个 点 半截 
割 趾 ， 有 一 个 分 开 ;i 和 了 的 被 制 组 8S， 使 刀 有 像 式 〈-3 一 15) 所 给 出 的 那 种 关系 。 
证 ， 我 们 取 满足 下 列 两 条 件 的 所 有 一 些 边 组 威 汶 一 个 边 组 5 ;3; 
(一 ) 每 条 边 是 从 山中 一 个 点 过 接 出 来 的 ， 它 的 定向 是 从 也 中 的 一 个 点 出 来 的 。 
(二 ) 每 条 边 至 少 在 -- 条 从 i 到 i 的 有 向 路 径 中 ， 它 正好 通过 由 中 的 一 个 点 。 
很 明显 S;: 是 从 i 到 j 的 一 个 半 戴 审 。 我 们 知道 六 ; 到 守 另 有 一 个 半截 割 S，，3S 
So 一 dg 和 3,,US.: 一 S， 后 省 是 分 开 i 和 上 的 ~ 个 截 制 组 。 有 了 这 个 截 害 组 3 。 我 们 可 以 得 
到 一 个 含有 点 i 的 部 分 g。 根 据 定理 -3 一 6 ， 点 组 广 (S) VY 《gE) 中 所 有 点 破坏 了 从 i 到 ;的 
所 有 有 向 路 径 和 从 了 到 1i 的 所 有 有 向 妆 径 。 如 要 只 破 孙 从 到 j 的 所 有 有 向 路 色 但 不 酸 环 从 
;到 i 的 所 有 有 向 路 径 ， 我 们 只 需 用 C5) 来 代 圭 矿 ‘5)。 换 名 话说 ， 删 除了 "(5) 由 六 (8g) 
中 的 所 有 点 将 破坏 从 ;到 j 的 所 有 有 向 路 熏 。 因 为 S=5 .US 


VASANY (ey =V (SS. NN (8) (13—16) 
面 且 ， 我 们 知道 
VCS NV = (13—17) 
所 以 这 个 定理 是 正确 的 。 具 
我 们 以 图 13 一 43 中 的 有 向 点 权 交 通 网 络 为 例 ， 考 虑 一 个 点 半截 制 (a ， 5) 。 图 为 卡 截 
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割 S,= (eu，es，e0)， 半 规制 S, 一 (et，efo，efD)， 所 愉 S=(e es en ef， Cio, 
ee 人 1)。 于 图 ,包括 点 i，a 和 日 ， 以 及 边 el ef，ez ef 和 和 ess 点 组 VCS)=(4,b,c， 
di 和 
VOINV (=(i ,a,b) 
因为 VY'(S)=(a ,5 dj ) 所 以 ， 
Vi(SNY (g)=(a ,6) 
这 就 是 给 出 的 点 半截 割 。 注 意 这 也 等 于 
天 0S DMFCg)。 

与 定理 13 一 6 相似 ， 我 们 有 定理 13 一 10。 
定理 15 一 10， 设 S 是 有 向 点 权 灾 通 网 络 G 中 {3G, 六 } 中 的 一 个 组 。 设 9 是 删除 S 中 所 有 边 
后 所 得 到 的 含有 点 守 的 一 个 部 分 。 那 么 大 "(S) 门 性 (g) 含 有 从 ;到 于 的 一 个 点 半截 制 。 

有 了 定理 13 一 9 和 13 一 10 之 后 , 我 们 可 以 得 到 另外 一 个 重要 定理 。 
定理 13 一 11， 一 个 有 向 点 权 交 通 网 络 的 从 i 到 了 的 一 个 极限 负载 量 等 于 

t=min{U (0 Uw INS EASG, DY 《13 一 18) 

式 中 玉 (5) 由 式 《13 一 15) 给 出 。 

这 个 定理 的 证 明 差 不 多 与 定理 13 一 8 的 完全 相同 。 根 据 这 个 定理 ， 我 们 可 以 靠 得 到 {5 
Qi, 门 } 来 求 取 一 个 有 向 点 权 交通 网 络 的 一 个 极限 负载 量 。 下 面 就 是 一 个 例子 。 

例 13 一 3 在 图 13 一 13 中 的 有 疝 点 入 交通 
网 络 中 ， 除 对 应 点 j 以 外 的 所 有 关联 组 为 

S(i)=(e), ef, es, ei, ed) 

SCa) 一 (el efs es, es es et) 

S(b)=(es, el, es ee efo) 


Slce)= (0, en ea) 


S(d)=(es, ef, Ce, Css en Eb, ef 
因为 只 有 S (分开 和 了 ,集体 {5 (i 让} 可 由 
式 (13 一 9) 来 表示 。 所 以 在 {SCG 站}, ww 图 13713 
(s ) 和 U7{ 玉 (5S)} 中 所 有 组 如 表 13 一 2 所 示 。 由 这 个 表 可 知 ，1 一 4 。 


第 四 节 ”关键 路 径 法 


在 实际 生活 中 很 多 规划 ， 诸 如 房屋 的 建筑 ， 会 议 的 准备 ， 新 铁路 信号 设备 的 设计 ， 或 者 
一 项 科学 工作 的 准备 ， 都 可 以 划分 为 营 干 单独 成 分 ， 这 些 成 分 我 们 可 以 称 之 为 任务 。 常 常 ， 
这 些 任务 之 间 是 有 约束 的 ， 钴 如 说 某 一 任务 没有 完成 之 前 ， 另 一 任务 是 不 能 开始 的 。 另 一 方 
面 ， 基 些 任务 相互 之 间 是 没有 联系 的 ， 例 如 在 铁路 信号 施工 中 ， 挖 电线 沟 与 室内 安装 设备 之 
间 是 没有 直接 联系 的 。 

六 此 我 们 一 定 能 够 对 那些 任务 的 顺序 构成 一 个 有 向 图 ， 并 且 把 这 种 分 析 推 进 到 所 项 的 时 
间 问 题 ， 试 图 将 任务 的 工作 时 间 安 排 得 最 短 。 这 里 我 们 假定 ， 只 要 我 们 愿意 ， 我 们 可 以 同时 
做 很 多 任务 ， 而 这 些 任务 是 互 不 相依 的 。 

在 任何 一 个 实际 的 规划 或 工程 中 会 出 现 有 些 任务 只 要 短 时 间 内 完成 ， 可 以 安排 在 计划 期 
中 任何 一 段 中 而 不 会 影响 其 它 任 务 的 完成 。 可 是 有 些 任务 是 关键 的 ， 如 果 它 们 不 能 尽早 完 
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成 ， 或 者 实际 上 比 计划 时 问 为 长 ， 那 么 整个 工程 的 完成 就 将 推迟 。 所 以 我 们 要 识别 出 这 些 关 
键 任 务 ， 使 计划 者 特别 注意 使 这 些 任务 及 时 完成 。 或 者 必要 的 话 ， 从 非 关键 任务 中 转移 一 部 
分 人 力 或 设备 去 帮助 那些 关键 任务 ， 以 免 影响 整个 工程 的 完成 。 这 种 计划 方法 称 为 关键 路 径 
法 ， 或 简称 CPM 法 。 


和 cs950PD 和 7 彭 13 一 2 

{sern} Unavu{ws))} 
SD | 5 
SNDI(e) = eres, everenes, ef1) - Liso) 8 
(0D) 电 3 :00 = (eet, eeueto, ef {ib) 7 
SES = tarredyes eh, ewerer, ef 全 5 
SDS rd = (evefy eets eareh eeeasear O80) (i) 6 
SDI DE) = esses elreo eo, efsy tasby 5 
SHBINBS 0) en es semenct, sree ar ey ul 
了 (加 So) 人 时 S(G) = (erel, PaseerEnreyse srl) tira dd) 9 
(加 SC) 四 Se) = ere!l, ea eor reret reo Efi) tb) 了 
SMOSHIBS td 0, el eeoels easyesseg efo) 人 由 1 6 
SIDES (ADS d= (erredy eels eweosbs Cer erreoct) Gises o) 对 
SOS (DS tb DIE) = eo, eh, errrsens elo, el) (bc 8 
Si BS amS bh DS d= (eweressels ef) qs) a 
SIOS mBS DI d= (eye 人 earenserey ed iarc, 12 
SBS hIDI eB io) = eisefy ereaers elrerseness, es dd 9 

ef) 
SBS BI DBS) + Std) = te c,d) 4 


一 个 规划 或 工程 可 以 用 一 个 有 向 图 来 表示 ， 其 中 点 代表 任务 , 有 向 边 代表 “x 必须 在 Y 开 
她 之 前 完成 ”的 关系 。 每 个 点 还 与 工作 时 间 有 关 。 

久 铁 路 信号 的 车 站 电气 集中 隧 铁 工程 的 施工 为 例 ， 散 设 电缆 必须 等 待 电线 沟 控 好 后 才能 
王 设 ， 电 动 转 或 机 必须 等 待 道人 沼 整 治 后 才能 安装 。 所 以 每 一 项 任务 有 它 的 准备 工作 ， 同 时 每 
一 任务 又 有 完成 这 一 医务 的 工作 时 河 。 

例如 ;对 于 一 个 车 站 的 志气 集中 联 镇 施工 工程 ， 大 约 包 插 下 列 任务 ， 
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编号 性 务 先行 任务 工作 时 疗 《天 ) 
1 期 测 和 和 准 策 5 
2 编制 项 算 1 20 
3 作 施 工 图 1 18 
4 备料 2, 3 10 
5 挖 电缆 沟 和 过 道 管 3 30 
6 安装 软 道 电路 的 准备 3 20 
7 工务 整治 道岔 1 30 
3 丽 设 电 缴 4，5 10 
安装 分 线 盘 2 30 
10 安装 信号 机 及 轨道 电路 3 15 
11 安装 室内 设备 2 14 
12 室内 配 线 4, 11 37 
13 安装 转 驾 宙 7 15 
14 室外 配 线 等 6, 10, 13, 30 
15 联 毁 试验 9, 12, 14, 7 


现在 我 们 可 以 画 出 这 个 施工 工程 的 洗 务 网 络 我 网 络 有 向 图 ， 如 图 13 一 14 所 示 。 在 上 面 的 
列表 中 ， 任 务 网 络 各 点 的 纺 号 最 好 形成 一 个 逻辑 编号 ， 以 后 计算 时 会 方便 些 。 

在 网 络 有 向 图 中 ， 首 先 要 辨 明 哪些 任 
务 的 开始 与 其 它 任务 的 完成 无 关 。 把 这 种 
任务 用 一 个 点 本 在 纸 询 左边。 如 果 这 种 点 
不 让 一 个 ， 就 在 更 左边 标 一 个 起 总 a， 连 
接 到 所 有 这 种 点 。 

现在 要 辩 明 岂 些 征 务 的 开始 必须 等 竺 
纸 上 已 廿 出 那些 点 的 完成 。 把 前 省 用 有 向 
这 连接 到 已 区 点 的 左 方 ， 有 向 边 的 方向 指 
明 任 务 的 依赖 关系 。 可 能 有 些 点 是 相互 依 
赖 的 ， 就 应用 禄 应 的 有 向 边 玉 表明 这 种 关 
系 。 注 意 ， 有 向 图 中 不 应 有 有 向 加 聊 。 妈 
困 发 现 有 有 向 回路， 这 就 表明 工程 订 得 不 好 ， 茶 几 个 任务 的 前 后 关系 必须 修改 ， 使 得 不 能 形 
成 有 向 回路 ， 然 后 再 继续 画 下 去 。 最 后 ， 所 有 任务 都 已 夯 上 。 了 可能， 至少 有 一 个 任务 ， 别 的 
任务 不 必 等 待 它 的 完成 。 如 果 这 砷 点 只 有 一 个 ， 这 就 是 经 点， 表示 网 络 已 经 完成 。 如 果 这 种 
点 不 止 一 全 ， 那 么 把 这 些 点 用 有 沿边 连接 到 一 个 更 右 这 的 新 点 ， 这 个 点 就 是 终点 。 上 列 各 
个 任务 ， 如 果 照 这 个 原则 郴 出 ， 即 成 图 13 一 14。 一 个 任务 网 络 是 一 个 连通 的 加权 的 。 篇 单 
的 、 非 循环 的 、 并 且 只 在 一 个 起 点 和 一 个 终点 的 有 问 图 。 

到 现在 为 止 ， 我 们 还 没有 谈论 到 第 一 任务 的 实际 完成 时 间 。 我 们 假定 对 于 每 一 个 任务 的 
工作 时 间 是 一 个 给 定 前 常数 。 但 是 在 很 多 实际 生 笑 中 这 是 不 可 能 的 ， 时 间 常 会 是 一 个 随机 变 
数 。 在 这 种 情况 时 ， 时 问 因素 要 估计 到 ， 因 此 常常 采用 计划 评审 技术 来 分 析 网 络 。 可 是 增加 
了 复杂 性 ， 固 此 这 里 仍然 假定 工作 时 间 为 常数 。 

为 了 一 个 渴 划 构 等 一 个 网 络 图 前 困难 是 有 两 方面 的 。 第 一 是 找 整 个 规划 前 最 短 隐 可 能 前 


图 13 一 14 
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工作 时 间 ， 第 二 是 设计 一 个 时 间 进 度 表 ， 使 规划 在 这 段 时间 内 完成 的 机 会 最 大 。 为 了 达到 这 
个 月 的 ， 我 们 在 任务 网 络 的 相应 任务 点 上 标 以 每 一 个 任务 的 工作 时 间 。 各 任务 之 间 必须 遵照 
前 后 关系 ， 整 个 规划 的 最 短 可 能 时 间 就 对 应 着 网 络 中 从 头 到 昆 的 最 长 路 径 。 这 个 路 径 的 长 度 
是 沿途 各 点 的 工作 时 间 之 和 。 这 条 路 径 或 几 条 路 径 称 为 关键 路 径 ， 在 这 条 路 径 上 的 那些 任务 
称 为 关键 任务 。 如 果 任 何 一 个 关键 任务 避 误 了 了 时间， 整个 规划 的 完成 就 将 延迟 。 不 是 关键 的 
任务 称 为 非 关键 的 ， 它 们 的 工作 时 间 即 使 耽误 某 一 段 时间 是 不 会 影响 整个 规划 的 完成 的 。 因 
此 对 于 每 个 任务 ， 我 们 可 以 发 现 它 的 可 能 开始 的 最 早 动 工时 间 ESi 是 依 事 于 其 它 任务 的 完 
咸 。 我 们 规定 起 点 任务 的 景 旱 劲 工时 间作 为 时 间 零 。 我 们 也 可 以 发 现 如 果 规 划 是 在 最 短 的 可 
能 时 间 内 及 时 完成 ， 那 么 每 一 任务 的 景 晚 完工 时 间 LFi 是 可 以 完成 的 。 

很 明显 ， 一 个 关键 任务 的 最 早 动工 时 间 Si 等 于 它 的 最 晚 支 工时 间 上 Si， 就 是 说 要 求 一 
个 工程 及 时 完成 ， 时 间 方 面 是 没有 伸缩 余地 的 。 可 是 ， 对 于 非 关 键 任 务 ， 最 晚 动工 时 间 工 S， 
可 比 最 早 动工 时 间 ES ,为 介 。 在 这 种 情况 时 ， 这 种 伸缩 余 地 称 为 宽裕 时 间 。 有 两 种 宽裕 时 间 
将 在 下 面 说 明 。 

所 以 一 个 任务 网 络 的 一 个 关键 路 径 分 析 的 结果 是 一 个 时 间 进度 表 ， 它 表明 每 一 个 任务 的 
最 时 和 最 晚 动 工时 间 以 及 最 早 和 景 晓 完 成 时 间 。 如 果 我 们 要 求 及 时 完成 规划 ， 我 们 必须 着 重 
考 感 那些 关键 任务 。 进 度 内 中 也 将 显示 出 每 一 非 关 键 任务 的 宽裕 时 间 ， 这 些 宽裕 时 间 可 以 月 
来 弥补 关键 任务 的 不 足 ， 以 免 耽误 规划 。 

如 果 非 关键 任务 的 延迟 时 间 把 所 有 宽裕 时 间 都 用 完了 ， 那 么 非 关键 任务 也 就 成 为 关键 的 
了 。 所 以 我 们 定义 一 个 任务 的 最 晚 劲 工时 间 有 一 个 眼底 ， 就 是 不 致 陇 误 整 个 工程 的 完工 时 
间 。 相 反 地 ， 我 们 定义 最 早 完工 时 间 为 一 个 任务 依赖 其 它 较 早 任务 完成 之 后 可 能 完成 的 最 早 
完工 时 间 。 

现在 我 们 来 计算 一 个 网 络 中 每 一 任务 的 这 些 时 间 。 

设 五 9 ,= 任务 i 的 最 早 动 工时 间 ， 

LF ,二 任务 i 的 最 晚 完工 时 间 ， 
工 3 ,一 任务 i 的 最 晚 劲 工时 间 ， 
EF,= 任 务 i 的 最 早 完工 时 间 ， 

Ti 二 任务 i 的 工作 时 间 。 

如 果 c 和 oo 是 虚设 任务 了 。 和 了。， 工 作 时 间 为 零 。 各 点 的 编号 合乎 多 辑 ， 则 较 方便 。 

我 们 把 表示 每 一 个 点 的 圈 分 成 如 图 13 一 15 所 示 ， 在 西 任务 网 络 时 ， 各 点 的 编号 W， 和 它 
芍 工作 时 间 了 ,是 立即 可 以 写 上 的 。 其 它 数字 用 下 列 算法 填 上 。 

计算 任务 时 间 算 法 

《一 ) 最早 时 间 的 计算 法 

最 早 时 间 与 下 列 方程 有 关 : 

1， 五 Sa= 0， 所 有 时 间 由 源 任务 的 开始 时 算 起 。 

2、 五 Fi 一 五 Si+Ti， 这 是 因为 每 一 任务 需 用 时 间 了 Tt。 

3. 如 Si=max{ 上 Fi} 系 对 网 络 的 一 条 有 向 边 《j,i) 的 所 有 点 i 取 最 大 值 。 所 有 任务 
必须 等 待 在 它 以 前 的 任务 完成 之 后 才能 开始 进行 。 

因为 网 络 是 一 个 非 循 环 有 向 图 ， 在 确定 上 Sa 后 ， 一 定 总 有 一 个 点 ， 对 于 许多 先行 点 j 的 
所 有 EFj 是 已 知 的。 如 困 标 号 i 是 一 种 逻辑 编号 ， 各 点 就 可 按 编 号 次 序 来 考虑 。 作 为 一 个 
计算 的 例子 ， 可 以 图 13 一 14 的 一 部 分 来 考虑 点 8 和 它 的 先行 点 。 假 使 对 于 每 一 个 点 的 最 早 动 
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王 时 间 已 经 算出 ， 每 一 点 的 最 早 完工 时 间 可 以 把 工作 时 间 加 到 最 早 动工 时 间 来 得 到 的 。 直 图 
13 一 16 可 见 最 早 完 工时 间 中 的 最 大 者 是 100 天 〔 对 点 14 而 言 ) ， 这 就 是 任务 15 的 最 早 动 工时 
闻 。 因 为 15 的 工作 时 间 了 is= 7 天 ， 所 以 15 的 最 早 完工 时 间 为 107 天 。 束 个 工程 的 工作 时 间 等 
于 107 天 。 


[9 


图 13 一 15 图 13 一 16 


(二 》 最 晚 时 间 的 计算 法 

知道 了 按 个 工程 的 最 旱 完 工时 间 E 政 。 后 ， 我 们 就 可 以 订 算 为 了 在 EE 政 。 内 完成 这 个 工程 
的 务 个 任务 的 最 晚 动 工 和 最 晚 完 工时 间 ， 

反 野 最早 时 间 的 各 方程 为 

1. LF,=EF, 

2， 因为 每 一 任务 i 必须 在 Ti 完工 之 前 开始 ， 所 以 LSi=L 上 Fi 一 Ti， 

3 对 于 i 关中 的 和 任务 ， 上 Fi 二 m:n{LS 记 ， 系 对 网 络 的 一 条 有 向 边 (i,j) 所 有 点 
中 至 最 小 值 。 

注意 所 有 任务 必须 在 任何 后 继任 务 最 晚 动 工时 间 开 始 之 前 完工 。 

因为 网 络 是 非 镍 环 的 ， 在 规定 工 忆 -后 ， 一 定 总 有 一 个 点 ， 它 对 于 许多 后 继 点 7f 的 LSj 是 
已 知 的 ， 如 果 标 号 ; 是 一 种 温 辑 编号 ， 各 点 就 可 按 编号 的 倒 次 序 来 考 你 。 

图 13 一 17 是 图 13 一 14 的 一 部 分 ， 以 此 作为 计算 的 一 个 例 于 。 假 设 4， 5， 的 最 晚 完工 
时 间 是 已 知 的 ， 可 以 分 别 减 去 各 项 任务 的 工作 时 间 来 得到 它 
们 各 自 竟 最 蜡 动 工时 间 。 点 3 的 最 晚 动 工时 间 是 15 天 ， 那 是 
最 少 的 。 因 为 年 务 3 的 工作 时 间 为 10 天 ， 所 以 它 的 最 晚 动 工 
时 间 为 5 天 。 

作为 一 个 检查 ，x 的 最 晚 动 工时 间 应 为 零 , 即 二 9。=0。 

计算 出 图 13 一 17 右 面 的 三 个 任务 的 四 种 时 间 后 ， 现 在 我 
们 可 以 判 因 关键 任务 了 。 上 凡是 任务 i 的 ESi 二 LSi， 这 就 是 
关键 任务 。 这 种 任务 也 有 下 ,二 上 玉 .。 从 开奖 点 到 终点 之 
间 ， 几 个 关键 任务 形成 一 条 或 玉 条 关键 路 径 。 在 图 13 一 18 中 
所 有 任务 的 时 间 都 已 经 计算 出 来 。 从 这 图 中 ， 可 以 看 出 ， 任 
务 1，3，5，8，10，14 和 15 是 关键 的 ， 形 成 一 条 关键 路 图 13 一 1? 
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径 。 整 个 工程 的 施工 时 间 为 107 天 。 

类 定 了 关 肆 路 径 以 后 ， 下 一 工作 是 决定 宽裕 时 间 。 一 个 任务 i 的 总 宽带 时 间 7 了 Fi 是 完成 
任务 的 最 大 容许 时 间 (Fi 一 二 Si) 与 它 的 工作 时 间 Ti 移 差 数 就 是 了 Pi=LFi- ESi-Ti= 
LSi~ESi=LFi— mFi 

在 图 13 一 18 中 ， 尾 务 11 的 最 晚 完工 时 间 是 63， 它 的 景 早 芭 工 时 间 怀 25， 所 以 任务 11 的 最 
大 容许 工作 时 间 是 63 一 25 一 38 天 。 


图 13 一 18 


因为 任务 11 只 桔 求 14 天 完成 。 所 以 对 于 该 尾 务 我 们 有 一 个 总 宽 笠 时间 27 天 。 当 然 ， 关键 任务 
是 没有 总 宽容 时 间 的 。 

第 二 种 宽裕 时 间 称 为 自由 宽 格 时 间 。 任 务 4 的 最 早 完工 时 间 为 35 天 。 任 务 & 和 12 直 接 接 
在 任 荔 4 之后。 任务 12 有 一 最 音 动 工时 间 39 天 ， 假 定 我 们 要 尽快 推动 各 任务 ， 暂 时 可 以 忽略 
任务 8。 那 么 任务 4 有 一 宽裕 时 间 为 39 一 35= 4 天 。 但 是 性 务 8 也 直接 接 在 任务 4 之 后 ， 首 
者 的 最 早 动工 时 间 为 45， 因 此 任务 4 有 一 宽 补 时 疝 为 45 一 35=10 天 。 我 们 计算 4 萄 自由 宽裕 
财 间 为 两 者 中 药 较 小 者 ， 即 4 天。 一 般 ， 我 们 定义 一 个 任务 匆 自 由 宽裕 时 间 了 Fi 为 

FFi=min{ESi—E Fi;} 

式 中 对 网 络 中 的 所 有 有 向 边 (i, 7) 取 最 小 值 ， 终 点 15 没 有 其 他 任务 接 在 后 面 ， 所 以 它 欧 自 
湖 宽 裕 时 间 为 零 。 如 果 列举 工程 中 的 各 任务 时 最 后 出 现 两 个 终点 ， 那 么 应 该 再 在 友 络 的 右 端 
加 一 个 虚设 任务 作为 真正 的 终点 。 如 图 13 一 19 所 示 。 当 然 ， 虚 任务 % 的 工作 时 间 为 零 ， 面 它 
的 RS。， 工 S$,。，LF .的 时 间 都 是 前 两 个 终点 任务 的 LF。 

当 一 个 任务 没有 总 宽 补 时 间 时 ， 它 也 没有 自由 宽裕 时 间 例如 关键 伍 务 就 是 送料 ,可 是 反 
过 来 说 就 不 正确 。 一 个 任务 可 以 没有 自由 宽容 时 间 ， 但 是 会 有 总 宽裕 时 间 的 。 任 务 2，? 和 
11 就 是 这 种 例子 。 

钢 在 我 们 用 表格 的 方式 来 表达 束 个 工程 的 时 间 进 度 如 表 3 一 2。 


工程 的 时 间 进 度 表 表 8 一 2 
-一 -一 一 一 一- 

- 工 ， BS, Ls, EF, LF, Th Bs 

' 务 | 先生 长 务 EE Ry EE |. FE) 人 

1 三 o 站 3 5 0 o 


2 | 1 20 5 55 25 35 10 o 


12 | 411 3 33 39 7€ 193 2 24 


| 4 0 3 Tc 了 160 100 人 o 


| 5 aaa 7 |! 108 100 107 107 0 0 


在 计算 出 上 表 所 列 的 六 逢 时 间 后 ,计划 人 员 就 可 以 进行 台 悍 的 管理 。 在 这 时 间 ,如果 任务 
的 完成 时 间 与 指定 的 完成 时 间 比 较 接近 ， 则 可 一 步 步 地 参 照 执行 。 要 是 预计 完成 时 间 落 后 
于 要 求 ， 或 者 在 力量 部 置 上 有 履 儿 不 均 ， 不 驶 紧 窒 ， 其 至 某 些 任务 超出 了 实际 可 能 的 情况 ， 
这 就 需要 在 技术 和 力量 的 组 织 方面 进行 调整 。 每 进行 一 次 调整 ， 就 要 根据 调整 后 得 到 的 数据 
进行 一 次 计算 ， 把 各 种 方案 如 以 比较 ， 选 取 最 好 的 方案 ， 这 就 是 关键 路 径 法 的 最 优化 了 。 这 
种 事先 在 “图 ”上 进行 多 次 模拟 ， 从 而 判断 哪 种 减法 效益 最 优 的 方法 可 以 防 患 于 未 然 ， 合 计 
划 工 作 具 大 一 定 的 科学 预见 性 ， 大 大 减少 由 于 临时 发 现 问 题 面 造成 人 力 、 财 务 、 物 料 和 和 时间 
上 不 可 挽回 的 损失 。 

在 关键 略 色 法 中 ， 上 面 我 们 用 点 代表 任务 ， 用 有 向 边 代表 前 后 关系 ， 这 就 是 点 权 网络 。 
另 有 一 种 表示 法 是 这 权 网 络 ， 就 是 用 有 向 过 代 类 任务 ， 而 用 点 来 代表 任务 完成 后 的 结果 。 当 
然 ， 对 于 大 多 数 规划 ， 两 种 表示 法 将 有 不 同 的 网 络 。 有 可 能 由 一 个 给 出 的 网 络 导 出 另外 一 网 
络 。 在 一 般 的 关键 路 径 法 中 饭 画 的 网 络 常用 边 权 法 ， 可 是 前 面 所 讲 的 点 权 法 在 判 因 关键 路 径 
方面 仍 是 关键 路 径 法 。 

事实 上 ， 点 权 法 有 菜 些 优点 ， 它 不 需要 设置 虚设 任务 来 保持 前 后 关系 ， 面 在 边 权 法 中 有 
时 是 必需 的 。 在 点 权 法 中 ， 只 有 a 和 % 是 虚设 任务 ， 面 这 些 有 时 也 不 是 必要 的 ， 如 图 15 一 20 
中 就 没有 & 和 各。 另外 ， 从 点 权 法 所 于 的 网 络 变换 到 另 一 种 网 络 是 容易 得 多 ， 面 县 在 点 权 法 
中 ，4 个 量 上 S、EF、L5、LF 更 能 够 直接 得 到 。 

图 13 一 20 是 图 13 一 14 的 边 权 法 表示 的 合子。 为 了 得 到 一 个 网 络 ， 不 再 需要 虚设 任 务 2 和 


源 点 代表 “工程 准备 开始 进行 ”。 因 为 性 务 1 不 需要 事前 准备 工作 ， 图 中 由 源 点 柄 出 一 
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条 有 问 边 ， 它 的 终点 表示 “任务 1 完成 ， 准 各 进行 以 后 的 任务 2 ， 3 和 7 了”。 按 下 去 可 以 
看 出 ， 任 务 9 和 11 的 浴 备 工作 只 需要 任务 2 ， 但 是 任务 4 的 准备 工 攻 是 任务 2 和 3， 所 以 必 
须 增加 二 条 虚设 边 有 ,和 Ba。 如 果 不 加 虚设 过 而 把 任务 2 和 3 画 成 两 条 平行 月 向 边 ， 屠 么 就 
意味 着 对 任务 9 和 11 也 必须 先 有 2 和 3， 这 是 不 符合 实际 情况 的 。 余 类 推 。 


图 13 一 20 


在 边 权 图 中 。 工 作 时 间 现 在 变 成 有 向 边 的 私 ， 所 有 关键 边 成 为 由 源 点 到 收 点 之 间 的 关键 
路 甜 。 关键 路 从 上 工作 时 间 的 总 和 是 最 大 的 ， 所 以 关键 路 径 法 在 边 权 法 中 就 成 为 求 最 长 路 径 
了 。 


习 题 


13 一 1 求 图 :3 一 21 中 所 示 的 点 权 交 通 两 络 由 点 + 到 点 4 的 极限 负载 量 。 

13 一 2 素 图 13 一 22 中 所 示 点 权 交 通 网 络 由 点 1 到 点 5 的 极限 负载 量 。 

13 一 3 求 图 13 一 23 所 示 的 有 向 点 权 交 通 网 络 册 点 1 到 点 4 的 极限 负载 量 。 
13 一 4 求 图 13 一 24 中 所 示 的 两 个 有 向 点 权 交 通 网 络 由 点 1 到 5 的 极限 负载 量 。 
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《以 天 为 单位 ) {以 天 为 单位 
1 6 6 3 3 
2 4 7 4，5 10 
3 2 5 8 了 12 
4 2 6 9 6, 8 a 
5 2 4 
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图 13 一 24 


试 画 出 这 项 工程 的 任务 网 络 ， 并 计算 出 每 一 任务 的 已 3,， 工 S,。 五 斑 , 和 并 形 ,。 这 项 工程 
的 关键 任务 是 哪些 ? 这 项 工程 的 最 早 完成 时 间 是 多 少 天 ? 每 点 的 了 FF, 和 FF ,各 是 多 少 ? 

13 一 6 设 习 题 13 一 5 中 任务 4 的 工作 时 间 由 6 天 缩短 为 4 天 ， 则 对 于 上 一 习题 中 各 计 
算 的 时 间 有 何 影响 ? 

13 一 7 ”试用 你 所 熟悉 的 程序 语言 编制 出 习题 13 一 5 的 计算 程序 ， 验 算出 关键 任务 是 哪 
些 ? 各 点 的 ES,,， LS,, EF,, LF,, TF. 和 FF,? 


第 十 四 章 故障 诊断 
第 一 节 引言 


通常 ， 当 一 个 系统 工作 时 ， 若 系统 表现 出 与 设计 的 功能 不 一 致 ， 导 致 了 错误 的 结果 时 
人 们 便 说 系统 出 了 故障 。 

一 个 系统 不 能 正常 工作 的 原因 很 多 ， 例 如 元 件 、 插 件 . 子 系统 的 故障 ， 还 有 设计 上 的 错 
误 等 等 。 在 这 一 章 里 ， 第 二 节 、 第 三 节 、 第 四 节 考 虑 系统 的 诊断 的 问题 ， 第 五 节 针 对 接点 开 
关山 络 中 存在 的 一 种 设计 错误 一 一 迁 回 电路 ， 给 出 利用 图 论 方法 进行 诊断 的 理论 。 


二 节 分 办 率 


我 们 这 里 所 备 虚 的 系统 是 指 那 些 可 以 用 方块 和 联络 线 来 代表 乾 个 系统 的 工作 ， 其 中 一 个 
方块 完成 某 一 种 已 知 的 作用 ， 而 联络 线 传输 方 抉 的 信息 。 计 算 机 配 着 、 计 算 机 程序 和 控制 系 
统 等 就 是 一 些 例 于。 用 点 来 代表 方块 ， 用 线 来 代表 联络 线 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 对 应 这 些 系统 
的 线性 图 。 例 如 ，-- 部 计算 机 的 一 个 微 程序 控制 部 件 如 图 14 一 1 《a〉 所 示 ， 可 以 用 一 个 有 
向 线性 图 如 图 14 一 1 《5) 来 表示 。 


各 序 或 下 一 
输 令 计数 器 


控制 存 信 器 
地 起 


cb 
图 4 一 1 
在 铁路 电气 集中 联 锁 系统 中 办 理 一 条 进 路 时 的 整个 动作 层次 可 由 图 14 一 2 (4 )》 的 方块 


图 来 描述 。 它 同样 可 抽象 为 一 个 有 向 图 ， 如 图 14 一 2 《56》 所 示 。 
信息 进入 系统 的 - 端 叫 作答 入 端 ， 信 息 从 系统 中 取出 的 一 端 叫 作 输 出 端 。 人 很 设 每 一 个 输 
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入 或 输出 》 届 于 一 个 方块 ， 我 们 可 以 规定 一 个 输入 点 作为 对 应 方块 内 有 输入 端的 那个 点 。 
辐 样 ， 一 个 输出 点 是 对 应 方块 只 有 输出 端的 那个 点 。 相 应 地 在 一 个 线性 图 中 ， 外 闵 雇 导 可 以 
进入 的 那个 点 叫 作 输 入 点 ， 而 信号 可 以 离 去 的 那个 点 叫 作 输出 点 。 

当 一 个 系统 中 前 一 些 方块 发 生 故 障 ， 我 们 必 下 殉 报 定 ， 


记录 按钮 动作 


tay thy 


加 14 一 2 


当 一 个 无 随 变 信号 或 是 一 个 栈 变 信号 通过 一 个 故障 点 时 ， 这 个 信号 将 是 圈 变 的 。 另 一 方 
面 ， 当 一 个 无 畸变 《〈 畏 变 ) 信和 号 通过 一 个 无 故障 点 时 ， 这 个 信号 将 是 无 畸变 哨 变 ) 的 。 

所 泗 一 个 故障 点 就 是 对 应 一 个 故障 方块 的 点， 所 前 一 个 无 故障 点 就 是 对 应 一 个 正常 作用 
方块 的 点 。 

有 了 上 述 息 定 ， 我 们 知道 信号 一 经 畸变 ， 就 不 能 是 无 畸变 的 。 所 以 蓝 视 一 个 输出 信号 。 
我 们 可 以 找 出 这 个 信号 有 否 通过 一 个 故障 点 。 实 际 上 ， 这 个 假定 不 适用 于 所 存 情 况 。 另 一 方 
面 ， 有 了 这 个 假定 ， 许 多 诊 浙 方 面 的 理论 结果 是 容易 得 到 欧 。 而 且 ， 这 些 结果 可 以 修改 来 包 
括 假定 不 适用 的 特殊 情况 。 为 了 表明 哪些 点 影响 一 个 到 达 某 一 特殊 端的 准 号 ， 我 们 先 要 引用 
两 个 术语 。 

如 果 一 个 有 向 图 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(一 )》 除 点 和 了 外 ， 对 于 其 它 各 点 ， 中 (= (vw)。 
(TY) d=d D+ 1 
(EY d(H=Ad() + 1。 

这 个 有 向 图 叫 作 (i x 7) 型 有 向 履 图 。 

设 工 和 7 是 一 个 有 向 图 G 中 的 两 个 点 ， 和 符号 六 (1 x 了 ) 表 示 一 个 点 组 。 当 瑟 仅 当 有 
对 (1 >x 了 了 ) 型 的 含有 点 呈 的 连通 有 疯 好 图 时 ， 点 呈 是 在 7Ci x 站) 之 中 ， 这 个 点 组 六 (i x 
于) 思 年 可 测 组 。 

例 14 一 1 在 图 14 一 3 中 有 一 个 有 疝 图 ， 一 个 可 测 组 C1x 3) 是 C1,2,3.4)。 
这 是 因为 从 点 1 到 点 3 的 有 向 路 径 了 ,一 (2 ， 6 》 通 过 点 1，2 和 3， 从 1 到 3 的 另 一 条 有 
向 路 径 彤 ;二 《d ，。 ) 通 过 点 1， 3 和 +。 但 是 没有 对 ( 1 x 3 ) 议 合 有 点 5 的 连通 有 向 必 图 。 
一 个 可 测 组 《1 x 4) 是 《1，2，4) 。 另 一 个 可 测 组 C2 x 5)=(2,3,4,5)。 

现在 再 引用 一 个 符号 矿 (f x 了 )。 

设 入 是 一 个 有 向 图 中 所 有 点 的 一 个 点 组 ， 那 么 

VO -VErGx)) C14— 1) 
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例如 图 14 一 3 中 有 疝 图 中 的 六 CT x4) 为 (3，5) 。 
现在 来 看 一 看 一 个 可 测 组 (x j) 不 含有 一 个 有 沿 图 GG 中 所 有 点 对 的 情况 。 假 使 我 们 
从 点 ; 注入 一 个 信号 。 如 果 在 点 了 监视 这 个 信号 而 发 现存 在 有 些 故 障 点 时 ， 那 么 这 些 故 障 点 
一 定 是 在 广 (i x 7 ) 之 中 。 另 一 方面 ， 如 果 在 点 j 监视 到 的 信号 发 明 没有 故障 点 ， 而 我们 知 
道 曾 存在 过 故障 点 ， 那 么 这 些 故 障 点 很 明显 是 在 产 (7 < 了) 之 中 。 
假使 有 一 个 信和 号 注入 点 i 时， 在 点 监视 时 未明 没有 故障 点 ， 而 在 成 克 监视 时 却 表明 有 
故障 点 时 ， 那 么 我 们 知道 故障 点 存在 于 组 
VODRIINY (Gx k) (14—2) 


之 中 。 
如 果 信 号 在 点 ;注入 而 我 们 只 能 在 点 ; 和 有 进行 信号 监 视 测 
试 ， 并 避 如 果 有 一 个 故障 点 的 话 ， 屠 么 我 们 可 以 在 下 列 诸 组 中 决 
定 故 障 点 在 哪 一 组 之 中 : 
天 (天 
VEix I YU RY 
PIX HINVix k) 
Vi I) Vlixk) 
这 些 组 形成 一 个 集体 叫 作 可 测 组 户 ( i x 了) 和 了 (ix 皮 ) 的 中- 则 分 ， 符 号 为 {D}。 吕 -划分 
的 定义 为 : 
对 于 给 出 的 玉 个 可 渊 组 斑 (i++ 71， 瑟 =1，2，…，R， 下 列 一 些 组 的 上 集体 叫 帮 这 些 
可 测 组 的 呈 - 划 分 { 力 }、 即 


{DI={ YFIXID (14—37 
表示 Cie x jo) 的 所 有 可 能 组 合 ，P = 1 ，2，…， 肯 ， 其 中 Cox 记 ) 或 是 VCisxjo) 或 
是 六 (px fF 。 
例 14 一 2 以 图 14 一 3 中 的 有 向 图 为 例 ， 它 的 可 测 组 是 ， 
V{lx3)=(1,2,3,4) 
Vllx4)={(1,2.,.4) 
V(2x5)=(2,3,4,.5) 
一 个 石 -划分 包括 病 _ 
VOxHNYOxD Vx)=(2.4) 
VOxDNY (xDNVEx 53=01) 
VAaxaNVAxDI Vx)={) 
VIxBNFUXD PRX) 
REETIIASEIVIACTI 
VIxXIONF (xD 2x5)=$ 
Vix FD VY (2x5)=(5) 
Vilx3 TVXxXD VxS)= 
一 个 万 -划分 有 一 个 特性 如 下 。 
定理 14 一 1 ， 可 测 组 的 一 个 集体 的 一 个 号 -划分 中 ， 和 任何 两 个 非 零 组 是 没有 共同 点 的 。 
证 ， 我 们 注意 到 LP x g) 和 V(P < 了 ) 是 没有 共 局 点 的 。 根 据 吕 -划分 的 定义 在 一 
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个 已- 划分 中 的 任何 两 组 尽 , 和 屎 : 鹤 少 有 一 个 可 测 组 矿 (2 x 9 )， 使 产 (P x 9 ) 是 在 的 表 
达 式 中 ， 和 灰 (P x 9 ) 是 在 R, 的 表达 式 中 ， 因 此 RR 和 RR, 是 没有 共同 点 的 。 

一 个 可 测 组 矿 〈P x & ) 可 以 看 作 是 相当 于 在 点 2 注入 一 个 信号 ， 而 在 点 9 监视 信号 那 
样 进行 一 次 测试 。 所 以 如 果 在 一 个 刀 -划分 { 思 } 中 的 一 个 组 包括 一 个 点 v， 又 如 果 只 有 点 2 
是 有 故障 的 ， 那 么 我 们 根据 从 所 给 出 的 可 测 组 集体 所 得 到 {DD} 而 进行 测试 时 ， 可 以 确定 点 人 
是 故障 点 。 可 是 另 一 方面 ， 如 果 两 个 点 vi 和 5a 都 在 可 测 组 的 集体 M 下 的 一 个 万 -划分 中 的 同 
一 个 组 肉 ， 又 如 果 这 两 个 点 之 一 是 有 故障 的 ， 那 么 只 靠 对 应 中 可 测 组 的 测试 来 确定 究竟 哪 
一 个 点 是 有 故障 是 不 可 能 的 。 

在 一 个 有 向 图 的 可 测 组 的 一 个 集体 娃 中 ， 如 果 《 1》 在 斤 的 一 个 妃 -划分 中 有 一 组 民 ， 
它 含有 & 个 点 ， 和 (2) 于 的 万- 划分 中 没有 一 个 组 含有 天 个 以 上 的 点 ， 那 么 这 个 有 向 图 叫 
作 有 -分辩 率 的 ， 或 叫 作 吓 -可 分 辨 的 。 

例如 ， 在 图 14 一 3 的 有 向 图 中 ， 在 可 测 组 (1 x 3)，V(1 x 4) 和 (2 x 5 ) 的 集体 
好 中 ， 因 为 在 于 的 石 -划分 { 万 } 中 有 一 个 组 有 两 个 点 ， 即 〈2 ，4 ) ， 而 没有 其 它 组 多 于 两 
个 点 的 ， 所 以 这 个 有 向 图 在 可 测 组 FC1 x 3)， 亚 (1 x4) 和 天 (2 x 5) 的 集体 开 中 有 2- 分 
辩 率 。 

注意 在 可 测 组 集体 中， 一 个 有 向 图 G 是 -可 分 辨 的 意思 是 说 有 上 & 个 点 的 一 个 组 ， 如 
果 其 中 有 一 个 点 是 有 故障 的 ， 对 于 这 些 可 测 组 的 测试 不 能 确定 & 个 点 中 哪 一 个 点 是 有 故障 
的 ， 但 是 这 些 测试 却 将 表明 & 个 点 中 含有 一 个 放 障 点 。 


第 三 节 测 试 点 


我 们 在 前 一 节 中 已 经 对 一 个 系统 的 输入 端 和 输出 端 下 过 定义 。 一 个 系统 中 任何 其 它 端 统 
称 为 内 部 端 。 就 是 说 ， 一 个 内 部 端 是 方块 的 一 个 部 分 。 有 一 根 联络 线 ， 但 是 它 既 不 是 和 输入 
端 ， 也 不 是 输出 端 。 所 以 对 应 一 个 系统 的 线性 图 中 的 每 一 个 点 表示 出 它 是 一 个 输入 端 ， 或 是 
一 个 输出 端 ， 或 者 一 个 内 部 端 。 

对 于 测试 再 言 ， 如 果 一 个 系统 中 的 任何 一 个 内 部 端 可 以 是 一 个 输入 端 或 是 一 个 输出 端 , 
那么 在 任何 一 个 可 测 组 六 (2 x 9 ) 中 的 一 些 点 P 和 g& 可 以 用 作 诊 断 用 的 可 测 组 集体 的 一 个 组 
成 部 分 。 即 使 所 有 点 可 以 是 输入 点 和 输出 点 ， 可 是 1 分辩 率 还 是 不 可 能 的 。 例 如 图 14 一 4 中 
的 有 向 图 G， 在 G 中 所 有 点 P 和 4 的 可 测 组 广 (P x 9 ) 的 一 个 集体 的 情况 下 ， 不 是 1- 可 分 办 
的 。 为 了 排除 这 些 困 难 ， 我 们 用 测试 门 的 办 法 在 需要 时 删除 一 些 边 。 关 于 测试 门 的 特性 以 及 
如 何 用 测试 门 来 断 诊 一 个 系统 的 方法 将 在 下 一 节 中 再 研究 。 

另外 一 种 关于 给 出 的 & 的 上 -分 辩 率 变 成 不 可 能 的 明显 情况 是 当 输 入 点 和 输出 点 不 够 的 
时 候 。 在 这 种 情况 时 ， 我 们 用 所 谓 测试 点 来 得 到 另外 可 测 组 ， 这 样 使 得 -分辩 率 成 为 可 能 。 
换 名 话说， 我们 想 把 测试 点 看 作 是 在 一 条 这 上 的 只 加 的 点 ,为 了 诊断 ,我 们 可 以 注入 也 可 以 监 
视 一 个 信号 。 可 是 当 我 们 考虑 G 中 一 些 点 的 分 辨 率 时 ， 我 们 不 想 把 一 个 搬入 点 看 作 是 一 个 给 
出 图 G 中 点 组 的 一 个 元 素 。 所 以 一 个 测试 点 的 定义 为 ， 

指定 给 一 条 边 的 一 个 测试 点 是 打算 把 一 个 入 号 注入 这 条 边 ， 并 且 对 通过 这 条 边 的 信号 加 
以 监视 。 


由 
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的 。 例 如 ， 在 图 14 一 5 中 ，s (4a')== 1，v(a ) 一 2。 同样 ，o(b) 一 2，u(b 一 


四 


图 14 一 4 图 14 一 5 


现在 再 介绍 儿 个 符号 ; 

符号 六 (at x j ) 是 [Cv(atx 站 )] 的 纹 写 记 导 ,同样 ，V(i x ao) 是 VC 5 xv(ot)] 的 缩 
号 记号 ， 玉 (ot x bt) 是 VCv(at) x v(b+)] 的 缩写 记号 。 这 种 缩写 记号 可 以 用 于 有 向 寻 图 ， 
如 MCat x 684) 表示 M[v(at) x v (bt)]。 

例 14 一 3 ”图 14 一 5 的 有 向 图 G 只 有 一 个 输入 点 1 和 只 有 一 个 输出 点 2 。 所 以 我 们 只 有 
一 个 可 测 组 (1 x 2)=(1，2，3，4)。 如 果 在 边 e 上 指定 一 个 测试 点 ， 那 么 我 们 就 有 
组 (1x e *) 和 VCe- x 2 ) 作 为 外 加 可 测 组 。 

在 研究 测试 点 的 特性 时 ， 我 们 把 只 有 一 个 输入 点 和 一 个 输出 点 的 连通 有 向 图 胃 作 单 输入 
单 输出 连通 图 。 

设 谋 和 ji 分 别 为 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 的 输入 点 和 输出 点 。 因 为 从 点 i 注入 的 信号 内 
能 在 点 i 得到， 所 以 任何 不 在 可 测 组 (i x 了 ) 中 的 一 个 点 所 代表 的 方块 ， 对 于 单 输入 单 输 
出 连通 图 所 表示 的 系统 的 性 能 是 无 所 供 献 的 。 所 以 我 们 只 考虑 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 的 可 
测 组 包括 这 个 单 输入 单 输出 连通 图 中 所 有 的 点 。 

设 一 个 从 二 到 j 的 单 输入 单 输出 连通 图， 它 的 输入 点 为 i， 它 的 输出 点 为 j 。 

下 面 我 们 首先 研究 测试 点 与 有 向 裁 制 组 的 关系 。 
定理 14 一 2 : 设 G 是 从 ;到 j 的 一 个 单 输 入 单 输出 连通 图 ， 假 定 S(e) 是 一 个 分 并 和 j 并 
含有 边 。 的 有 向 裁 割 组 。 设 E 和 g: 是 从 G 中 删除 S(e) 中 所 有 边 后 所 得 到 的 两 个 部 分 。 那么 
V(ixe’)=V (g) 和 和 V (e” x 1)=V (gs)。 

证 ， 设 ?是 g; 的 一 个 点 。 假 设 有 一 个 Me- x 站 型 的 连通 有 向 寻 图 ， 它 含有 点 p。 那 么 
因 S(e ) 中 至 少 有 一 条 边 的 定向 是 从 矿 (g;) 中 的 一 个 点 到 玉 (gD 中 的 一 个 点 的 ，S te) 不 是 一 
个 有 向 截 割 组 。 所 以 没有 一 个 M (ex 了 ) 型 的 有 向 好 图 含有 天 人 g) 中 的 一 个 点 。 

假使 ?不 在 任何 MM( i x e') 型 的 连通 有 向 衣 图 中 。 设 ,是 所 有 点 的 一 个 点 组 ， 这 样 对 
于 在 ,中 的 任何 点 vo ”， 在 g 中 就 有 一 条 从 Pp 到 v 的 有 向 路 径 。 因 为 F( i x j ) 含 有 点 p， 就 
没有 一 个 (Ci x e') 型 的 有 向 寻 图 通过 这 ,中 的 点 v'。 注 意 点 v(e*) 不 在 了 ,之 中 。 我 们 也 可 
以 知道 点 1 不 在 玉 , 之 中 。 设 想 有 一 个 截 割 组 97(e) 

Se)=E{YV (OV x (Or U EV eI Or 
x[V (sg)OV,.)} (14— 4) 

因为 SCe) 是 一 个 有 向 裁 出 组 ，E[ 六 81) x VCg1) 是 空 的 ,所 以 E{V (B81) x [VCg1) Vs} 是 
空 的 。 在 ;中 的 一 个 点 vu' 与 [YY (g1) 人 Sb) 中 的 一 个 点 vu" 之 间 所 连接 的 一 条 边 的 定向 不 会 是 
从 vb’ 到 uv” 的。 这 是 因为 如 果 是 这 样 的 话 ，w" 就 一 定 在 ,之 中 。 所 以 B{V 。x [V (gDeV ,3} 
是 空 的 。 同 样 B{CY (gOV 中 x[V (g1)OV oj} 也 是 空 的 。 这 就 是 说 S'(e) 是 分 并 i 和 j 的 
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一 个 有 向 截 割 组 ， 这 是 一 个 矛盾 。 因 为 根据 假定 只 有 'S(e) 是 含有 边 e 的 让 向 截 割 组 。 四 为 
点 王 一 定 在 至 少 一 个 (Ci xe') 型 连通 有 向 村 图 中 。 同 样 ， 我 们 可 以 政 含 ,中 的 一 个 点 证 明 
这 个 定理 是 正确 的 。 量 

当 有 一 个 以 上 的 含有 边 。 并 分 开 主 和 了 的 有 向 截 齐 组 时 ， 下 面 定理 是 适用 的 。 
定理 14 一 5， 设 G 是 从 i 到 j 的 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 。 候 使 在 所 有 分 开 i 和 i 的 有 向 稚 
割 组 Si(e)，S2te)，…。Sxte) 中 是 含有 边 。 的 ， 那 么 VC i xe?)=V(g) 和 Vt{e x 门 
(ga; ， 其 中 g: 和 gs 是 从 忆 中 删除 Si(e)，Ss(e)，-…，Sx(e) 中 有 所有 边 后 所 得 到 的 两 个 部 
分 。 

证 ， 对 于 g, 和 g: 中 任何 点 欧 证 明正 像 定 理 14 一 2 的 证 明 一 样 ， 所 以 我 们 只 带 要 证 明 有 既 不 
在 g1 中 又 不 在 g: 中 的 任何 点 不 会 在 广 ( 1 x e 中 或 刻 (e x 门 中 。 设 想 一 个 子 加 gs 是 在 删除 
和 gs 中 所 有 点 以 及 连接 到 这 些 点 的 所 有 边 得 到 的 。 

我 们 可 以 容易 地 知道 ， 在 S,(e)，Sa(e)，…，Safe) 中 只 有 两 个 戴 制 组 ， 在 惑 除 了 这 
两 个 哉 割 组 的 访 有 边 后 会 得 到 3 个 子 图 gr gt 和 gs。 设 这 两 个 哉 割 组 是 SCe) 和 SCe)。 再 
设 v /是 gs 中 的 一 个 点 。 恕 果 u 是 在 (5 x e) 型 的 一 个 连接 有 向 允 较 中， 那么 Sie) 和 
Su(e? 两 者 之 中 就 有 一 个 不 是 有 向 稚 割 组 ， 因 此 "不 能 在 村 Cx e 7] 型 的 任何 一 今 连通 有 向 
形 图 中 。 同 样 ， 我 们 可 以 证 明 uw “不 能 在 任何 一 个 时 (ex j) 型 的 连通 有 向 好 图 中 。 因 此 这 
个 定理 是 正确 的 。 量 

在 定理 14 一 3 的 证 明 中 ， 我 们 用 两 个 有 向 礁 割 组 S$,(e) 和 5S,(e)， 使 在 删除 这 两 个 截 害 
组 中 也有 边 后 得 到 gt:、 名 和 &3。 我 们 说 这 两 个 有 向 截 制 组 $ ,Ke} 和 5 .Le} 由 边 < 村 盖 ， 或 者 
说 边 。 履 盖 了 S,(e) 和 Ss(e)。 当 像 定 理 14 一 1 中 只 有 一 个 茂 割 组 S(e ) 时 ， 我们 就 说 边 e 
权益 有 向 截 制 组 S( e )。 枚 盖 的 正式 定义 为 ， 

妇 果 一 个 有 人 截 钢 组 3 是 分 开 ; 和 i 县 含有 边 。 的 难 一 蕉 贿 组 ， 那 么 边 。 叫 作 杷 盖 着 
S。 当 且 仅 当 《1》 有 向 截 市 组 S: 一 瑟 (，x 产 ) 和 Sa= 五 (六 sx 天 分开 1 和 1 (2)》 5S， 
和 3: 含 有 边 e， 和 《3 ) 其 它 任何 一 个 分 并 1 和 / 旦 含有 巡 e 的 截 制 组 S = 己 (,x 天 ) 满 
足下 列 条 性 ; 

NV ID ON (14— 5) 
时 ， 边 。 覆盖 着 5, 和 5S。 

例 14 一 4 长 14 一 6(a) 中 有 一 个 从 1 到 5 的 单 输入 单 输出 连通 图 。 5(5) 是 分 开 1 和 
6 县 省 有 边 5 的 哈 一 有 向 截 草 组 。 所 以 过 覆盖 有 向 截 割 组 S(8 )。 删 除 555》 中 所 有 这 后 ， 
我 们 得 到 g, 和 g, 如 图 《&) 斯 示 。 因 此 V(x6)=V(lg) 和 V6 x6)= VE), SA 
Sth) 和 Ss,(R) 是 分 开 点 二 和 6 且 含有 边 疡 的 所 有 有 向 截 官 组。 由 图 〈a ) 可 见 

SN 了 一 已 (7 ,x )= El,2,4)x(1,2,D} 
SH)=EV xP) E12.3,4,5)xT, 3,3.4,5} 
Ss =EV ,xP)= E10,2,3,4) x (T,2.3,4} 
所 以 
A UY = 40 O = ,23,07 DA NT ,= ,2,4} 
因此 边 覆 盖 着 S.Ch) 和 5S:(#)。 子 图 8/，zz 和 gs 她 如 《< ) 所 示 。 
注意 ; VOxE') = (gO Ch x 6) =V (go) 
定理 14 一 2 和 14 一 3 的 道 定理 也 是 正确 的 。 
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图 14 一 6 


定理 14 一 4 ， 设 G 是 从 袜 到 j 的 一 个 单 输入 单 输 出 连通 图 。 设 ixe') 和 VV(e <】 为 可 
测 组 。 如 果 P(i x em) 人 (ex 了) 二 p， 那 么 就 会 有 一 个 含有 边 的 有 向 截 寡 组 Sle) 和 
S'(ey， 使 P(g 二 PP(i xet) 和 FF(ED=V(e x 了)， 其 中 
S(e)=E{y (g) x Fle)} 
SS‘(e)—E{r (eg) XV e)} 

证 有 一 个 边 组 二 {V(x er) xPOIXe7)} 如 图 14 一 7? 所 示 。 如 果 边 6 不 在 S 中 ， 
那么 广 ( i x e*) 含 有 点 v(e )。 既 然 根据 候 定 ， 屎 (ex 门 含有 点 ve )})， 我 们 及 (i xe*) 
站 (ex 站 = 而 所 以 边 e 一 定 是 在 S 之 中 。 设 S$ 一 (bi，b,，…，5。，。)。 假 定 S 不 是 一 
个 有 向 截 割 组 ， 那 么 至 少 有 一 条 边 ， 比 如 说 边 51 钓 定向 是 从 Ve” x 了) 中 的 一 个 点 (6*) 到 
VE x e*) 中 芍 一 个 点 v(81) 的 。 由 于 下 列 诸 理由 这 是 不 可 能 的 。 

(一 ) 因 为 "(5D 是 在 (i x e*) 之 中 ， 所 以 至 少 有 一 个 含有 点 0057) 的 村 Ci xe*) 型 
询 连 通 有 向 村 图 。 

《二 ) 因为 G 是 一 个 从 i 到 的 单 输入 单 输出 连通 图 ， 所 以 至 少 有 一 条 从 i 到 u《bi) 的 
有 问 略 径 。 . 

(三 ) 因此 有 一 条 从 i 到 vle*) 号 含有 边 5 的 有 向 路 名。 这 就 是 说 v15*) 一 定 是 在 
(ix e'*) 之 中 。 这 是 矛盾 的 。 换 名 话说 ，S 是 一 个 含有 边 。 的 有 向 鹤 宙 级 。 而且， 其 除 S 
中 所 有 边 后 将 会 给 出 一 个 部 分 g.， 它 包含 ECF Ci xe') xVte” x 了) 中 的 那些 边 ,局 样 ,我 
们 可 以 用 Ce- x 了 ) 汪 明 有 一 个 有 向 截 割 组 S'(e)。 

如 果 在 定理 14 一 4 路 (7 x e*) 几 VCe x j)=$ 的 条 件 不 能 满足 ， 那 么 下 一 定理 示 出 
不 会 有 一 个 含有 边 。 的 分 开 :和 j 饮 有 向 截 害 组- 
定理 14 一 5: 设 G 是 一 个 从 :到 了 的 单 输入 单 输出 连通 图 。 候 使 可 测 组 VY(f xe') 和 天 (e 
x 了) 有 下 列 特 性 : 

Viixe)NVie x 7)=¢ 
那么 就 不 存在 含有 过 e 的 分 开 ; 和 1 饮 有 向 截 割 组 。 

证 ， 设 ?是 在 (fF xe”) 入 te x 门 中 的 一 个 公共 点 ， 那 么 就 存在 着 一 个 合 有 点 v 的 
放 C i x e') 型 的 连通 有 向 时 图 ， 也 存在 着 一 个 合 有 点 ”的 履 (e- x j) 型 的 巡 通 有 向 M 图 ， 
如 图 14 一 8 所 示 。 所 以 存在 着 一 条 含有 边 。 的 有 向 路 径 。 因 此 就 没有 含有 边 e 的 有 向 截 割 
组 .上 

一 个 重要 河 题 是 如 何 选 择 些 边 使 把 测试 点 指定 给 这 贱 边 时 ， 可 以 达到 1 -分 辩 率 。 为 了 
了 解 这 个 问题 ， 先 对 几 个 术语 下 定义 。 
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对 于 一 个 边 组 五 ， 所 谓 在 巨 下 的 可 测 组 是 指 当 我 们 把 测试 点 指定 给 五 中 所 有 边 时 的 所 有 
可 部 的 可 测 组 。 
所 谓 一 个 从 到 了 抱 单 输入 单 输出 连通 图 在 边 组 忌 下 是 工 -可 大 的 是 指 当 副 试点 指定 给 
吾 中 每 一 条 演 蛙 。 在 巨 下 的 那些 可 测 组 将 是 1 -可 分 辨 的 。 
例如 图 14 一 6 中 的 一 个 从 点 1 到 6 的 单 输入 单 输出 连通 图 C 中， 假使 边 组 包括 边 2 和 
hh， 闭 么 在 EE 下 的 可 测 组 为 
Vlxa)=(1) 
Vla x 6)=(3,5,6) 
VOL x)={1,2.,4) 
Vilh x6)=(6) 
Va xh)=® 
A 
因为 点 3 和 5 对 这 些 可 测 组 来 讲 ， 都 在 刀 ~ 划 分 的 一 个 组 中 ， 所 以 GG 不 是 1 -本 辨 的 。 
下 面 一 个 定理 给 出 不 能 达到 1 -分 辩 率 的 边 组 E 的 一 个 条 件 。 
定理 14 一 6， 设 G 是 从 i 到 j 约 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 ， 又 设 巨 是 一 个 边 组 ， 和 {S} 是 玉 
的 那些 边 覆 盖 下 的 所 有 有 宙 淮 割 组 的 一 个 集体 。 那 么 如 果 在 @ 中 存在 着 一 条 边 不 在 {S} 中 任 
何 一 个 有 向 截 氟 组 闪 话 ， 在 巨 下 G 不 是 1- 可 分 辨 的 。 
证 ， 情况 一 ， 候 使 有 一 对 可 测 组 ， 而 (7 x 09 站 六 ( 扩 x 了) 一 上 那么 根据 定理 14 一 
5 就 有 一 个 含有 边 5 的 有 宿 面 路 C。 我 们 可 以 知道 如 果 C 中 任何 一 条 边 是 在 MC i x e!) 或 
好 (ex 了) 型 芍 一 个 连通 有 商 好 图 中 的 话 。 那 么 就 有 另 一 个 同型 的 连通 有 向 并 图 含有 C 中 
所 有 边 ， 共 中 e 是 巨 中 的 一 条 边 。 所 以 或 省 是 属于 的 所 有 点 都 在 一 个 可 浏 组 中 ， 或 者 属于 
亿 的 那些 点 没有 一 点 是 在 一 个 可 测 组 中 。 因 此 在 五 下 对 于 一 些 可 济 组 吃 - 划 分 中 的 一 个 组 含 
有 略 于 C 的 所 有 虚 ， 并 且 G@ 在 五 下 不 是 1- 可 分 辩 的 。 因 为 C 中 的 那些 边 不 能 在 任何 一 个 有 向 
截 制 组 中 ， 所 必 这 个 定理 在 情况 一 是 正确 的 。 
情况 二 ， 假 使 于 于 七 中 每 各 边 。，V(i xe?) (NV(e- x j) 一 8$。 设 {S} 是 有 向 蕉 割 组 
S54，32…，5, 的 一 个 集体。 又 设 5, 二 瑟 (, x 六 )，P 一 1，2，…，m。 良 所 定理 14 一 4 
对 于 任何 一 个 可 测 组 F( i x e*) 和 六 (e- x j )， 在 {S} 中 有 一 个 有 向 裁 制 组 5,， 而 V(e x 
j ) = 六 .。 因 为 至 少 一 条 边 ， 敬 如 说 边 8 不 在 {S} 中 的 任何 一 个 有 向 截 宙 组 中 ， 点 0(5*) 和 
vb”) 两 者 一 定 或 者 都 在 ,之 中 ， 或 者 都 在 玉 之 中 ，P 了 = 1 ，2，,…， 员 。 所 以 没有 一 个 
可 济 组 含有 两 者 之 一 ， 即 v《5*) 或 (57)。 因 此 在 有 的 可 测 组 的 集体 的 情操 下 ， 在 刀 - 划 分 


“286。 


的 一 个 组 中 如 果 含 有 v8")， 也 将 含有 v8')。 所 以 根据 -分辨 率 的 定义 ，G 在 饭 下 不 是 1- 
可 分 辨 的 。 区 

全 14 一 5 在 图 14 一 9 中 有 一 个 从 点 1 到 5 的 单 给 入 单 输出 连通 图 。 假 使 = (a,6)， 
那么 5S 包括， 


S,=E{(1)x (1)} 

Ss=E{(1,2) x (1,2)} 

Ss=E{(l,2,3,4) x 11,2,3,4)} 
注意 裁 制 组 S, 由 边 4。 覆盖， 截 制 组 $, 和 Ss 由 边 5 所 尺 盖 。 因 为 边 。 不 在 {S} 中 任何 一 个 有 
向 截 审 组 之 中 ，G 在 歼 下 不 是 1- 可 分 辨 的 。 为 了 检查 这 个 结果 ， 我 们 首先 机 得 到 所 有 可 能 的 
非 零 可 测 组 ， 

V(x5)=(1,2,3,4,5) 

V(xa)=(1) 

Vla x5)=(2,3,4,5) 

VOUx6)=(,2) 

V(b x5)=(5) 

Vla xb’)=(2) 
从 这 些 可 测 组 中 ， 我 们 可 以 得 到 妃 -划分 如 下 : 

VaUxDNTAxad Nye x NFOxO (ye x5)N 
Va X87)—(1,2,3,4,5) (2,3,4,5) 1 (2,3,4,5) /1 (3,4,5) 
M1,2,3,4) /1 (1,3,4,5) = (3,4) 
因此 在 直下 ，G 不 是 1- 可 分 辨 的 。 
定理 14 一 6 表明 如 果 有 一 条 边 不 在 1.S} 中 的 一 个 堆 割 组 中 的 话 ， 一 个 单 输入 单 输出 连通 

锐 G 不 是 !- 可 分 辨 的 。 如 果 每 条 边 是 在 {S } 中 的 一 个 规制 组 中 ， 那 么 G 是 否 是 1- 可 分辨 的 
呢 ? 答案 一 般 是 否定 的 。 一 个 例子 是 岁 14 一 -10 中 的 单 输入 单 输出 连通 图 G， 其 中 巨 =(a)， 
就 是 说 ，{ 3 } 包 括 S, 和 S: 含 有 G 中 的 所 有 边 。 


图 14 一 9 图 14 一 19 
可 是 ， 可 测 组 为 ， 
V(xd)=(,2,3,4) 
V(xo)=(1) 
Va xd)=(4) 
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因此 在 这 些 可 测 组 中 ， 点 2 和 3 都 在 一 个 让 -划分 中 的 一 个 组 中 ， 就 是 说 在 下 忆 不 是 1- 可 
分 辩 的 。 

进一步 研究 可 测 组 可 能 局 发 我 们 关于 1- 分 辩 率 的 问题 。 
定理 14 一 8 ,- 设 局 是 一 个 从 i 到 j 的 单 答 入 单 往 出 连通 网， 瑟 是 一 个 边 组 ， 设 1 洲 } 蜡 身手 对 
琴 中 记 有 边 措 定 了 钢 试点 后 所 产生 的 所有 可 测 组 的 一 个 集体 。 那 么 当 且 仅 当 对 于 局 中 每 一 对 
点 4, 和 v, 有 一 个 可 测 组 VY 亏 { 世 }， 和 信 只 含有 v. 或 0, 但 不 是 两 者 时 ， 忆 在 下 是 1- 可 分 辨 
的 。 

证 设 06，#+.，.“，vc 是 G 中 的 所 有 点 ， 青 设想 一 个 点 5， 那么 对 于 忆 中 另 一 个 点 vr 有 
一 个 可 测 组 ,二 Ef}, 且 ts 只 含有 v, 或 w:, 但 不 是 两 者 。 因 为 这 对 于 局 中 所 有 点 是 正 殉 的 ， 
在 忆 下 就 在 在 着 品 - 划 分 中 的 一 个 组 六 有 下 列 关系 : 

DP NF.N ee, MNP, = 

而 且 ， 这 对 于 台中 督 个 点 都 是 正确 的 。 因 此 一 个 万 -划分 中 每 一 个 非 誉 组 包括 一 个 点 ， 根据 
定义 ， 它 是 1- 可 分 辩 的 。 

相反 ， 如 果 全 在 至 下 是 1- 可 分 辨 的， 那么 一 个 厂 - 划 分 中 全 一 个 非 零 组 包括 一 个 点 ， 所 
以 对 手 一 对 点 v, 和 v,， 在 E 下 在 一 个 局- 划分 中 有 一 个 组 依 ， 它 包括 vy,， 其 中 

D=F, NN (14—6) 

其 由 一 定 有 户 ， (1 坊 7? 之 wm) 只 含 有 ?, 或 ,但 不 是 两 者 。 因 此 在 { 户 } 中 有 一 个 可 测 组 7.， 
室 只 含有 4. 或 ,但 不 是 两 者 。 

置 为 得 到 一 个 分 开 -i 和 并 且 由 五 中 的 那些 边 所 覆盖 的 所 有 可 能 的 有 向 截 制 组 的 一 个 集 
体 {5} 比 得 到 记 有 可 能 的 可 测 组 的 一 个 集体 {了 了} 为 较 容易 ， 所 以 我 们 把 定 理 14 一 7 另行 陈述 
如 下 ， 
定理 14 一 8 ， 没 G 是 从 庆 到 j 的 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 ， 和 已 是 一 个 边 组 。 设 {3 } 是 分 开 
i 和 j 并 及 由 5 中 那些 边 所 权益 的 所 有 可 能 的 有 向 截 割 组 的 一 个 集体 。 污 且 仅 当 对 于 任何 一 
对 点 v, 和 +, 存在 着 {5S} 中 将 一 个 有 向 截 割 组 分 开 v, 和 vw, 时 ， 忆 在 EE 下 是 1- 可 分 辨 的 。 

证 ， 从 征召 14 一 7 我 们 得 到 ， 当 且 仅 当 对 于 和 纤 何 一 对 点 w, 和 "存在 着 一 个 可 测 组 扩 ， 它 
只 食 有 vw. 或 0 .但 不 是 责 老 财 ， 人 局 基 t- 可 分 狼 的 。 从 定理 14 一 2 和 14 一 3 可 知 、 一 个 可 测 组 了 
可 以 下 达 为 VY(g’)。 如 果 广 (i x ey fy(e- xj) 二 gH 时 ，g' 是 在 删除 在 {5} 中 的 一 个 有 应 
截 基 组 中 所 有 边 后 所 得 到 的 两 部 分 之 一 。 并 且 明 显 地 ，v, 和 J, 中 之 一 是 在 广 (g } 之 中 ， 而 另 
一 个 是 在 瑚 区 站 之 中 。 所 以 我 们 只 要 证 明 V (i xe*) 个 VCe-x 站 )=# 对 E 中 所 有 边 都 兹 满 
足 。 

根据 定理 14 一 5， 如果 (i x e*) 由 V(e” x 了)=$， 那 么 在 {5S} 中 没有 一 个 有 向 截 害 
组 含有 边 。。 另 一 方面 ， 柜 据 在 这 个 定理 中 所 做 的 假定 ， 在 {5} 中 有 一 个 级 S 分 开 边 。 的 端 
点 we 和 和 u(e )。 记 以 S 是 一 个 含有 边 e 的 有 向 截 制 组 。 因 此 (ixe) 人 Vle xj)=$ 
这 一 冬 件 一 定 满足 巨 中 每 一 条 近 。 这 就 证 明了 这 个 定理 的 必要 部 分 。 很 明显 ， 这 个 定理 的 充 
分 部 分 是 从 定理 14 一 7 而 来 的 。 时 

要 找 出 每 一 对 点 是 否 能 由 {15} 中 的 一 个 有 向 截 制 组 所 分 开 不 是 一 件 容易 的 工作 。 轨 此 我 
们 先 找 村 一 个 单 输 入 单 输出 连通 图 在 五 下 是 1- 可 分 辩 的 一 个 比较 简单 些 的 必要 和 充分 冬 件 。 
我 们 首先 研究 图 中 各 点 的 次 训 关 系 。 

邦 果 从 5 -到 5 -没有 有 名 路径 的 话 ，+ -和 "这 两 个 点 的 次 序 排 成 br>>v:。 例如 在 图 1 一 9 
的 单 输入 六 输出 连通 图 中 ， 各 点 的 次 序 为 ; 
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IT>2>4>3>5 

有 了 这 个 各 点 次 序 关 系 的 定义 ， 我 们 可 入 前 述 下 面 一 些 定理 。 
定理 14 一 9 ， 设 G 是 一 个 从 "到 ,的 单 输入 单 输出 连通 图 ， 它 包括 点 up zz。，…， se 如 果 
G 中 没有 有 问 回 有 路， 那么 所 有 连接 到 4, 的 那些 边 的 定向 是 出 容 v; 的 ， 而 所 有 过 接 到 4, 的 那 党 
边 的 定向 是 朝向 ,的 。 

证 ,因为 我 们 只 考 碟 从 5 到 ”的 一 个 单 答 入 单 输出 连通 图 ， 它 有 一 个 特性 ， 就 是 可 测 组 
YCw ,x 9,) 会 有 这 个 图 中 所 有 的 点 ， 所 以 就 有 一 条 从 v, 到 GG 中 任何 点 的 有 向 路 径 。 因 此 所 有 
连接 到 v1 的 那些 边 的 定 洁 一 定 是 出 自 v, 钓 。 这 样 在 G 中 才 不 致 有 有 向 回路 。 同 樟 。 所 有 连接 
到 *, 的 那些 边 的 定 训 一定 是 训 疝 u, 的 ， 这 样 G 就 没有 有 向 回 路 。 
定理 14 一 10， 设 G 是 一 个 从 v, 到 v, 的 单 输 入 单 输出 连通 图 , 它 包括 点 2,，v..“ ov。 假使 G 中 
没有 有 有 向 回路 ， 那 么 G 中 各 点 可 以 按 次 序 排列 的 。 

证 ， 对 于 n = 2 ， 这 个 定理 很 清楚 地 是 正确 的 。 候 使 这 个 定理 对 于 + 一 也 是 正确 的 ， 
那么 对 于 = 并 十 1， 我 们 可 以 从 个 中 删除 点 25.:， 以 及 崭 除 连接 到 5;,: 的 所 有 边 而 组 成 一 
个 有 向 图 gE 。 设 v0;。24-1，…，v4s-o 是 g 中 约 一 些 点 ,所 有 连接 到 这 些 点 的 定向 是 瘟 向 这 些 点 
的 。 对 于 了 = 0 ，&g 是 一 个 从 v1: 到 vw 的 单 输入 单 输出 连通 图 。 因 此 根据 假定 ， 所 有 在 g 中 的 
那些 点 是 可 以 排列 次 序 如 50,># 沁 …>v4 的 ,所 慨 如 沁 03>…ve> v4 是 所 需要 的 一 个 次 序 。 

对 于 了 之 1, :我们 在 g 中 插入 一 些 边 女 .,y;，… ,Vo 其 中 y, 是 从 v，- ,连接 到 Jy, 的 一 条 边 ， 
如 图 14 一 11 帝 示 。 这 个 修改 过 的 有 沿 图 是 一 个 从 v1 到 4, 的 单 输入 草 输 出 连通 图。 因此 它 与 前 
图 完全 相同 ， 所 以 在 个 中 连同 5,#。,… ,ys 各 点 是 可 以 依次 序 排列 的 。 当 芝 y1,y:,…1y: 油 除 
后 ， 各 点 的 次 序 关 系 依然 能 够 满足 。 因 此 这 个 定 多 是 正确 的 。 | 

有 了 各 点 的 次 序 关系 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 没有 有 向 回路 的 单 输入 单 输出 连通 图 的 下 列 一 
个 特性 。 
定理 14 一 11。 设 G 是 一 个 从 凡 到 ", 的 单 输入 单 输出 连通 图 ， 它 包括 "个 点 面 不 含有 有 向 回 
路 。 那 么 它 就 有 "一 1 个 线性 无 关 的 有 员 截 制 组 ， 它 们 分 开 u 和? 

证 ， 设 z >t>…>t, 是 根据 定 通 14 一 9 的 各 点 次 序 ， 那 么 截 荐 组 5 

5,= Elvi 0,) x Cv, 3,))] 
是 一 个 分 开 # ,和 wv, 的 有 向 截 制 组 ，r = 1 ，2，…，*# 一 1。 这 些 截 割 组 明显 地 是 线性 无 次 
的 。 上 
例 14 一 6 图 14 一 12 中 有 一 个 从 点 1 到 € 的 单 输入 单 输出 连通 图 ， 各 点 次 序 为 1 > 2 > 
3>4>5>6。5 个 线性 无 关 有 向 截 割 组 为 : 
Si=E{(D) x (2,3,4,5.6)}= {a,b) 
S:= El(1,2) x (3,4,5,6)}= (0,c.ey 
S,=Et{(1,2,3) x (4,5,6);= a,e) 
Ss=E{(12,3,4 x {5,6}= (4d,f, 
Ss=E{(1,2,3,4,5) x £6)}= {9,8) 
注意 当 有 有 疝 回 路 时 ， 所 有 各 点 不 能 依次 序 排列 。 如 果 从 v0, 到 vw, 和 从 5, 到 v, 都 没有 有 向 回路 
时 ， 各 点 的 排列 次 序 就 不 是 唯一 的 。 例 如 ， 图 14 一 12 中 的 单 输入 单 输出 连通 图 的 另 一 种 各 点 
次 序 为 1>2>4 之 3 之 5>>6。 

应 用 下 一 定理 可 能 得 到 各 丰 的 排列 砍 序 与 1- 分 辩 府 的 关系 。 

定理 34 一 12， 设 G 是 一 个 从 庆 到 7 的 单 输入 单 输出 连通 图 , 它 育 4 个 点 , 设 S= ECV px 六 》 
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是 一 个 分 开 i 和 的 有 向 截 撞 组 ,P 二 1,2,…，# 一 1。 概 馈 S,，5s,"…， 信 ,1 是 线性 无 关 
的 。 那 么 对 于 忆 中 任何 一 对 点 #, 和 v0, 就 有 5,(1 志 7 去 1 一 1) 把 它们 分 开 。 


图 一 11 图 4 一 12 


证 ， 报 馈 有 一 对 点 v, 和 ,它们 不 能 由 S1,5:,… .5S,-, 中 任何 一 组 所 分 开 。 那么 +, 和 v0, 两 
者 或 首都 在 ,中 ， 或 省 都 在 玉 ; 中 ， 了 二] ，2，*…，7 一 1。 把 v, 和 vs 合并 ， 我 们 得 到 一 
个 新 的 让 向 图 G!。G :的 5,，S,,…,5,-, 很 清楚 是 与 的 那些 截 制 组 相同 的。 因此 5S,，S;， 
…，S,1 是 号 性 无 关 的 。 可 是 G! 只 有 nn 一 1 个 点 。 所 以 不 会 有 4 - 2 个 以 上 的 线性 无 关 截 
敌 组 的 。 因 此 在 G 中 是 没有 这 样 一 对 点 的 。 

有 了 这 些 结果 ， 我 们 可 以 下 到 1- 分 状 素 这 个 问题 上 来 了 。 
定理 14 一 18， 设 G 是 一 个 从 ; 到 /的 单 输入 单 输出 连通 图 ， 其 中 没有 有 向 回路 。 候 使 各 点 的 
排列 次 序 是 唯一 的 ， 那 么 当 且 仅 当 边 组 五 中 那些 组 枝 盖 着 分 开 i 
和 := 的 所 有 线性 无 关 有 癌 鹤 割 伍 时 ，G 在 EE 下 是 1- 可 分 咕 的 。 

证 ,因为 各 点 的 排序 次 序 是 唯一 的 ， 确 定 着 分 开 i 和 的 屠 
些 线 狂 无 关 截 制 组 也 是 唯一 的 。 如 果 这 些 有 疝 截 割 组 中 任何 一 组 
不 能 由 EF 中 那些 边 所 礁 益 ， 那 么 图 中 就 有 些 点 不 能 由 E 的 那些 边 
所 覆盖 的 那些 截 制 组 中 任何 一 给 所 分 开 。 因 此 根据 定理 14 一 8 
在 已 下 G 不 是 1- 可 分 辩 的 。 这 是 与 候 定 相 了 矛盾 的 。 这 个 定理 的 道 
也 可 以 用 与 假定 相 矛 导 的 道理 来 征明 的 。 

例 14 一 7 邮 14 一 13 中 有 一 个 从 点 工 到 的 单 输入 单 输出 过 
通 图 ,因为 这 个 图 中 各 点 的 排列 次 序 是 哈 一 的 ,分 开工 和 6 的 那些 蜂王 
线 狂 无 关 有 癌 截 制 组 是 S,，39。，S: 3 和 Se， 如 图 14 一 13 所 示 。 根 据 定理 14 一 13， 为 了 使 
这 个 单 输入 单 输出 连通 图 在 万 下 是 1- 可 分 汰 的 。 我 们 一 定 在 组 EE 中 选择 些 边 合 这 些 边 覆 盖 所 
有 这 些 有 问 裁 制 组 。 例 如 ， 组 巨 可 以 是 (a，qd，9) 。 

现在 我 们 吉 出 来 了 分 开 ; 和 /的 x 一 1 个 线性 无 关 有 疝 截 审 组 对 于 1- 分 辩 率 的 重要 性 
了 。 如 果 G 在 某 个 边 组 巨 下 是 1- 可 分 辨 的 ， 是 否 在 一 个 单 输入 单 痊 出 连通 图 G 中 从 到/ 有 
+n 一 1 个 分 开 i 和 的 线 仁 无 关 有 向 截 轴 组 呢 ? 答案 是 “是 ”的 。 下 一 定理 给 出 一 个 理由 。 
注意 由 定理 14 一 10 知 道 ， 如 果 G 设 有 有 问 回路 ， 分 开 i 和 j 的 有 x 一 1 个 线性 无 关 有 向 截 割 
组 。 
定理 14 一 14， 在 一 个 从 ; 到 7 的 单 输入 单 输 出 连通 图 中 ， 一 个 有 疝 回路 中 的 顶点 是 不 可 分 辩 
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证 ， 因 为 一 个 有 向 岂 芍 中 的 那些 过 不 可 能 包括 在 一 个 有 向 截 制 组 中 ， 所 以 在 一 个 有 向 四 
路 中 的 那些 点 不 能 用 一 售 有 血 截 割 组 来 分 开 和 的 。 因 此 根据 害 理 14 一 8， 这 个 定理 是 正确 
的 。 | 
根据 这 个 定理 ， 如 果 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 中 有 一 个 有 向 回路 ， 这 个 图 奔 一 个 边 组 已 
下 不 可 能 是 -可 分 状 的 。 因 此 我 们 可 以 说 一 个 从 :到 j 的 -可 分 辩 的 单 输入 单 输出 连 朋 图 会 
有 ?一 工 个 分开 ;i 和 7 的 线性 无 向 有 向 截 齐 组 。 
当 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 由 的 点 的 排列 次 序 是 唯一 的 ， 定 理 14 一 13 就 给 出 了 一 个 二 分 
次 率 的 简单 的 必要 和 充分 条 件 。 假 使 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 中 的 点 的 排列 次 序 丰 是 唯一 
的 ， 那 么 让 组 电 中 的 那些 边 所 覆盖 的 一 1 个 线性 无 关 有 向 城市 组 成 为 一 个 充分 的 但 不 是 必 
要 的 条 件 了 。 
定理 14 一 15， 误 G 是 一 个 从 到 了 的 有 个 点 的 单 输入 单 输出 连通 图 。 如 果 分 开 ;i 和 了 的 
n 一 1 个 线性 无 闫 有 向 截 制 组 由 组 E 的 那些 边 所 覆盖 欧 话 ， 那 么 GC 在 组 下 是 1- 可 分 辨 的 。 
这 个 定理 的 还 明 是 直 搁 外 定理 14 一 12 而 来 的 。 为 了 显 孙 上 述 条 件 不 是 必要 竟 ， 设 想 有 一 
个 从 i 到 六 的 单 输入 单 输出 连通 图 如 图 14 一 14 所 示 。 一 个 边 级 E 选 为 FE=(a，65，5)。 一 
个 分 并 i 和 j 的 由 区 的 各 边 所 覆盖 的 有 向 戴 割 组 集体 {S}， 包 插 S,，S;，Ss 和 5,: 
Si=(d,e,f,0)= {Cr ts, ds) x vs us, D0 人] 
Ss= (gh BR, = FP{i te) x (Va, 08, v0,7)} 
Ss={ m,n,c)=BE{, v3 Vs v0) x Co Vs vv, DF 
Seqb,c) = El vv av dd) x (7} 
注意 5, 和 SS, 出 边 a 所 覆盖 ，.9: 和 9, 由 边 绅 所 覆盖 ，S: 和 54 由 边 = 所 覆盖 。 因 为 任 铅 两 个 点 
由 这 4 个 有 抽 鹤 戎 组 中 的 一 个 组 所 分 开 ， 根 据 定理 14 一 7 这 个 单 窒 入 单 答 出 连通 图 在 E 下 是 
1 可 分 准 的 。 可 是 集体 {S] 不 包括 所 有 分 开 ; 和 ;的 线性 无 关 有 向 城山 组 。 而 且 也 很 寅 楚 。 
五 守 那 些 边 也 不 材 盖 所 有 分 开 和 ; 的 线性 无 关 有 向 截 制 组 。 
当 边 组 EE 是 一 个 有 向 鹤 制 组 ， 对 于 二 分 辩 率 的 一 个 条 御 由 下 一 定理 所 六 时 就 变 得 根 简 单 
Y。 
定理 14 一 16: 设 G 是 从 荆 到 j 的 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 。 假 使 一 个 边 组 EE 是 G 中 分 开 i 和 
7 的 一 售 有 向 截 割 组 。 当 且 仅 当 侣 的 每 一 条 边 是 在 {S} 中 的 一 个 截 逢 组 ， 而 {S} 是 分 开 i 和 
了 隐 击 万 中 那些 边 所 覆盖 的 所 有 有 向 截 胡 组 的 一 个 集体 时 ，CG 在 玉 下 是 1- 可 分 辨 的 。 
证 ， 假 使 G 在 到 下 是 1- 可 分 辨 的 ， 那 么 定理 14 一 ? 说 G 中 每 每 边 是 在 {5S} 中 的 一 个 截 宙 
组 中 时 ，G 在 E 下 是 1- 订 分 辨 的 。 - 
殷 炙 避 在 下 不 是 二 可 分 辨 的 ， 避 么 至 少 有 一 个 含有 一 个 点 岂 上 的 点 组 六;， 其 中 的 那些 
点 不 能 由 {.S } 中 的 任何 一 个 截 市 组 记分 开 。 另 一 方 而， 等 条 边 至 少 在 tS} 中 的 一 全 有 向 项 
割 组 中 。 所 以 在 广 :中 那些 点 之 间 不 会 有 相连 接 的 边 ， 为 了 要 有 这 样 的 一 个 组 六 ,在 {5} 
中 一 定 有 两 个 有 疝 粮 制 组 5S,=ECY ,x 站,) 和 S,=EWV,x 了 六 ,)， 而 且 是 
i EV j EV 


和 
如 网 14 一 15 记 示 。 注 意 矿 ,， 术 ,和 矿 ,元 些 点 

注意 5: 中 有 一 条 边 。 在 五 (Vx 玉 ,) 中 任何 一 条 边 e ' 是 在 总 之 中 。 就 容易 看 出 有 一 个 由 
这 e' 所 覆 商 的 有 疝 蕉 制 组 ， 它 分 开 六 ,。 所 以 在 EY ,x 六 四 申 没 有 一 条 边 是 属 子 有 向 鹤 制 组 
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巨 的 。 可 是 根据 假定 ， 已 是 一 个 分 开 i 和 了 的 有 高 截 制 组。 我 们 知道 3 中 的 边 。 是 在 有 疝 篇 
制 组 已 中 ， 它 位于 亚 , 的 一 个 点 与 严 , 中 的 一 个 点 之 间 ， 并 且 我 们 也 知道 五 不 能 分 开 玉 :中 的 那 
此 点 。 而 且 我 们 可 以 看 出 因为 ,和 5S, 是 自己 中 那些 边 所 覆盖 的 有 向 被 制 组 , 二 不 能 分 开 :和 
史上 千 葛 任何 点， 因此 如 一 定 在 S, 和 S, 之 中 。 这 就 意 球 着 五 包含 着 豆 (F x 或 EE 《Vx 
史 D， 这 是 一 个 耶 导 。 所 以 在 G 中 没有 这 样 的 组 上 。 这 就 证 明了 这 个 定理 。| 


图 U4 一 14 图 34 一 -5 


注意 在 前 而 的 合子 由 。 五 是 分 开 # 和 了 的 一 个 有 向 规制 组 。 青 每 条 边 是 在 集 使 19} 中 一 
个 截 制 组 中 。 因 此 权 据 定理 14 一 16， 单 偷 入 钊 痊 出 连 焉 咒 在 三 下 是 1- 可 分 辩 的 。 

现在 让 我 们 再 研 究 些 对 找 出 故障 点 的 实际 测试 直接 有 关 的 可 测 组 。 设 {了 是 对 于 组 EE 中 
所有 边 指定 调试 点 所 产生 的 所 有 可 衣 的 可 泪 组 的 一 个 集体 。 我 们 已 经 用 山 {P;} 得 到 的 一 个 
忆 - 划 分 中 一 些 组 来 击 定 一 个 单 答 入 单 痊 汕 连通 图 的 1- 分 辩 事 。 当 我 拉 研 究 {7} 中 的 可 测 组 
时 ,我 们 会 看 到 在 { 甩 } 中 有 些 真 子 集体 { 玉 了 由 { 了 } 记 得 到 的 一 个 已 -划分 是 与 出 { 斑 } 所 得 到 
的 一 梯 。 例 如 ， 设 想 图 14 一 16 中 单 输入 单 输出 连通 隐 。 设 E= (0 ，5)， 那 么 {P > 包括 
Vaxady=(0), Via xH=0,2,D, VGxb)=0i,D, V(b x =t)), V Co x bty 
二 (2)。 上 由 上 面 这 些 可 测 组 所 得 到 的 口 -划分 中 的 非 零 组 为 : 

V Gx ee NP DI VGxb) NF OE «ND NP x8)= (i) 

VHXxayT NV xNNVGixo NT I Ve xp (2) 

Paixay NV sd NF Gx NV x Pa 0) (1) 

Vauxay NV(a xfNV Gx NF ND NV xb)= (1) 

只 用 六 (ix ea)， VGxb*) 和 V(b- x 站 可 以 得 到 相同 的 也 -~ 划分。 这 就 意味 着 千 了 对 应 着 
玉生 xa， 玉 全 x 8!) 入 (6~ x 让 的 3 次 测试 ， 而 不 是 对 应 着 { 斑 } 申 的 所 有 非 零 可 测 组 进 
行 的 5 次 调试 ， 我 们 可 以 得 到 为 用 诊断 用 的 所 有 必要 信息 。 为 了 研究 诊断 所 需 的 必要 测试 次 
数 ， 我 们 对 {P 7 的 生成 元 下 定义 如 下 ; 

设 { 信 } 是 组 E 所 产生 约 所 有 可 测 组 的 一 个 集体 。 又 设 {5 个 是 {1} 的 一 个 子 集体。 如果 
01) 出 {FY 分 所 得 到 的 一 个 号- 划分 与 自 {J} 所 得 到 的 站 同 ， 和 (2 由 { 玉 个 的 任 订 子 集体 所 
短 到 一 个 刀 - 划 分 与 由 {了 7} 所 得 到 的 不 相同 ， 那 么 { 玉 个 叫 作 { 六 } 的 生成 元 的 一 个 集体。 

在 前 面 的 例子 中 ,由 图 1 一 16 市 单 输入 音 输 出 连 通 图 G 芍 组 二 = 〔o , 5》 所 产生 的 韭 零 
可 测 组 的 一 个 集体 {7 是 

y= xa), Va rx), VGxb), FO x), V(x 61)}, 由 {7} 所 组 
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成 的 一 全 万 -划分 { 万 ;为 

{D3={G 0， 
{ 矿 } 的 一 个 子 集 符 {V(x a) ,V(x Br 天 x 门 } 也 给 < 
出 相同 的 DD~ 划 分 。 可 是 {Y fxaD) ,VGx6y),V6 xD } 
的 任何 一 个 真子 集体 不 能 给 出 家 同 的 -划分 。 所 以 {7 Cix 
GD) ,VGx 6 ), 玉 (65- x 让} 是 {V+ 的 生成 元 挤 一 个 集体 。 

对 于 一 个 给 出 的 {+， 可 能 有 许多 生成 元 集体 。 而 且 ， i 
在 每 一 个 {J} 的 生成 元 集体 的 弓 数 可 能 是 不 同 的 。 因 为 每 一 图 14 
个 可 测 组 对 应 着 诊断 用 的 一 次 测试 ， 并 且 一 人 { 斑 } 的 生成 元 柴 体 给 出 一 个 所 需要 的 刀 - 划 分 ， 
所 以 诊断 所 需 的 测试 次 数 是 与 37 + 中 国生 成 元 的 一 个 集体 中 侈 组 数 捐 同 的 。 

有 了 生成 元 萌 定 义 后 ， 我 们 可 以 有 一 个 新 定理 。 
定理 14 一 17， 对 于 一 个 共计 到 j 的 单 输入 单 输 岂 连 遥 图 中 光一 个 组 瓦 = (el 62, ,en 而 言 ， 
可 测 组 六 (7 x e 共 和 (es x 由 所 组 成 的 一 个 集体 (P 二 1，2 ,…,&) 含 有 { 也 + 中 生成 元 的 一 
个 集体 。 

证 ， 因 为 {YY} 中 的 一 个 可 测 组 是 (ix e)，VCe; x 站， 和 六 (ei x e3) 之 中 的 一 个 
这 就 需要 证 晶 用 不 着 Fe; x # 委 来 得 到 {F } 中 生成 元 的 一 个 素 钵 。 根 锯 可 测 组 的 定义 ， 
VCes x e4) 是 一 个 点 组 ， 它 至 少食 在 一 个 M (e; x e$) 型 的 连通 有 疝 对 图 中 。 另 一 方面 ， 
VVCix e 雪 和 括 那些 点 ,它们 至 少食 在 一 个 W (ix 4) 理 的 连通 有 向 村 图 中 .而 有 我 们 知道 ， 在 
一 个 从 ; 到 了 的 单 输入 单 输 出 连通 图 中 有 一 条 从 i 到 2(e5) 的 有 向 路 径 , 因 此 对 于 MM(e; x es? 
型 的 连通 有 向 MM 图 中 任何 一 个 点 v 就 有 一 个 人 MGi x e) 型 衣 连 通 有 向 图 ， 它 含有 5 。 所 以 


VlesxetCV Ux ed) (14-— 7} 
局 样 VlesxeCV (es x (14—8) 
因此 V{esxetCV (ixei)NV (es x)) 《4 一 9》 


设 z 是 FUx ee5x 六 中 的 一 个 点 ， 那 么 就 有 一 今 好 (eixz") 型 的 连通 有 内 叶 
图 和 一 个 Mr x e+) 型 连通 有 向 训 图 。 因 此 有 一 个 MMes x e) 敢 的 连通 有 向 刘 图 ， 它 含有 
v/。 所 以 由 式 (14 一 9) 得 
Vlesxet)=V (ixed NY (esx)) (14—10) 
加 此 如 果 集 笨 含 有 F (i x e 站 和 六 (2; x 门 磷 话 ， 在 集体 中 就 不 需要 有 }(e5 x e;) 订 也 含 17"} 
的 生成 元 的 一 个 集 符 。 砚 样 ,我 们 可 以 证 明 在 {V1} 的 生成 元 集体 中 不 需要 六 (ezx e5),V(e3 
x err (es x ed), | 
定理 14 一 18， 如 黑 组 Ef 中 一 条 边 。 覆盖 一 个 有 向 裁 夭 组， 那么 广 (x e+) 和 WV{e- x 门 两 者 中 
只 有 一 绢 可 以 在 {V7} 的 生成 元 一 个 集体 中 。 
证 : 因为 边 只 村 着 一 个 有 向 截 制 组 ， (i xe*)UY(e-x 门 是 所 有 点 的 虞 组 。 因 此 
Vixe d= Ve x)) (14—11) 
这 就 表明 这 两 个 可 测 组 中 只 有 一 组 是 组 成 一 个 万- 划分 所 需要 的 。 | 
例如 ， 在 便 14 一 4 中 图 14 一 6 中 的 单 输入 单 竹 出 连 遥 图 中 ， 训 果 上 E= {58,h)， 那 么 边 b 
只 覆盖 一 个 有 向 截 割 组 5 二 (2,6)。 这 可 以 看 出 
Vl XB6)={1), V(b x 6)=(2, 3, 4, 5, 6) 
这 就 表 昌 六 C1 x 87) =Vtb x 6)。 另 一 方面 , 边 覆 盖 两 个 有 向 莽 制 组 S.Ch) 和 SC， 
与 边 ? 有 联系 的 可 测 组 为 
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VIlxAh)={t1, 2, 4), VA x 6)={6) 
我 们 可 以 清楚 地 看 到 {YY } 的 生成 元 钓 一 个 集体 是 {CY x 5 ,FC xh) ,FCh x 6)}。 
从 这 个 定理 ， 我 们 可 以 有 下 一 定理 。 
定理 14 一 19， 对 于 一 个 组 二 {e1,6:,…, ew), 在 {y} 的 生成 元 的 一 个 集体 中 组 数 最 多 为 2k， 
其 中 上 是 组 玉 中 的 边 数 。 
下 面 我 们 通过 一 个 铁路 车 站 电气 集中 联 馈 齐全 子 说 明正 确 进 行 故障 诊 新 的 过 程 。 首 先 对 
一 个 系统 达到 分 辨 率 为 1 的 子 系统 诊断 ， 然 后 再 对 子 系统 先行 诊 斯 ， 直 至 进行 到 找 出 故 绰 


点 。 
下 面 是 一 个 道岔 表示 电 有 路 图 ， 如 图 14 一 17， 这 可 以 看 作 是 一 个 小 系统 。 


确 连 接 ， 必 须 使 第 二 道 估 启动 忽 电 器 2 刀 Q7 和 转 极 继电器 的 过 接点 与 道岔 位 置 一 致 。 


上 


图 1 一 18 


把 该 电路 分 抉 ， 使 每 个 方块 完成 一 种 作用 。 这 个 电路 是 以 交流 220 为 电源 。 在 国 中 的 
状态 ， 出 定位 表示 继电器 DDB7 的 豚 起 表示 电路 正常 ，D831/ 幕 下载 示 电 路 故障 。 道 倪 妙 示 电 
路 经 常 在 a。 ，b 两 点 右 端 出 现 故 障 。 我 们 把 在 4。，5 测 到 的 信号 作为 输入 信号 ， 面 输出 信号 
刚直 整流 区 【图 14 一 18 宁 囊 线 框 4》 的 两 端阳 。 按 其 功能 与 要 求 作出 诊断 分 状 到 某 一 方块 
的 方块 加 如 图 14 一 19。 
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把 图 14 一 19 转 化 为 图 论 中 的 有 向 图 ， 如 图 14 一 20 所 未 。 


图 “14 一 19 图 14 一 20 


要 使 图 14 一 20 中 的 有 向 图 有 1- 分 辨 率 ， 对 这 个 没有 有 向 回路 且 合 4 个 虑 的 有 向 图 ， 只 要 
分 开 点 1 和 点 二 的 3 个 有 向 截 割 组 由 指定 边 组 已 环 盖 就 行 了 .显然 马 =(o , 68，c), 由 于 组 
已 中 每 条 边 都 只 覆盖 一 个 有 向 茂 制 组 ， 所 以 3 个 可 测 组 即 可 组 成 中- 划分， 使 之 达到 1 -分 辩 
率 。 对 子 系 统 的 诊断 可 采用 故障 诊断 的 其 它 方 法 。 这 里 就 不 一 一 装 述 了 。 


第 四 节 测 试 门 


在 上 节 中 ， 我 们 观察 到 当 一 个 单 输入 单 输出 过 通 图 有 一 个 有 向 回路 时 。 就 不 可 能 得 到 1 一 
分 辩 率 。 所 以 为 了 对 这 样 一 个 图 得 到 1- 分 辩 率 ， 就 必须 用 测试 点 以 外 的 其 它 方法 ， 这 就 是 测 
试 门 的 作用 。 下 面 是 测试 门 的 定义 。 

指定 给 一 条 按 e 的 测试 门 的 意思 是 ， 当 需要 时 ， 边 。 可 以 随时 轩 除 。 

例 奶 ， 如 果 我 们 在 图 14 一 21 的 单 输入 单 输出 连通 图 和 中 对 边 e 指定 一 个 测试 门 时 ， 那 么 
可 测 组 YCi x 7 ) =(i。，j，1，2) 可 以 用 调试 门 来 改变 成 (i，2，j) 。 这 就 是 ， 
自 于 测试 门 ， 我 们 可 以 改变 避 成 为 如 图 14 一 22 所 示 的 那样 一 个 图 。 

为 了 表明 出 试 门 对 可 出 组 的 影 啊 ， 我 们 月 一 个 了 标 瑟 ， 如 7 人 fx jz 表示 指定 给 组 EE 
中 那些 边 的 测试 门 正 在 起 作用 。 

符号 产 ( 让 x 了 )s 是 在 组 巨 中 删除 所 有 边 后 得 到 的 一 个 子 图 的 一 个 可 调 弓 。 

当 在 一 个 组 吾 的 所 有 边 上 都 指定 有 测试 门 时 ， 我 们 可 以 删除 已 中 某 些 边 而 产生 不 同 的 可 
调 组 。 

例 i4 一 8 ”图 14 一 23 中 有 一 个 单 给 入 单 输出 连通 图 。 假 使 万 = (el,es1es,e7)， 那 么 我 
们 有 下 列 可 洞 组 : 


匿 24 一 2 区 14 一 22 国 1 一 3 


V{ixij)eee =V (tix i)ee Vix ij)em(i .vvs, jV(i x j)er 
一 
VOixj)eser=l (i x jeeer—V (i x jyeeeser (i, ve j) 


为 了 研究 测试 门 的 一 些 特性 ， 我 们 设想 一 个 只 用 测试 门 的 单 输入 单 输出 过 通 图 。 为 了 方 


“295 - 


便 起 见 ， 我 们 用 下 面 的 定义 。 

所 谓 门 组 E 的 可 测 组 意思 是 由 于 在 组 EE 的 所 有 边 上 指定 有 测试 门 而 产生 的 所 有 可 能 的 可 
测 组 。 

在 枫 14 一 8 中 ,可 测 组 F(t x 1 )e;,V(i x 站 )es 和 VCi x j)eser, 是 由 门 组 (e:,es， 
ease9) 所 产生 的 可 测 组 。 

下 面 的 定理 是 从 所 有 可 能 选择 一 些 达 的 测试 门 不 起 作用 的 观点 出 发 的 。 
定理 14--20， 由 门 组 巨 的 各 别 的 可 测 组 组 数 最 多 为 2 一 1 ， 其 中 是 组 玉 中 的 边 数 。 

设 沪 一 个 从 i 到 了 的 单 输 入 音 输出 连通 图 中 的 可 测 组 (i x 7 )z。 假 使 对 于 匹 的 每 个 
真子 组 E ,V(x 站)x 与 (1 x jz: 不 同 ， 那么 我 们 说 忆 是 (i x 7)z 的 最 小 组 例 
如 ， 在 例 14 一 3 中 考虑 EE =(e1,02,0s.61)， 我 们 及 (fx 了)er= 斑 (ix7)s。 所 以 巨 不 是 
关于 (i x 7 的 最 小 级 ， 而 E' 是 关于 Vi x 7 ) 的 最 小 组 。 

在 例 14 一 8 中 

V(i x fj)eser=V (tx i)eee=(i ,v1) 

其 中 es,er) 币 (e1.e;,65) 都 是 关于 《i ,v0, 7 ) 的 最 小 组 。 这 个 例子 表明 对 于 一 个 可 测 组 的 最 
小 组 可 能 不 是 唯一 的 。 可 是 最 小 组 有 一 个 有 趣 的 特性 ， 由 下 一 定理 给 出 。 

定理 14 一 21， 设 已 是 一 个 从 到 了 的 单 输入 单 输出 连通 图 人 中 关于 矿 ( i x 7)s( 王 办 的 景 小 
组 ， 那 么 从 各 中 删除 互 中 所 有 边 后 ， 结 果 的 图 还 是 连通 的 。 

证 ， 设 g 是 从 G 中 删除 到 中 所 有 边 后 所 得 到 的 网 ， 假 设 g 是 分 离 的 。 设 g 和 本 是 g 的 两 个 
子 图 ， 而 矿 (g) 一 VC x 7 )e, 并 且 g; 和 g: 不 是 连通 的 。 注 意 G 的 (了 x 了) 等 于 g 的 广 ( 
x 门 。 设 是 g: 中 一 个 点 ， 因 为 G 是 一 个 从 i 到 /的 单 输入 单 输出 连通 图 ,至 少 有 一 个 M (人 
x 六 ) 型 的 避 图 含有 gs 中 的 点 vb»。 所 以 在 图 中 至 少 有 两 条 边 e1 和 e,， 它 们 既 不 在 g: 之 中 ， 
又 不 在 g, 之 中 ， 如 图 14 一 24 所 示 。 我 们 可 看 出 ， 把 e, 插 入 到 g 后 ， 结 果 图 的 (1 x j ) 是 与 g 
的 (7 x 7 ) 相 同 的 。 这 就 是 说 (i x 7 )z 等 于 G 中 的 (i x ja 其 中 EE’ 一 了 (ei)， 
所 以 EE 不 巧 关于 VY( i x 7 )s 的 最 小 组 。 这 基 与 假定 所 说 已 是 关于 玉 ( i x })z 的 最 小 组 相 蔬 
盾 的 。 因 此 这 个 定理 是 正确 的 。1 

由 门 组 羽 的 可 测 组 的 一 个 集体 空 ,我 们 可 以 象 前 一 节 那 样 得 到 一 个 万- 划分 。 例 如 ， 由 一 
个 门 组 EE 一 (ei.es.es.67) 的 可 测 组 (i x j )es， VGx 门 es 和 V( i xy)eser 的 一 个 集体 ， 
我 们 可 以 得 到 一 个 史 ~ 划 分 如 下 : 

VOixi)eNV(ix ?eMNV (i xi)eer=(i,d,,i) 
VOixi)e NV ix ie NT GNDee=$ 
VaixDeNV UD NV (xij) ee = 
VlixDesNVT (xeNr (ix fe 

VODeMNV GxNenNY xie =$ 
TUNDeNV Gx) er NTU eer = (v0) 
VauxDes NVuxDe V(x ee=g 

VaixNe 门 FEx 帮 ery nV ee 一 用 

注意 一 个 可 测 组 (i x 了 )z 的 特性 与 前 一 节 的 相同 。 就 是 当 在 点 注入 一 信号 时， 由 
于 指 定 给 EE 中 那些 边 的 所 有 测试 门 发 生 作用 ， 在 点 /所 监视 到 的 信号 将 只 通过 V(x ji) 
中 那些 点 。 因 此 在 前 一 节 中 关于 可 测 组 所 有 特性 可 适用 于 (1 x 了 )s 中 的 可 测 组 。 例 如， 
如 果 在 从 ; 到 的 一 个 单 答 入 单 输出 连通 图 G 中 有 一 对 点 v, 和 v, ,而且 每 一 个 可 测 组 (在 一 个 
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门 组 E 的 所 有 可 测 组 的 一 个 紫 体 中 )》 含 有 5, 和 ,中 的 一 点 的 将 含有 其 它 一 点 的 话 ，、 那 么 G 不 
是 1- 可 分 辨 的 《定理 14 一 7? ) 。 因 为 在 一 个 门 组 巨 的 可 测 组 的 一 个 集体 中 的 每 个 可 测 组 
(i x j)s 都 合 有 点 和 了 了， 一 个 从 i 到 的 认输 入 单 输出 连通 习 在 任何 一 个 门 组 下 不 
是 1- 可 分 大 的。 如 时 我 们 忽略 感 i 和 和 中 的 一 点 ， 在 一 个 门 组 下， 有 些 单 输 入 单 输出 连通 
图 显然 是 1- 可 分 辩 的 。 为 了 研究 这 样 的 单 输入 单 输出 连通 图 的 门 组 ， 我 们 需要 另 一 个 定义 如 
下 。 
如 果 不 管 点 了 ， 一 个 从 到 了 的 单 输入 单 输出 连通 图 G 在 一 个 门 组 已 下 是 IC 7) 可 
分 辨 的。 因此 如 在 组 五 下 是 1- 可 分 辨 的 。 
例 14 一 9 ”在 图 14 一 25 中 从 点 1 到 4 的 单 输入 单 输出 连通 图 中 ， 取 一 个 门 组 EE=(8， 
qd)， 五 的 可 测 组 为 ， 
Vl x 4)s=(1,2,4) 
Vl x 40={1.3,4) 
VC x 4)ou=$ 


形 人 xj) 型 对 国 


习 14 一 24 图 14 一 25 

这 些 可 测 组 的 一 个 局 -划分 包括 ， 

PIXONMNFHIxAD) = i 1, 4) 

VOxD NTUIXD= (2) 

PFOUxDNY UD:= (3) 

POUxA NT Da = 
如 果 我 们 不 管 点 4， 在 鞋 面 口 -划分 中 的 每 一 个 组 最 多 含 大 一 个 点 。 所 以 如 果 我 们 忽 格 点 4， 
G 在 已 下 是 1- 可 分 辨 的 。 因 此 他 在 巨 下 是 1 一 (1 。4)- 可 分 辨 的 。 

用 了 上 面 这 个 定义 ， 我 们 可 以 修改 定理 -4 一 ? 如 下 ， 这 样 它 可 以 适用 于 测试 门 的 情况 。 
定理 14 一 22: 设 G 是 一 个 失守 到 了 的 革 输 入 间 输 出 连通 图 ， 和 已 是 一 个 边 组 。 又 设 { 普 } 是 给 
五 中 所 有 边 指定 着 测试 门 后 所 产生 的 所 有 可 测 组 的 一 个 集体 。 那 么 当 且 仅 当 对 于 他 中 每 一 对 
点 - 和 5 没有 考虑 点 〔 就 是 e, 关 ;和 4. 关 ) ) 和 有 一 个 可 测 组 CE{V}, 面 六 含有 5, 和 
v.， 但 不 含有 两 者 时 ，@ 在 五 下 是 (ii ，j)- 可 分 辩 的 。 

这 仿 定 理 的 证 明 差 不 多 与 定理 14 一 ? 的 证 明 一 样 。 

在 钢 14 一 9 中 ， 图 14 一 25 中 单 输入 单 输出 连通 图 的 组 五 = (5 ，d ) 所 产生 的 可 测 组 的 一 
个 集体 { 矿 } 是 

{VF}={ Gx) VOxDa)={1, 2, 4), (1, 3, 4)} 
所 以 对 于 任何 一 对 点 ,我 们 选择 除 点 4 以 外 的 点 ， 在 {了 } 中 就 有 一 个 可 测 组 , 它 只 含 夺 这 两 点 
中 的 一 个 点 。 因 此 根据 定理 :4 一 22，G 在 《5，d) 下 是 1-(i 7 )- 可 分 辨 的 。 
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过 去 已 经 讲 过 ， 一 个 分 开 i 和 了 药 半 规制 可 以 表达 为 妃 (P;x 产 ) ,其 中 i Vi， 
j EFF,。 现 在 如 果 (六 ,x 了,) =$， 那 么 半截 制 EE(, x 六) 变 成 一 个 分 开 i 和 j 的 有 向 截 
拷 组 。 由 下 一 定理 我 们 会 看 到 这 样 一 个 半 蕉 制 对 于 1-( i ， j )- 分 辨 率 是 重要 的 。 
定理 14 一 23， 设 是 一 个 从 ; 到 上 的 单 输入 单 答 出 连通 图 在 i 和 } 之 间 没 直接 相连 的 边 。 
如 果 一 个 门 组 号 不 含有 一 个 分 开 ; 和 了 的 半截 车 作为 一 个 子 组 ， 那 么 口 在 门 组 下 不 是 
1-(1 了)- 可 分 辩 的 。 
证 ， 因 为 EE 不 含有 一 个 分 开 i 和 j 的 半截 搂 作为 一 个 子 组 ， 从 + 到) 有 一 条 有 疝 路 径 
己 ， 它 不 含有 五 中 的 边 。 殷 据 假定 ， 人 没有 直接 连接 ; 和 j 之 间 的 边 ， 所 以 路 矢 呈 一定 至 少 
含有 除 i 和 j 以 外 前 另 一 个 点。 因此 由 吾 所 得 到 的 每 个 可 测 组 含 甩 点 ” 连 所 1; 和 了。 根据 
定理 1 一 7 ， 邵 使 不 管 点 ; ，G 也 不 是 -可 分 辨 的 。 因 此 忆 在 门 组 FF 下 不 是 二 (i ，j)- 可 
分 辨 的 。 时 
例 14 一 10 图 14 一 26 中 有 一 个 从 二 到 了 的 单 输入 单 输出 连通 图 。 设 一 个 门 组 下 是 《ac ， 
dd， ) 。 因 为 (a ，d ，7) 不 会 志 分开 i 和 j 的 半截 制 ， 根 
据 定理 14 一 283，G 在 La，d， 了 ) 下 不 是 1-{ i。j 了 )- 可 分 辨 
的 。 现 在 我 们 进行 检查 。 
由 门 组 (a ，d ，7 了 ) 得 到 的 可 测 组 为 
VOxD =V Gx) sr Gx) Vx 1,3, 
Vxj)={,1,2.3,4,7) 
Vx V (xi = 1,2,3,)) 
这 些 可 测 组 药 一 个 万 -划分 中 含有 一 个 组 万 ， 
D=V xDMNV GxDNMNV GN 18, 
因此 G 在 门 组 Ce ，d，f》 下 不 是 1-( i ，j)- 可 分 辩 的 。 区 14 一 2 
根据 定理 14 一 23， 为 了 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 在 媚 下 是 1-( i ，j )- 可 分 桨 起 见 ， 一 
个 组 互 必 须 含有 一 个 从 守 到 ;的 半截 制 。 所 以 要 研究 能 给 出 1-( ; ，j )- 分 辩 率 的 组 的 一 个 
边 组 EE， 我 们 假定 下 本身 是 一 个 有 向 稚 制 组 S = 已 (F,x 严 ))， 其 中 iFi 7 了 玉 。 设 已 = 
《8.，ezs “8,)。 如 果 我 们 从 单 输入 单 输出 连通 图 中 删 去 erfl<p 委 旬 以 外 的 其 它 所 
有 这 ， 那 么 一 个 在 点 i 处 注入 、 在 点 ;处 监视 的 测试 信号 一 定 通 过 边 。,。 达 就 导致 下 一 定 
理 。 
定理 14 一 24。 没 他 是 一 个 从 ;至 计 的 单 符 入 单 输 出 连通 图 。 设 一 (2,，es，…，e) 是 一 个 
有 向 截 制 组 马 (六 ,x 六,)， 其 中 i 了,。jE 广 ， 那 么 对 于 P= 1，2，…， 角 ， 


VOUxD ep=V xeDUr (esx)) (14—12) 


式 中 (2)=EOles)。 届 ,是 EB 的 一 个 子 组 ， 那 么 
VExDE=UVGxI) eo, (14—13) 
ert FE, 
式 中 殊 ,~ EB 
证 ， 我 们 知道 VY (ix e 四 是 一 个 点 组 ， 其 中 每 一 个 点 至 少 是 在 MCix oe) 价 的 一 个 连通 有 
向 图 中 ， 和 VY (es x 门 是 另 一 个 点 组 ,其 电 每 一 个 点 至 少 是 在 于 (sx 站 型 的 一 个 连通 夺 向 
好 图 中 【参看 第 于 四 章 第 三 节 ) 这 个 定理 的 第 一 部 分 ， 从 前 面 的 讨论 中 可 知 是 明显 的 ， 不 必 
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再 证 明 。 对 于 第 二 部 分 ， 我 们 注意 到 一 个 从 i 到 j 的 有 向 路 色 通 过 广 Cix 门 z, 中 的 那些 点 ， 
它 一 定 只 含有 五 ,中 的 一 条 边 。 因 此 对 于 某 些 es€《 E。， 在 六 Cix 门 E。 中 的 每 一 个 点 是 在 Vi 


x 让 之 中 。 因 部 在 VGx 让 [5,1 中 的 任何 一 个 点 ,也 很 清楚 一 定 是 在 (i 说, 之 中 。 量 
定理 14 一 24 不 仅 给 出 了 六 (i x 站 (;) 虱 可 测 组 与 第 十 四 章 第 三 节 中 的 可 测 组 之 间 的 关系 ， 
而 且 也 岩 明 为 了 求 取 在 一 个 给 出 组 羽 下 的 一 个 口 -~ 划分， 我们 内需 知道 (ix 让 6) 型 可 测 组 
就 够 了 。 
例 14 一 11 图 14 一 27 是 一 个 从 了 到 了 的 单 
输入 单 输出 连通 图 。 
设 瑟 =(e,，ez，92s)。 我 们 可 以 知道 ， 
Vlixel)=(i, 1) 
Vleix))=(4, )) 
Vlixel)=G, 1, 2, 3) 
Vieix)=(4, 5, 6, 1) 
Vixes={1, 3) 
Viesx))=(6, 1) 
很 据 定 理 14 一 24， 我 们 可 以 得 到 


图 14 一 27 


Vx (ee) Vx (oD)=V (xel JV (eix)) 
={1, 1, 4, i} 
VixN (ee =V ux eV (ixe Ur (ex)) 
=(1, 1, 2, 3, 4, 5§, 6, 7) 
VOxiD(ee)=r x) (er xel UV (esx)) 
=(i, 3, 6, 1) 
Vixjite =r xj (ee)=rV (x) (ee UV (ixi) ea 
=(i, 1, 2, 3, 4, 5., 6, 7) 
VOxi(ed=V Gxi)(leed -Vx UV x) i 
=(i, 1, 3, 4, 6, 7) 
ViixD(ed)=V ux) (ee)=V xDD J Ux (2) 
=(i, 1, 2, 3, 414, 5, 6, ij) 
当 我 们 应 用 测试 点 时 ， 根 据 定理 14 一 16 知 道 如 果 边 组 是 分 开 和 j 的 一 个 有 向 截 割 
组 ， 和 一 个 从 i 到 ; 的 单 给 入 单 输出 连通 图 G 中 的 每 一 条 边 至 少 在 EF 覆盖 下 区 {5} 中 的 一 个 
有 向 截 割 组 时 ， 这 个 G 在 已 下 是 1- 可 分 辨 的 。 当 我 们 在 五 的 那些 边 上 指定 测试 门 时 ， 情 况 就 
不 同 了 。 例 如， 在 图 14+ 一 27 中 的 单 输 入 单 输出 连通 图 中 ,由 至 = (ex,e:，es) 覆 盖 的 有 向 截 割 
组 的 集体 (S} 包 括 截 训 组 S,，S,，5s，5, 和 Ss， 如 图 所 示 。 注 意 瑟 是 一 个 分 开 i 和 j 的 有 
向 截 害 级。 容易 看 济 单 输入 单 输 测 注 通 团 中 每 一 条 边 是 在 {t 5} 的 一 个 截 制 组 中 。 另 一 方面 ， 
考虑 到 点 1 和 4 的 点 组 (1 ，4》， 我 们 可 以 看 出 对 于 世 的 每 一 个 子 组 FE” ,或 者 (1. 4) 
CVGxN)E, 或 者 (1，4)FFGx 间 EB。 所 以 粮 据 定理 14 一 22，G 在 (es: e:， 63) 
下 不 是 1-( i ， 了 )- 可 分 辨 的 。 这 个 例子 表明 当 我 们 应 用 测试 门 时 ， 需 要 图 欧 每 一 条 边 是 在 
{5S} 中 的 条 件 不 足以 说 明 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 是 1~( i ，j )- 可 分 闪 的 。 但 是 ， 谊 注意 
下 一 定理 的 特性 。 
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定理 14 一 25。 设 人 是 一 个 从 :到 了 的 单 输入 单 输 当 连通 图 ， 息 使 组 巨 是 一 个 有 向 截 风 组 
巨 (了 x 让， 这 样 或 者 只 包括 点 i， 或 者 矿 只 包括 点 1。 那么 , 当 且 色 当 忆 的 每 一 条 边 是 在 
{5S} 中 的 一 个 有 向 截 制 组 中 ,其 中 {.S} 是 E 所 覆盖 的 有 向 截 害 经 的 一 个 集体 时 ,GG 是 1-{i, 门 - 
可 分 辨 的 。 

证 ,根据 定理 14 一 24 

VOGxDCeN=V (ixe) lr (es x)) C14—14) 

其 中 es€ 已。 假使 挛 只 包括 点 ， 那 么 V(es x 让 二 (办 。 办 此 对 于 所 有 边 esEE,， VGx 准 
(2D = 天 (ixeDU(j)。 所 以 没有 虚 站 时 ， 斥 测 试 门 的 e, 的 可 测 组 与 用 测试 点 的 :的 可 测 
组 相同 。 当 玉 具 所 据点 i 时 ，V Cx 站 (es) 一 (UV 《esx 门 。 这 表明 当 我 们 不 管 点 六 时 ， 
用 测试 门 的 es 的 可 测 组 与 用 测试 总 的 e, 的 可 测 组 相同 。 因 此 用 测试 点 的 在 下 一 个 从 i 到 j 
的 单 输入 单 给 出 连通 图 是 1- 可 分 辩 的 必要 和 充分 条 件 对 于 这 种 情况 也 可 以 适用 的 ， 这 就 证 明 
了 这 个 定理 。 9 

例 14 一 12 图 14 一 28 中 有 一 个 从 1 到 了 的 不 可 分 的 单 输入 单 输 出 连 道 图 G， 由 =(e， 
e.，es) 覆盖 的 有 向 截 割 组 的 集体 {Sy} 包括 4 个 截 制 组 S$,，5;,，Ss 和 .Sss 


Ss,=Eci, 1，2，4)xt bE 
SE, na Dt 5) 
SB 2 3 xt 时 


SG 

如 图 14 一 28 所 示 。 

因为 @@ 中 每 条 边 是 在 {S } 的 一 个 截击 组 之 中 ， 所 以 塌 据 定理 
14 一 28，G 在 《e1，es，63) 下 是 1-(i。 了 )- 可 分 辩 的 。 此 中 
定理 14 一 26， 设 避 是 一 个 从 i 到 j 的 单 笨 入 单 葵 出 连通 图 。 假 使 组 王 = 已 ( 扩 x 玉 》 是 一 个 有 
向 截留 组 。 邵 果 G 的 每 一 条 边 是 在 { 5} 的 一 个 截 制 组 中 ， 那 么 G 在 台 下 或 是 1-Ci，j)- 可 
分 辨 的， 或 是 2-( i 。 了 )- 可 分 辩 的， 其 中 {S} 是 已 蓝 盖 下 的 有 向 截 制 组 的 一 个 集体 。 

证 :在 入 中 把 亚 中 所 有 点 合并 起 来 得 到 一 个 单 输入 单 输出 连通 图 刀 " .那么 根 请 楚 ,(S) 的 
一 个 子 集体 是 由 已 所 蓝 盖 的 G' 中 的 有 向 截 割 纽 的 一 个 集体 ， 以 及 G@G: 中 的 每 条 边 是 在 于 集体 
的 一 个 裁 割 组 中 。 因 为 = 巨 (V' x 也 ”) 是 "中 的 一 个 有 向 截 制 组 ,其 中 六 = (办 和 产 : 一 天。 
根据 定理 14 一 25， 作 "在 吾 下 是 1-( i ，j )- 可 分 辨 的 。 同 样 ,把 户 中 所 有 点 合并 起 来 得 到 一 个 
新 的 单 输入 单 输出 连通 图 人 "， 它 在 下 下 是 1-《 i ，j )- 可 分 辩 的 。 因 此 在 广 中 的 任何 两 点 不 
能 都 在 户 下 的 一 个 史 - 划 分 中 的 一 个 组 中 。 同 样 ， 产 中 任何 两 个 点 也 不 能 都 在 已 下 的 一 个 
史 - 划 分 中 的 一 个 组 中 。 可 是 如 果 一 个 总 是 在 矿 中 ， 另 一 个 点 是 在 玉 中 ， 那 么 就 不 能 保证 这 
两 个 点 是 在 下 的 一 个 口 -划分 中 的 不 同 组 中 。 因 此 GG 在 万 下 或 是 1-{ i ，j )- 可 分 辩 的 ， 或 
是 2-{ i ，7 了 )- 可 分 辩 的. 晶 

在 图 14 一 27 扬 未 的 从 主 到 了 的 那个 次 输入 单 葵 出 连通 图 中 ， 如 果 瓦 = (e1，e,，es)， 那 
么 {S}={51，5s，Ss， S41，5S:s}， 它 是 五 覆盖 下 的 有 向 截 制 组 的 一 个 集体 。 这 很 清 楚 @ 中 
每 条 边 是 在 {S} 中 的 一 个 截 划 组 中 。 因 此 根据 定理 14 一 26，G 在 瓦 下 或 是 1-(1， 了 )- 可 分 
办 的 ， 或 是 2-( : ， 了 )- 可 分 辩 的 。 注 意 在 王 下 一 个 万 -划分 的 那些 组 是 《ti，ji) ， (1， 


* 300。 
4)， (2,，5》) 和 {3,，, 6》。 


第 五 节 接点 开关 电路 中 迁 回电 路 的 诊断 


在 接点 开关 电路 中 ， 人 们 关心 的 问题 是 输入 到 输 当 之 间 的 传输 情况 。 从 输入 端 到 给 出 端 
的 全 部 通路 中 ， 除 了 设计 规定 的 一 条 或 若干 条 通路 外 ， 若 还 存在 有 其 它 通路 ， 则 这 些 通路 就 
称 为 廷 回电 路 。 还 回电 路 会 使 某 些 设 备 一 人 锁 如 铁路 行车 当 动 控制 系统 中 电气 集中 联 锁 电 厂 
一 一 起 成 严重 的 后 果 ， 因 此 最 好 在 电路 设计 与 研制 时 就 能 够 发 现 并 给 予 防 护 。 在 大 型 接点 开 
关 电 路 中 全 部 延 问 电 获 的 发 现 是 一 个 比较 困难 的 问题 。 

一 个 搂 点 开关 网 络 中 机 点 问 的 迁 国电 路 在 其 对 应 的 拓扑 图 中 可 用 两 点 间 的 某 些 了 略 径 来 说 
明 。 固 此 迁 回 电路 可 利用 路 径 集体 的 性 质 再 加 上 工程 上 的 一 些 规定 而 得 到 。 在 第 十 章 中 我 们 
已 经 络 出 过 几 种 著 得 路 径 集体 的 方法 。 这 一 节 再 给 当 一 种 更 实用 的 方法 ， 它 可 以 编制 为 讨 算 
抽 程 序 来 找寻 一 个 线性 图 中 两 点 间 的 所 有 路 乱 。 

首先 介绍 获得 一 个 图 中 两 点 闻 全 部 路 欠 方 法 的 几 个 柑 念 。 

后 继 点 和 前 趋 点 ， 设 点 v; 和 点 u 是 图 台 一 ( 太 、 吾 ) 的 两 个 虚 ， 《ws，97) 为 从 点 ?到 点 
蕊 的 一 条 有 疝 边 。 如 票 人 ao)E 巨 : 则 点 wy 称 为 点 ww 的 后 继 点 。 点 的 所 有 后 继 点 的 组 用 
站 1(w:) 来 表示 。 朝 反 ， 如 果 《vi，v0 EE 则 点 v0; 称 作 点 v 的 前 趋 点 。 点 +, 的 所 有 前 冰点 
的 组 用 厂 (w,) 来 窒 示 。 

本 达 柱 ， 设 咏 =( 太 ， 芋 ) 是 任意 攻 ， 点 0 和 点 ?1 是 图 中 两 个 点 。 如 果 在 图 中 存在 一 条 从 
点 v1; 到 点 vi; 的 路 径 ， 风 点 v1 认为 是 从 点 ; 可 达 的 。 相 反 ， 如 果 图 中 存在 一 条 从 点 ;到 点 +, 的 
路 径 则 点 ui 认为 是 从 点 v 相 到 可 达 的 。 从 u, 可 达 的 或 胡 反 可 达 的 点 组 分 则 用 7“(e,) 和 
二 《?D 来 表示 。 下 面 作 述 获得 一 个 图 中 两 点 间 全 部 路 径 的 方法 。 

对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 G = ( 广 ， 互 )， 假 定 我 们 希望 获得 从 一 个 给 定 的 点 u> 到 另 一 个 给 
定 的 点 os 的 全 部 路 径 《〈 这 上 山 设 点 wz 和 :是 不 同 的， 并 且 us 点 是 从 we 点 可 到 和 近 的 ) 我们 用 27 代 
表 所 需要 的 路 径 集 体 ， 采 用 于 述 方法 来 组 到 。 

疫 So 一 as， uc 2 对 是 台中 的 所 有 后 多 点 的 组 ， 并 且 在 他 中 删 去 v, 点 后 获得 
的 子 图 五 中 也 是 可 以 从 us 点 相反 可 达 的 。 对 于 一 1，2，-…， 丰 ， 设 村; 代表 好 的 一 个 子 
路 径 集体， 在 这 个 子路 径 集体 中 ， 第 一 条 边 是 《ur 2,,)》 于 是 能 够 把 原来 获得 M 的 问题 分 
解 成 获得 疡 个 于 问题 M:， 邮 :，…，M,。， 它们 合 在 一 起 正好 组 成 。 

考虑 这 些 子 集体 之 一 时 ， 我 们 注意 到 ， 

《一 ) aa 一 us 在 这 种 情况 下 ， 好 , 仅 含有 一 条 路 径 (bo，tre)》 。 

一》?. 关 >， 在 这 种 情况 下 ， 对 ,是 由 这 《v*，") 和 从 .到 v4 的 所 有 路 芍 的 集体 
对 :组 成 的 。 

在 第 一 种 情况 下 ,4, 的 获得 是 殷 明 显 的 ,在 第 二 种 稍 况 下 ， 问 题 减 小 到 了 对 好 ,路 务 集体 
如 何 得 到 前 问题 。 这 个 问题 与 原来 的 问题 相 比 己 经 成 为 一 个 比 原来 问题 小 的 问题 。 好 , 能 以 
同样 的 方法 继续 被 分 解 。 重 复 这 个 过 程 ， 我 们 就 能 够 具 图 全 中 找到 从 e。 点 到 2, 点 的 所 有 路 
各。 

在 一 般 情 说 于 ， 上 面前 级 述 可 以 描绘 成 一 探 树 。 在 这 标 煤 中 ， 根 代表 最 初 的 问题 ， 面 树 
中 的 其 它 点 代表 各 个 子 问题 ， 这 些 子 癌 题 不 断 分 解 直 至 得 到 所 有 答案 。 

例 14 一 13 在 图 14 一 29 中 ， 让 我 们 考 屿 获得 从 点 2 到 点 4 的 所 有 路 径 问 题 。 
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这 个 问题 的 连续 分 解 过 程 直 到 最 后 的 答案 全 部 显示 在 图 14 一 30 的 树 中 。 
这 棵 树 的 根 代表 原先 的 问题 ， 在 根 点 的 内 部 ， 我 们 以 实 
线 画 出 了 原先 图 G 的 子 图 万 ， 是 由 嗣 去 点 2 得 到 的 ， 星 号 代 


上 
表 了 于 上 属于 点 4 的 相反 可 达 和 集体， 而 点 线 代表 由 星 号 点 所 
决定 的 来 自 点 2 的 边 。 在 图 14 一 30 中 的 根 有 两 个 即 点 工 和 点 
3 。 因 而 原先 的 问题 能 分 解 为 二 个 子 问题 ， 即 包括 子 图 五 中 ” 
从 点 1 到 点 4 和 从 点 3 到 点 4 的 所 有 路 径 的 获得 问题 。 这 两 
个 子 问题 册 级 为 1 〈 见 第 三 章 第 三 节 ) 的 两 个 树 点 来 描述 。 > 
EE 


在 这 棵 树 中 ， 已 经 分 配给 路 矢 的 边 由 粗 线 代 表 。 树 中 各 点 的 
后 继 点 描述 了 子 问 题 的 分 解 ，. 而 悬挂 点 描述 了 最 后 获得 的 子 
问题 。 图 14 一 29 


图 14 一 3 


在 大 型 两 络 中 为 了 正确 迅速 地 获得 答案 ， 必 须 有 一 个 正确 有 效 的 方法 搜索 树 中 的 各 点 。 
考虑 到 树 中 各 点 的 搜索 次 序 ， 会 有 两 种 搜索 方式 ， 其 一 是 从 根 开 始 搜索 所 有 级 为 1 的 点 ， 然 
后 再 搜索 所 有 级 为 2 的 点 等 等 。 这 样 的 搜索 过 程 就 是 在 第 十 一 章 中 所 讲 的 广度 第 一 搜索 法 。 
很 明显 ， 若 给 出 的 图 有 许多 点 和 边 ， 由 此 产生 的 树 是 相当 大 的 ， 树 中 的 点 也 会 很 多 。 这 样 一 
来 广度 第 一 搜索 法 就 会 影响 到 复杂 的 计算 。 

对 一 个 给 定 的 有 限 树 进行 系统 的 穿行 ， 使 得 每 条 边 正 好 穿 过 一 次 ， 每 个 点 正好 穿 过 一 次 
的 有 效 方法 是 图 的 深度 第 一 搜索 法 。 这 种 方法 是 当 从 根 开始 扫描 各 邻 点 后 ， 尽 快 前 进 到 尚未 
去 过 的 邻 点 ， 而 暂时 不 管 邻接 到 根 的 其 它 点 。 对 于 前 进 到 的 点 重复 上 述 过 程 。 换 句 话说， 只 
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要 可 能 ， 我 们 总 是 沿 着 图 的 一 条 路 径 通 到 一 个 新 点 ， 在 返回 之 前 我 们 尽 可 能 前 先 到 臣 离 根 最 
远 的 那个 点 。 这 种 算法 对 于 简化 图 论 算法 是 很 有 用 的 。 
这 个 穿越 村 的 方法 可 以 用 图 论 的 理论 来 说 明 。 
设 侣 二 {J ， 囊 ) 是 一 操 有 向 宴 ， 那 么 定义 局 的 神 向 次 序 是 由 下 面 规 则 决定 的 一 种 次 序 。 
对 于 GG 中 的 两 个 点 %; 和 vi 
(一) 如 录 全 -0v,) = 夏 " (V7)， 则 tiesvj 或 vjcer;s 
(二 ) 如 果 丰 (5) 守 丰 (vy)， 则 5, 和 vj 是 不 能 名 比较 的 。 
这 里 ， 丰 "Cv 和 六 "(0 小 代表 点 二 和 点 j 的 前 趋 点 oe 表示 祯 向 次 序 ,因而 ,一 棵 树 的 可 向 次 序 
提供 了 它 的 每 一 个 点 的 后 继 点 的 总 次 序 。 
给 是 一 个 有 向 树 合 =( 广 ， 吾 ) 的 横向 次 序 z， 我 们 可 以 构成 同 些 一 致 的 六 的 次 序 史 ( 符 
号 .多 表示 一 种 关系 ， 一 种 前 后 关系 )。 在 .多 中 ， 对 每 一 对 《ui。，ui) 讲 ， 因 为 ,ecvi， 同 样 
有 9, 多 ur。 这 样 ， 我 们 可 贞 下 面 的 晓 则 雇 定 一 个 总 次 序 。 
(一 ) 如 果 构 宙 v ,的 级 小 于 +; 的 级 并 筷 存 在 从 4 到 v1 的 路 径 ， 则 bs 多 
() 如 果 uissvm 则 对 记 有 vi€ 六 "tv,) 各 所 有 27E TD* CV)，u1 妇 Zi。 
这 里 ， 六 (am 和 人 "(wv 让 代表 了 树 申 从 点 0. 和 点 + 可 到 达 的 点 级 。 
这 样 ， 我 们 就 可 以 把 一 个 有 限 的 有 向 树 的 所 有 点 进行 了 有 秩序 的 排列 。 
在 图 14 一 81 中， 点 1 和 点 4 间 的 路 各 可 由 图 14 一 32 的 树 来 描 
泛 并 进行 搜索 。 
在 图 14 一 32《a) 中 ， 被 ee 排列 次 序 的 点 组 是 由 虚线 框 限定 
的 ， 而 且 当 4 54; 时， 点 4; 被 放 到 ,的 左 方 。 于 是 按照 上 面 的 理 
论 ， 这 个 有 向 树 中 的 所 有 点 就 能 以 这 样 一 种 次 序 排列 ， 怒 123 1 “ 
512443121344。 这 样 的 砍 序 由 深度 第 一 搜索 活 可 以 
完成 ， 如 图 12 一 32 《b&b》 中 所 示 。 莘 单 说 明 如 下 


设 v, 是 正在 被 访 澡 的 点 ， 如 果 +, 还 存在 没有 被 访问 到 的 后 继 和 
点 ， 则 前 进 到 这 些 后 号 点 中 最 小 的 《对 横向 次 序 ce 而 言 》， 否 则 
返回 到 w, 的 前 趋 点 。 当 返回 到 恨 崔 ， 这 今 过 息 就 完成 了 。 图 1 


ay rby 
在 启 权 中 点 的 次 序 排列 育 向 硅 的 琶 案 


医 1 一 32 


由 此 我 们 可 以 看 出 深度 第 一 搜索 隔 有 效 地 包含 了 上 而 有 向 树 中 前 每 一 点 。 这 对 利用 电子 
计算 机 搜索 来 讲 是 非常 有 用 的 方法 。 

在 大 型 接点 开关 电路 的 研制 与 设计 中 有 对 会 存在 寺 加 电路 ， 这 需要 及 时 诊断 出 来 并 在 设 
许 中 采 到 措施 防护 ， 以 防 在 使 用 中 造成 严重 的 后 果 。 采 用 上 述 产生 路 径 集 体 的 理论 和 工程 中 
的 一 些 规 定 可 以 很 容易 她 利用 电 于 计算 机 找 出 由 路 中 的 迁 回 电路 。 
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例 14 一 14 夺 圈 14 一 33 的 电气 集中 联 锁 的 选 贫 电路 中 ， 人 工 找寻 按钮 < 和。 点 间 的 金 部 
通路 是 非常 困难 而 复杂 的 工作 。 但 是 利用 图 论 中 产生 路 径 集 体 的 算法 和 电子 计算 机 就 可 以 迅 
违 地 找 出 它 的 拓扑 图 (图 14 一 34) 中 ce ， = 两 点 间 的 94 条 路 径 。 除 了 设计 中 规定 的 通路 之 
外 ， 鞭 它 的 都 是 迁 加 电路 ， 应 当 予 以 防护 。 
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图 14 一 34 


习题 


14 一 1 当 Vi=(1,， 2, 3, 4), 了 := 一 (1，3，5) 
太一 (2。3，4)， 六 = 一 (1，3，4) 
VUF,=(1, 2, 3, 4, 5) 
求 万 -划分 。 
14 一 2 和 图 14 一 35 蚌 一 个 从 点 i 到 点 j 的 单 葵 入 单 答 出 连通 图 。 求 组 妃 =(e，) 下 所 
有 可 测 组 。 
Vixad), Va xj, Vxb), Vb 开间 区 (ar 各 
Viarxb), Va xb), Va x ), V(b'xa'), Vb xa’) 
Vb xa), VO- x a ), 
:4 一 3 求 题 14 一 2? 中 单 输入 单 桨 出 连通 图 中 已 = (ca ，5) 狠 盖 下 的 所 有 有 向 截 审 组。 
:4 一 4 ”在 图 14 一 36 中 从 点 i 到 点 i 的 单 葵 入 单 输出 连通 图 中, 求 门 组 已 =(c，b。 
5) 的 所 有 可 测 组 。 
14 一 5 在 图 14 一 97 中 ， 从 点 i 到 点 了 的 单 输入 单 输 出 连通 图 中 ， 给 边 4 和 5 指定 测试 
点 ， 给 边 c 和 了 指定 测试 门 . 求 所 有 测试 组 .并 河 这 个 图 在 这 种 情况 时 是 否 是 1- 可 分 辩 的 ? 


ee 
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